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s  =  »wc«  4-       [(a'.-c')E(^.  ^)+c'F(*,  f,)]. 

Y  a^ — c* 
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—  1     (^  —ni*dl]       i^n*dV       i  ^p*dV\ 
b     \      m       dm  n        dn  p       dp  )' 
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A*  —  a"  "*~  A»  —  é>*  "*"  A»  —  c»  "*"  ^  *' 

a?»  r»  z" 


#• 


H*  —  «*        ^«  —  ^»    '    ^a  —  c* 


{»• 
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limites  correspondantes  à  la  condition 
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—  Note  de  MM.  Lion  ville  et  Plana  sur  la  réalité  des  racines 
des  équations 


r" 


'■=••  2f^=*-- 
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f. 


af-^eb^V^—i  =r r^ — r(û), 

J  — oo  y    o  y/^ 

J»-4-00 
F  (x)  ££r =/V,  qui  réduit 

la  détermination  des  intégrales  qu'elle  renferme,   à  la  re- 
cherche des  racines  de  l'équation  =r7-r  =  <>•  —  Casoù  A  ==  o. 
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taines  séries.  —  Formule  de  Wallis, 

«-  _  'jt  a  4  4  S 
i~73  355"  " 

—  Démonstration  directe  de  cette  même  formule. — Démons- 
tration de  l'équation 

qui,  lorsqu'une  fonction  est  continue,  ainsi  que  sa  dérivée, 
la  transforme  en  intégrale  définie. 
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(iur-h  Br  4:  E) £ir -+- (Ce  4- Df -I- F  ) dfr  =  o. 
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ILda:  -+-  Ydy  -hZrfz; 
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y  =  C,T,-4-C,T.r4-  C3T3-f-...-i-C.Y,H-^,, 
Y  =  C,Y.  -f.  C,Y. .+-  C3  Y,  -h. . .+  C;.Y„. 
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T.  11.  b 
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^.^   . a/^* 


•^       (bf*  -h  c  -h  lAx  -4-  ex*)»' 
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INTRODUCTION. 


En  livrant  enfin  au  public  ie  premier  volume  des 
Leçons  de  Calcul  intégral,  dont  l'impression  a  été 
commencée  en  1 84 1^  j'ai  d  abord  à  rendre  raison 
d'un  si  long  retard. 

Deux  causes  principales  peuvent  me  servir  d  ex- 
case,  et  me  justifient,  je  crois,  pleinement  :  la  pre- 
mière sera  rendue  évidente  par  la  publication  même 
de  ce  volume;  pour  la  seconde,  ceux  qui  ne  me 
connaissent  pas  voudront  bien  me  croire  sur  parole. 

Quand  les  Leçons  de  Calcul  différentiel  parnrentj 
elles  étaient  lexpression  vraie  de  letat  de  la  science; 
on  a  même  bien  voulu  reconnaître  que,  sur  quelques 
points  importants,  j  entrais  dans  une  voie  nouvelle. 
Je  voulais  qu  il  en  fût  de  même  des  Leçons  de  Calcul 
intégral j'  mais  en  prenant  cette  détermiuation,  j'avais 
mal  apprécié  le  fardeau  que  je  m'imposais;  j'ai  cru 
un  instant  qu'il  serait  au-dessus  de  mes  forces,  je 
n'ai  pu  arriver  au  terme  (|u'avec  une  excessive  len- 
teur et  de  tix)p  pénibles  efforts. 
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Pendant  que  le  Calcul  différentiel  restait  station- 
naire,  le  Calcul  intégral  faisait  d'immenses  progrès 
et  changeait  presque  de  face,  à  tel  point  que  j*ai  con- 
servé quelques  feuilles  à  peine  du  manuscrit  auquel 
je  travaillais  depuis  plusieurs  années,  et  dont  rîm- 
pression  aurait  pu  s'achever  en  quelques  mois.  Une 
ère  nouvelle  semblait  s  ouvrir:  des  difficultés,  jus- 
que-là inab.ordables,  trouvaient  une  solution  facile  ; 
les  limites  devant  lesquelles  Euler ,  Lagrauge ,  La- 
place,  Legendre,...  avaient  été  forcés  de  sarréter, 
étaient  reculées  bien  loin.  Un  grand  nombre  de 
géomètres,  MM.  Cauchy,  Liouville,  Sturm,  Binet, 
Lamé,  Catalan,    Blanchet,    Bertrand   en   France; 
MM.  Gauss,  Jacoby,   Lejeune-Dirichlet ,  Ricbelot 
en   Allemagne;    M.    Lobatto  dans  les   Pays-Bas; 
MM.    Ostrogradzky  et  Bouniakowsky    en  Russie; 
M.  Tortoiini  à  Rome,  rivalisaient  d  activité  et  de 
bonheur.  Les   Recueils  scientifiques,  si  multipliés 
aujourd'hui,   m'apportaient    chaque  semaine   plu- 
sieurs Mémoires  à  étudier,  des  théories  plus  géné- 
rales et  plus  simples  à  exposer,    des  applications 
heureuses  à  développer,  etc.,  etc.  :  c était  toujours 
me  condamner  à  de  nouvelles  études,  et  m^impo- 
ser  une  rédaction  nouvelle.  M.  Gauchy  a  publié, 
à  lui  seul  dans  cet  intervalle ,  plus  de  quatre-vingts 
Notes  ou  Mémoires  sur  le  calcul  intégral ,  que  j  ai 
dû  analyser  au  moins  dans  ces  Leçons. 

Pour  suivre  sans  trop  de  retards  un  mouvement 
si  rapide ,  j  aurais  eu  besoin  de  beaucoup  de  temps  ; 
j'aurais  dû  me  soustraire  à  toute  autre  occupation  ; 
faire  des  Mathématiques  Tobjet  exclusif  de  mes  tra- 
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vaux  ;  mais  an  prêtre  ne  peut  pas  échapper  à  une 
autre  sorte  de  mouvemeot,  qui  trop  souvent  rem- 
porte ,  et  doit  remporter  malgré  lui. 

U  e$t,  pour  ainsi  dire,  un   homme  public;  il  se 
doit  à  tous,  car  tous  ont  des  droits  au  ministère  si 
multiple  qui  lui  a  été  confié.  Établi  de  Dieu  pour 
soutenir,  relever,  encourager  et  consoler,  il  ne  peut 
rester  insensible  aux  gémissements  de  Tinfortune, 
du  repentir  ou  de  la  douleur  :  il  faut  qu^il  lutte  con- 
tre Tégoïsme,  si  commun  de  nos  jours,  contre  Tin- 
différence  reUgieuse  qui,  dans  ces  temps  de  peu  de 
foi ,  règne  trop  en  souveraine  autour  de  lui  :  il  essaye- 
rait en  vain  de  se  rendre  étranger  aux  charitables 
entreprises  dont  le  succès  peut  dépendre  de  son 
concours. 

Jai  sottvent  résisté  à  ce  noble  entraînement,  mais 
plus  souvent  j  ai  été  forcé  de  céder  :  je  ne  me  repen-> 
tirai  jamais  dune  faiblesse  qui  fait  ma  gloire.  La 
Providence  a  béni  ma  coopération  à  quelques 
grandes  oeuvres  qui  contribueront  puissamment,  je 
lespère,  .à  la  moralisation  et  au  soulagement  des 
classes  ouvrières. 

Il  fallait  s'arrêter  cependant,  car  les  droits  évi- 
dents de  rhomme  honorable  qui  a  bien  voulu  sup- 
porter les  frais  de  cette  lourde  publication;  car  les 
justes  réclamations  des  nombi'eux  acheteurs  de  mon 
premier  volume,  de  ceux  surtout  qui,  plus  bienveil- 
lants encore,  avaient  voulu  qu  on  leur  livrât  d  avance 
les  premières  feuilles  des  Leçons  de  Calcul  intégral; 
car  les  bienveillants  reproches  des  savants  qui  m'ho- 
norent de  leur  estime  et  de  leur  amitié,  me  rappe- 
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laieot  trop  vivement  l'obligation  de  rigoureuse  jus- 
tice qui  pesait isur  moi. 

Je  ne  pouvais  me  faire  illusion  plus  longtemps. 

Il  fallait  rompre  avec  cet  entraînement,  tout  noble 
et  tout  saint  qu'il  fût;  il  fallait  m'arracher  même 
aux  bras  de  ces  milliers  d'ouvriers  qui  m'ont  fait  de 
si  touchants  adieux;  il  fallait  fuir  jusqu'à  mes  meil— ^ 
leurs  amis ,  et  me  cacher  dans  une  solilude  profonde^ 
Je  lai  fait. 

Là,  tout  entier  à  Dieu  et  a  moi,  j ai  repris  avec 
courage  d  arides ,  mais  chères  études ,  et  me  suis  ef- 
forcé d'arriver  à  remplir,  dans  le  plus  court  délai , 
les  engagements  de  justice  et  d'honneur  que  j'avais 
contractés. 

Voilà  le  secret  de  cette  longue  retraite  de  six 
mois  qui  a  succédé  tout  à  coup  à  une  vie  active,  à 
une  présence  de  tous  les  jours;  retraite  que  chacun 
s'est  efforcé  d'expliquer  à  sa  manière  aux  dépens  de 
la  vérité,  et  quelquefois  même  de  la  charité;  re- 
traite qui  a  compromis  mon  avenir,  où  j  ai  ren- 
contré des  chagrins  que  je  ne  maudis  point,  que  je 
bénis  au  contraire ,  car  le  seul  bonheur  de  l'homme 
ici-bas  est  l'accomplissement  de  son  devoir,  au  prix, 
s'il  le  faut,  de  tous  les  sacrifices. 

Voilà  la  vérité ,  je  la  devais  à  mes  lecteurs  et  à 
moi-même.  J'arrive  maintenant  à  la  partie  techni- 
que de  cette  introduction. 

J'avais  annoncé  que  les  Leçons  de  Calcul  intégral 
ne  dépasseraient  pas  un  volume,  mais  je  n'ai  pas 
tardé  à  reconnaître  qu'un  pareil  engagement  entraî- 
nerait une  impossibilité  absolue.  Pour  me  renfermer 
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dans  des  limites  si  resserrées,  j  aurais  dû  me  condam- 
ner à  publier  un  ouvrage  tout  à  fait  incomplet.  G  eût 
été  mal  servir  les  intérêts  de  la  science  et  mécon- 
naître ses  progrès. 

Le  grand  Traité  de  Lacroix*  a  vieilli  et  n  est  pas 
encore  remplacé:  je  nai  pu  snpporter  la  pensée 
que,  de  longtemps  peut-être,  les  amis  si  nombreux 
des  sciences  mathématiques  ne  pourraient  qu'avec 
beaucoup  de  fatigues  et  de  dépenses,  s'initier  aux 
travaux  remarquables  des  géomètres  modernes, 
étudier  leurs  savantes  théories. 

Une  considération  bien  simple  ma  encore  frappé  : 
si  en  1811  les  Traités  élémentaires  de  Calcul  inté- 
gral, celui  de  Dubourguet  par  exemple,  compre- 
naient un  volume  de  cinq  cents  pages,  n'est -il  pas 
tout  naturel  qu*en  1844»  après  tant  de  découvertes 
et  de  difficultés  vaincues,  cet  espace  soit  presque 
doublé? 

Il  fallait  donc  deux  volumes  :  j'aurais  voulu  du 
moins  que  le  premier  renfermât  le  Calcul  intégral 
proprement  dit,  c'est-à-dire  l'intégration  des  ex- 
pressions différentielles,  des  équations  différentielles 
ordinaires  et  aux  dérivées  partielles;  mais  c'était 
trop  encore.  Le  volume,  tel  que  je  l'avais  conçu, 
avait  soixante-deux  feuilles,  plus  de  mille  pages; 
j'ai  été  forcé  d'adopter  une  division  différente. 

Je  renvoie  forcément  à  la  seconde  partie  de  ces 
Leçons  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tieUes,  les  applications  analytiques  et  géométriques 
qui  dépendent  de  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles, le  calcul  des  variations,  l'application  du  cal- 
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cul  des  résidus  au  calcul  intégral ,  le  calcul  iaverse 
aux  difïéreoces  fiuies,  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, etc.,  etc.;  enfin,  une  table  analytique  très- 
détaillée  dans  laquelle  j'indiquerai,  avec  la  plus  scru- 
puleuse exactitude,  la  part  qui  revient,  dans  cet 
ouvrage,  aux  géomètres  dont  j  ai  étudié  les  travaux, 
Fauteur  véritable  de  chaque  théorie,  de  chaque 
application  importante,  les  sources  où  j  aurai 
puisé,  etc. ,  etc. 

Si  dans  le  texte  de  ces  Leçons  j'ai  paru  éviter 
les  détails  historiques ,  c  est  que  j  ai  craint  de  nuire 
à  la  clarté  et  à  Fensemble  des  démonstrations.  Je  de* 
mande  quon  me  le  pardonne;  bientôt  je  rendrai  à 
tous  pleine  justice:  on  ne  me  verra  jamais  disputera 
qui  que  ce  soit  la  gloire  qui  lui  est  due. 

Je  dois  compte  aussi  à  mes  lecteurs  de  la  méthode 
que  j'ai  adoptée.  Dans  la  préface  de  Touvrage  qui  a 
pour  titre  :  Traité  élémentaire  de  la  Théorie  des 
fonctions  et  du  Calcul  infinitésimal ,  M.  Cournot, 
inspecteur  général  des  études,  m  attaque  sans  me 
nommer.  Il  me  reproche  une  prédilection  trop  ex- 
clusive pour  la  manière  d'un  maître;  nue  sobriété 
trop  grande  de  considération»  philosophiques. 

Je  n'accepte  pas  le  premier  de  ces  reproches;  je 
suis  heureux,  au  contraire,  d  avoir  mériié  le  second. 

J'ai  une  prédilection  évidente  pour  la  manière  de 
M.  Gauchy,  j  en  conviens.  Cette  prédilection  est  lé- 
gitime, je  lai  justifiée,  dans  Tintroduction  aux  Leçons 
de  Calcul  différentiel^  par  des  preuves  surabondan- 
tes, et  ceux  qui  voudront  bien  étudier  ce  nouvel  ou- 
vrage reconnaîtront  nécessairement  que,  pour  le  CaU 
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cul  intégral  comme  pour  tant  d'autres  branches  des 
sciences  mathématiques  et  physiques,  la  gloire  du 
progrès  appartient  surtout  à  l'illustre  géomètre  dont 
je  suis  rélève  et  lami.  Mais  cette  prédilection  n est 
pas  exclusive,  bien  au  contraire.  Je  n  adopte,  en  la 
modifiant,  la  rédaction  de  M.  Cauchy  qu  autant  que 
je  ne  trouve  pas  ailleurs  des  théories  plus  générales, 
des  démonstrations  plus  simples.  Toutes  les  fois  que 
plusieurs  méthodes  également  rigoureuses  et  élé- 
gantes conduisent  à  la  solution  d*uae  question  impor- 
tante, je  les  mets  toujours  en  présence,  et  si  M,  Cour- 
not  veut  bien  comparer  quelques-unes  de  ces  Leçons 
aux  chapitres  correspondants  de  son  ouvrage,  les 
Leçons,  par  exemple,  sur  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  linéaires,  il  regrettera  laccusa- 
tion  qu'il  a  trop  légèrement  portée  contre  moi. 

Quand  il  fut  reconnu  que  le  puissant  génie  de 
Raphaël  avait  presque  dépassé  les  limites  du  pos- 
sible, qu'à  la  perfection  incomparable  du  dessin,  à 
la  finesse  et  à  la  fermeté  du  pinceau,  au  naturel  et  à 
la  pureté  du  coloris,  il  joignait  le  sentiment  le  plus 
exquis  du  beau ,  ses  chefs-d'œuvre  devinrent  dès  lors 
les  modèles  par  excellence,  sa  manière  fut  imposée 
au  monde.  Ce  qui  n  empêche  pas  ()ue  les  artistes 
consciencieux  doivent  s'efforcer  d'imiter  du  Poussin 
la  belle  ordonnance  de  ses  tableaux,  de  Rubens  l'é* 
clat  du  coloris^,  de  Yalentin  la  science  profonde  du 
clair  obscur,  de  Murillo  le  mouvement  et  la  vie ,  du 
Guide  ses  airs  de  tète  si  pleins  d'expression,  etc.,  etc. 
C'est  la  règle  que  j'ai  suivie  dans  le  domaine  bien 
plus  aride  des  mathématiques. 
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J  ai  dit  que  j^acceptais  sans  excuse  le  second  re^^ 
proche.  Plus  que  tout  autre,  peut-être,  je  devais 
aimer  les  discussions  philosophiques.  Initié  par  moa 
éducation,  par  mes  études,  et  par  renseignement  de 
la  théologie,  à  toutes  les  subtilités  de  Técole,  j'avais, 
suivant  lexpression  de  M.  Goumot ,  acquis  le  droit 
àe faire  rna  métaphjrsUfue ;  je  ne  lai  pas  voulu.  J'ai 
irepoussé  bien  loin  ces  considérations  trop  abstraites 
sur  les  infiniment  petits  qui  viennent  s  abîmer  dans  la 
question  éternellement  agitée  de  la  divisibilité  de  la 
matière  à  l'infini,  et  sur  lesquelles  on  ne  sera  jamais  * 
d'accord.  J'ai  renoncé  même  à  ces  comparaisons  entre 
les  diverses  méthodes  qui  peuvent  faire  le  sujet  de 
quelques  développements  oraux,  mais  qui  doivent 
être  bannies,  je  le  crois,  d'un  Traité  classique,  parce 
qu  elles  jettent  sur  les  principes  fondamentaux  une 
obscurité  à  laquelle  l'élève  n'échappe  presque  jamais. 
J'ai  même  vu  qu'il  y  avait  quelque  danger  à  dire  trop 
tôt,  comme  je  l'ai  fait,  que  le  grand  Euler  regardait 
comme  essentiellement  nulles  les  différentielles  dont 
M.  Cauchy  fait  des  quantités  finies,  parmi  lesquel- 
les il  trouve  même  une  unité.  Ces  considérations 
métaphysiques,  ces  comparaisons  délicates  feront 
naturellement ,  il  me  semble ,  la  matière  d'un  ou- 
vrage à  part  dont  j'ai  rédigé  plusieurs  chapitres,  et 
que  je  publierai  s'il  se  présente  une  occasion  favo- 
rable. Je  montrerai  aussi,  dans  ce  petit  Traité^  l'im- 
mense parti  qu'on  peut  tirer  de  la  méthode  infini- 
tésimale géométrique.  Mais  dans  ces  Leçons  d'ana- 
lyse pure  je  n'ai  dû  chercher  qu'une  chose,  la  sim- 
plicité et  la  rigueur  des  démonstrations. 
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Me  sera-t-il  permis  de  croire  qu'avec  Taide  si  puis- 
sant de  M.  Gauchy,  jai  fait,  sous  ce  rapport,  beau- 
coup plus  que  ceux  qui  m  ont  précédé?  Je  u essayerai 
pas  de  le  démontrer  par  une  comparaison,  cependant 
facile,  de  mes  Leçons  avec  des  Traités  estimés,  celui 
de  M.  Coumot  par  exemple. 

Je  passe  à  des  considérations  plus  importantes  sur 
la  marche  que  j  ai  suivie. 

J  ai  cru,  avec  M.  Gauchy,  qu  on  ne  pouvait  expli- 
quer nettement  la  dénomination  et  le  but  du  Galcul 
intégral ,  rendre  raisou  de  ses  notations  fondamen- 
tales, et  de  sa  liaison  avec  le  Galcul  différentiel , 
qu'en  partant  de  l'intégrale  définie,  que  je  considère 
comme  la  limite  vers  laquelle  converge  indéfiniment 
la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  que  prend 
la  différentielle  quand  on  passe  par  degrés  insensibles 
d  une  première  valeur  réelle  et  finie  oTo,  à  une  se- 
conde valeur  réelle  et  finie  X.  J'arrive  plus  tard  à 
l'intégrale  indéfinie ,  dont  l'existence  est  ainsi  rigou- 
reusement démontrée,  indépendamment  des  consi- 
dérations géométriques  auxquelles  on  est  forcé  au- 
trement de  recourir. 

M'éloignant  ensuite  de  la  marche  suivie  par 
M.  Gauchy,  et  pour  ne  pas  effrayer  dès  le  début ,  je 
renvoie  à  la  sixième  Leçon  la  recherche  plus  aride 
et  plus  difficile  des  intégrales  définies.  Les  quatre 
Leçons  qui  précèdent  ont  pour  objet  l'exposition 
plus  facile  des  méthodes  d'intégration  indéfinie. 

Lorsque  la  fonction  sous  le  signe  /cesse  d'être 
finie  et  continue,  et  quelquefois  aussi  lorsque  les 
limites  de  l'intégrale  deviennent  infinies,  l'intégrale 
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définie  peut  devenir  infinie  ou  indéterminée  :  sou- 
vent cette  indétermination  n  est  qu'apparente,  et  Tin- 
tégrale  n  a,  en  réalité  j  qu'une  valeur  unique  et  finie  : 
souvent ,  au  contraire ,  Tindétermination  est  réelle , 
et  Tintégrale  a  une  infinité  de  valeurs;  mais,  parmi 
ces  valeurs,  il  en  est  une  plus  remarquable  que  les 
autres,  et  que  M.  Cauchy  a  désignée  sous  le  nom  de 
valeur  principale  :  enfin  l'intégrale  indéfinie,  qui  est 
en  général  très-petite  lorsque  les  limites  sont  très- 
rapprochées,  peut,  lorsque  la  fonction  sous  le  signe 
/cesse  detre  continue,  acquérir  une  valeur  finie,  et 
devenir  alors  ce  qu'on  appelle  une  intégrale  définie 
singulière. 

Ces  particularités  importantes  font  l'objet  des 
sixième  et  septième  I^eçons.  La  théorie  des  intégrales 
singulières  est  très-féconde;  elle  fournit  la  valeur 
d'un  grand  nombre  d'intégrales  qu'il  serait  difficile 
de  calculer  autrement  ;  elle  conduit  même  à  des  for- 
mules générales  propres  à  la  détermination  des  inté- 
grales définies. 

Il  est  encore  une  autre  remarque  due  à  M.  Cauchy, 
et  qui  l'a  conduit  à  des  résultats  vraiment  inattendus. 
Les  expressions  obtenues  par  une  double  intégra- 
tion peuvent  différer  l'une  de  l'autre  et  dépendre 
de  l'ordre  des  intégrations  lorsque  la  fonction  de 
deux  variables,  placée  sous  le  double  signe  ff,  ou  ses 
dérivées,  cessent  d'être  finies  et  continues  :  la  neu- 
vième Leçon  apprend  à  calculer  cette  différence, 
dans  le  cas  même  où  la  fonction  sous  le  signe  //*  est 
imaginaire. 

J'ai  peine  à  comprendre  que  cette  remarque  ira- 
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portante  soit  encore  si  peu  connue,  et  que  tous  les 
jours  des  géomètres  exercés  se  permettent  d'interver- 
tir Tordre  des  intégrations  sans  s'assurer  d'avance 
que  cette  inversion  est  possible.  Beaucoup  de  démons- 
trations deviennent  par  là  tout  à  fait  incomplètes. 

Pour  habituer  les  élèves  au  calcul ,  et  les  mieux 
préparer  à  une  étude  plus  approfondie  des  intégrales 
multiples,  j  ai  appliqué  les  théories  qui  précèdent  à 
la  résolution  des  trois  grands  problèmes  de  la  recti* 
ficatiou  des  courbes  planes  et  à  double  courbure , 
de  la  quadrature  des  surfaces  planes  et  courbes  j  de 
la  cubature  des  solides.  J'ai  consacré  quatre  Leçons 
à  ces  applications  fondamentales,  que  M.  Cauchy  a 
traitées  avec  une  rare  élégance.  Une  Note  intéres^ 
santé   de  M.   Tortolini,  publiée  dans  le  Gionarle 
arcadicoy  m'a  fourni  la  matière  de  la  douzième  Le- 
çon. Le  géomètre  italien  résout  avec  adresse  ce  pro- 
blème :  Étant  donnée    la  relation  qui  existe  entre 
l'arc  d'une  certaine  courbe  et  l'une  des  coordonnées 
de  son  extrémité,  trouver  l'équation  de  cette  courbe. 
J'ai  appliqué  avec  lui  sa  théorie  à  quelques   exem- 
ples bien  choisis,  et  dans  lesquels  le  calcul  s'achève. 
J'ai  repris  dans  la  seizième  Leçon  le  problème  de 
la  quadrature  des  surfaces  et  de  la  cubature  des  so- 
lides sous  un  point  de  vue  plus  général.  Cette  mé- 
thode nouvelle,  que  j'ai  rédigée  sur  des  Notes  de 
M.  Cauchy,  donne  non-seulement  la  surface  ou  le 
volume  compris  entre  certaines  limites,  mais  toute 
autre  quantité  assujettie  à  croître  ou  à  décroître  avec 
cette  surface  ou  ce  volume. 

Le  résumé  complet  des   travaux  des  géomètres 
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modernes  sur  la  réduction  des  intégrales  multiples 
commence  à  la  dix-septième  Leçon.  Comme  le  pro- 
cédé de  réduction  le  plus  fécond  repose  sur  une 
transformation  de  coordonnées    adroitement  cbai- 
sies,  j'ai  cru  qu'il  fallait,  pour  procéder  avec  ordre, 
donner  d'abord  des  notions  suffisantes  sur  les  systè- 
mes de  coordonnées  dont  les  géomètres  se  sont  ser- 
vis avec  le  plus  de  bonheur.  Je  considère  en  par- 
ticulier celles  que  M.  Lamé  a  désignées  sous  le  nom 
de    coordonnées   elliptiques.  Dans  ce  système,  un 
point  quelconque  de  l'espace  est  considéré  comme 
rintersection  de  trois  surfaces  du  second  degré  dé- 
pendantes  chacune  d'un    paramètre   variable.  Ces 
surfaces  homofocales  jouissent    de   propriétés    re- 
marquables que  je  rappelle  en  peu  de  mots. 

Ces  préliminaires  posés,  il  fallait  établir  la  formule 
générale  à  l'aide  de  laquelle  on  effectue  dans  le  Cal- 
cul intégral  un  changement  de  variables.  Une  grande 
lacune  existait  à  cet  égard  dans  les  Traités  même 
complets.  Je  me  suis  efforcé  de  là  combler.  Aux 
quelques  mots  que  l'on  trouvait  dans  les  ouvrages 
connus,  j'ai  substitué  deux  méthodes  rigoureuses 
empruntées  à  MM.  Cauchy  et  Catalan  :  je  regrette 
de  n'avoir  pas  pu  exposer  celle  de  M.  Jacobi ,  mais 
elle  aurait  exigé  trop  de  développements. 

J'aborde  ensuite  directement  le  problème  de  la 
transformation  ou  de  la  réduction  des  intégrales 
multiples  les  plus  remarquables,  en  apprenant  à  re- 
trouver* un  certain  nombre  de  formules  données  par 
MM.  Cauchy,  Poisson,  Liouville,  Lamé ,  Lejenne- 
Dirichlet,  Chasles,  Catalan,  Tortolinî. 
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Les  procédés  suivis  par  MM.  Diricblet  et  Catalan 
sont  surtout  remarquables.  Le  premier  de  ces  géo- 
mètres multiplie  lexpression  qu'il  s'agit  d'intégrer 
par  un  facteur  dont  la  valeur  soit  égale  à  Funité  dans 
retendue  que  les  intégrations  doivent  embrasser,  et 
qui  s'évanouisse  en  dehors  de  cette  étendue.  Le  se- 
cond s'appuie  de  considérations  géométriques  très- 
fines  qui  lui  permettent  de  substituer,  à  un  élé- 
ment de  surface  ou  de  volume  difficile  à  intégrer, 
un  autre  élément  équivalent,  mais  qui  est  tel  qu'on 
puisse  effectuer  immédiatement  une  ou  deux  intégra* 
tiens.  Des  considérations  analytiques  fort  simples 
étendent  cette  méthode  au  cas  d'im  nombre  quelcon- 
que de  variables. 

J'avouerai  «ans  peine  que  je  me  suis  laissé  entraî- 
ner par  l'originalité  de  ces  recherches,  et  qu'elles 
occupent  une  trop  grande  place  dans  ces  Leçons. 
J'apporterai  pour  excuse  un  fait  qui  est  pour  moi 
une  donnée  de  Texpérieuce  :  on  ne  peut  appreadre 
sérieusement  le  Calcul  intégral  qu'en  échappant  aux 
chemins  battus,  à  la  routine  des  Traités  ordinaires , 
pour  suivre  les  maîtres  de  la  science  dans  les  voies 
nouvelles  qu'ils  parviennent  à  se  frayer. 

La  méthode  de  réduction  de  M.  Dirichlet  re- 
pose sur  une*  formule  très-féconde  donnée  d'abord 
par  Euler,  et  que  Poisson  démontra  le  premier  ri^ 
gourensement,  en  partant  de  l'intégration  d'un  sys- 
tème d'équations  simultanées.  C'était  un  chemin 
détourné  :  je  n'ai  pu  me  l'ésoudre  à  renvoyer  à  la 
seconde  partie  du  Calcul  intégral  la  recherche 
pénible  d'une  intégrale  définie  que  j'avais  employée 

T.  u.  c 
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dans  la  première.  J'ai  mieux  aimé  analyser  deu): 
Mémoires  de  M.  Cauchy,  très-remarquables  et  trop 
peu  coumis,  qui  ont  pour  titres  :  lun ,  Mémoire  sur 
les  intégrales  définies  y  prises  entre  des  lifnites  imagi- 
naires; l'autre ,  Recherche  dune  formule  générale 
qui  fourmi  la  valeur  de  la  plupart  des  intégrales 
dénies  connues,  et  celles  dun  grand  nombre  daur^ 
très.  On  trouvera  d'aiUeurs,  dans  cette  vingt-unième 
Leçon,  et  les  vraies  bases  du  passage  du  réel  à  lima- 
ginaire,  et  un  procédé  très-ingénieux  et  très-général, 
qui  conduit  à  la  détermination  d  une  multitude  d 'in- 
tégrales définies.  J'ai  donné  comme  exemple  de  cette 
méthode  la  détermination,  par  la  curieuse  formule 
de  Wallis,  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. 

J  arrive  ensuite  à  la  seconde  partie  du  Calcul  rrh- 
tégral  ou  à  l'intégration  des  équations  différentidles^ 
non  sans  regretter  de  n'avoir  pas  consacré  quelques 
Levons  à  l'intégration  des  expressions  différentielles 
à  plusieurs  variables.  Marchant  sur  les  traces  de  tous 
les  auteurs  connus,  je  n'ai  pas  assez. s^aré  l'inté^ 
gratiou  d'une  expression  différentieUe  de  l'intégra*- 
tion  des  équations  différentielles.  La  lecture  récente 
du  grand  Traité  que  Bf.  Raabe,  professeur  à  Zurich, 
pubKe  sous  ce  titre  :  Die  differ&tzial  und  Intégral 
reehnung  mit  functionen  mehrerer  variabeln,  ma 
donné  l'idée  de  quelques  Leçons  supplémentaires 
que  l'on  trouvera  dans  le  volume  suivant. 

Les  Leçons  vingt-deuxième,  vingt-troisième,  vingt- 
quatrième  et  vingt-cinquième  n'offrent  rien  de  bien 
nouveau. 


-^,. 
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J  expose  dans  la  viDgt-'Sixiènie  Leçon  la  mélhode 
rigoareuse  à  laide  de  laquelle  M.  Cauchy  démon- 
tre Texistence  d'une  valeur  propre  à  vérifier  une 
éqaatioD  différentielle  du  premier  ordre,  et  ap- 
prend à  calculer  cette  valeur  avec  un  degré  d'ap- 
proximation donné.  Cette  méthode,  qui  (ut  un  grand 
pas  dans  la  science,  a  été  imprimée,  mais  les  feuilles 
qui  la  contenaient  nont  pas  été  livrées  au  public; 
elle  est   par  conséquent  très-peu  connue. 

Dans  la  vingt-huitième  Leçon  j  apprends  à  déter- 
miner la  limite  des  erreurs  que  Ion  peut  commettre 
en  calculant  par  le  procédé  dont  je  viens  de  par- 
ler les  intégrales  particulières  d'une  équation  diifé- 
rentieUe  do  premier  ordre. 

Les  solutions  singalîères  ont  des  caractères  spé- 
ciaux à  Taide  desquels  ou  peut  les  déduire  immé- 
diatement, avant  l'intégration,  de  l'équation  diffé- 
reniieile  donnée,  et  qn'Euler,  Ldgrange,  Laplace, 
Poisson  avaient  tour  à  tour  étudiés.  Ces  grands 
géoinètreâ  avaient  essayé  de  démontrer  que  la  pro- 
priété caractéristique  des  solutions  singulières  était  de 
rendre  infini  ou  indéterminé  le  coefficient  différentiel 

j-\  mais  cette  propriAé  est  moins  générale  qu'ils  ne 

l'avaient  cru,  et  la  démonstration  quHIs  en  avaient 
donnée  dépendait  de  développements  en  séries  dont 
rien  ne  prouve  la  convergence:  on  verra  dans  la 
vingt-neuvième  Leçon  comment  M.  Cauchy  est  par- 
venu à  définir  rigoureusement  le  caractère  propre  des 
solutions  singulières,  et  à  les  séparer  des  intégrales 
particulières. 

En  outre  de  la   formule  de  Riccati,  jai  donné 

c 
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comme  applications,  daos  la  trente^unième  Lieçon, 
Fintégration  de  TéquatioD 

(A  -f.  Mx  -+.  AV)(*4r  —  fax)  —  (B  -H  «'x  -f.  ^"x)dy 

—  (C-hCx-hC»€ir  =  0, 

traitée  récemment  par  M.  Jacoby;  et  celle  de  le- 
qoatioD 

dx 


que  j'intègre  par  diverses  méthodes. 

La  trente -deuxième  Leçon  a  pour  objet  Tinté* 
gration  des  différentielles  totales  du  premier  or- 
dre,  renfermant  un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles. On  y  trouvera  une  transformation  élégante 
de  l'expression  Xdx  ■+-  Ydj  -f-  Zrfz,  transforma- 
tion à  Taide  de  laquelle  on  met  immédiatement  en 
évidence  le  cas  où  ce  trinôme  est  une  différentielle 
exacte. 

J'étends,  dans  la  trente-troisième  Leçon ,  à  un  sys- 
tème de  n  équations  simultanées  du  premier  ordre,  à 
n-h  i  différentielles,  ou  à  /i  dérivées,  la  méthode  ri- 
goureuse d'intégration  déjà  appliquée,  dans  la  vingt- 
septième  Leçon ,  à  Tint^ration  d  une  équation  du 
premier  ordre  à  deux  variables.  Cette  Leçon  de 
M.  Gauchy,  entièrement  inédite,  me  semble  tout  à 
fait  remarquable  par  son  élégante  simplicité. 

C'est  un  fait  digne  d  attention  qu'on  n'arrive,  dans 
le  Calcul  intégral ,  à  résoudre  les  grandes  difficultés 
qu'en  faisant  entrer  immédiatement  dans  le  calcul 
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les  valeurs  particulières  correspondantes  des  incon- 
nues primitives,  et  des  inconnues  nouvelles,  ou,  ce 
qai  revient  au  même,  en  remplaçant  d'avance  les 
constantes  arbitraires  que  doit  introduire  Tintégra- 
tion  par  les  valeurs  particulières  des  variables  et*  de 
leurs  dérivées. 

On  remarquera  dans  la  trente-quatrième  Leçon, 
qui  traite  de  l'intégration  des  équations  linéaires  si- 
multanées du  premier  ordre,  la  méthode  simple  par 
laquelle  on  complète  l'intégrale,  dans  le  cas  où  Té- 
quation  que  M.  Cauchy  appelle  Féquation  caracté- 
ristique, et  dont  les  n  racines  conduisent  aux  n  in- 
tégrales cherchées,  offre  des  racines  égales. . 

J'ai  cru  qu'en  traitant  de  l'intégration  d'une  équa- 
tion différentielle  d'ordre  quelconque ,  je  ne  pouvais 
me  dispenser  d'établir,  d'une  manière  rigoureuse, 
les  conditions  d'intégrabilité  de  l'expression  diffé- 
rentielle d'ordre  »,  F  (a:,  ^,  D^^,. . . ,  D;^).  Lexell, 
l^agrange,  Poisson  semblent  avpir  ignoré  quEulei 
avait  établi  non-seulement  que  la  condition 

était  nécessaire,  mais  encore  qu'elle  était  suffisante, 
lies  méthodes  par  lesquelles  Lagrange,  Poisson  et 
M.  Bertrand  ont  essayé  de  démontrer  la  formule  d'Eu- 
1er,  indépendamment  du  calcul  des  variations,  ne 
sont  pas  pleinement  rigoureuses;  celle  que  j'ai  sui- 
vie dans  ces  Leçons  m'a  été  communiquée  par 
M.  Jacques  Binet;  elle  est  à  labri  de  toute  objeor 
tion  sérieuse. 
Je  recommande,  comme  pins  dignes  d'attention , 
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les  deux  Leçons  suivantes,  qui  traitent  des  propriétés 
générales  des  équations  linéaires  de  Tordre  n,  à  coef- 
ficients variables  ou  constants,  avec  ou  sans  second 
membre.  Il  me  semble  que  j  ai  résumé  avec  clarté 
toift  ce  que  Ton  a  écrit  sur  ce  sujet.  J  ai  exposé  avec 
soin  toutes  les  méthodes,  persuadé  que  c^étaitune 
occasion  favorable  pour  initier  les  élèves  à  la  ma- 
nière des  divers  géomètres,  et  aux  ressources  si  mul- 
tipliées de  Tanalyse,  M.  Liouville ,  dans  le  deuxième 
volume  de  son  Journal,  a  revendiqué  pour  d'Âlem- 
bert  la  gloire  du  procédé  d'intégration  que  M.  Li- 
bri  s  était  attribué,  et  qui  repose  sur  cette  propriété 
fondamentale  :  Si  1  on  connaît  m  intégrales  particu- 
lières de  Téquation   différentielle  linéaire  sans  se- 
cond membre,  on  pourra  toujours  ramener  l'inté- 
gration de  1  équation  avec  second  membre  à  l'inté- 
gration dune    nouvelle    équation   linéaire    dordre 
n  —  m.  Je  n  ai   pas   été  peu  surpris  de  retrouver 
dans  un  auteur  trop  peu  connu,  Duboui^uet,  toute 
cette  théorie ,    et  jusqu  à    la  formule   par  laquelle 
on  exprime,  au  moyen  d  une  intégrale  multiple,  l'in- 
tégrale générale  de  Téquation  différentielle  linéaire 
avec  second  membre,  en  fonction  des  n  intégrales 
particulières   de   l'équation  sans  second  membre. 

Dans  la  trente-huitième  Leçon,  qui  a  pour  titre  : 
Intégtniion  de  quelques  équations  linéaires  de  l'or- 
dre Uj  à  coefficients  variables j  je  signalerai  surtout 
la  méthode  d'inl^ration  de  l'équation 

OU  de  l'équation  de  Riccati ,  à  l'aide  d'une  intégrale 
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définie,  méthode  que  M.  Wantzel  a  communiquée 
récemment  comme  nouvelle  à  l'Académie  des  Scien- 
ces, et  que  j'ai  trouvée  dans  rexcellante  rédaction  des 
Leçons  de  M.  Gauchy  que  fit,  en  1817,  M.  Bugoot, 
actuellement  sou&-inspecteur  des  études  à  l'Ecole 
Polytechnique. 

Le  procédé  par  lequel  M.  Lobatto  intègre  les 
deux  équations 

est  aussi  foit  instructif. 

Enfin,  pour  rendnr  plus  sensibles  les  théories  que 
j'ai  exposées ,  pour  familiariser  avec  les  artifices  de 
calcul  par  lesquels  on  est  obligé  de  suppléer  sans 
cesse  à  l'imperfection  des  théories  générales ,  pour 
montrer  l'immense  parti  qu'on  peut  tirer  de  trans- 
formations habilement  devinées,  pour  mieux  ^ire 
connaître  l'état  actuel  de  la  science,  j'ai  cru  néces- 
saire de  passer  en  revue  rapidement  les  diverses 
classes  d'équations  que  les  géomètres  sont  parvenus 
à  intégrer  directement  ou  à  l'aide  de  procédés  plus 
ou  moins  détournés. 

On  remarquera,  parmi  ces  applications,  Vint^ra- 
tion  du  système  suivant  d  équations  du  second  ordre 

D/a:=D,R,     D,V=:0,R,     D?z=D.R,..., 

à  laquelle  M.  Binet  est  parvenu  par  des  considéra- 
tions très-ingénienses. 

On  a  vu,  dans  ce  qui  précède,  comment  on  pou- 
vait ramener  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle de  l'ordre  n  à  l'intégration  de  n  équations  si- 
multanées dn  premier   ordre.   Je  montra  dans  la 
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trente-oeavièrae  Leçon  comment ,  au  contraire ,  on 
peut  ramener  Tintégration  d'un  système  de  n  équa- 
tions simultanées  du  premier  ordre  à  celle  d  une 
seule  équation  de  Tordre  n, 

Lorsqu  aucune  des  méthodes  par  lesquelles  nous 
avons  appris  jusqu'ici  à  intégrer  les  équations  diffé- 
rentielles ne  réussit ,  on  est  forcé  de  recourir  à  l'in- 
tégration par  série.  J'expose  sous  toutes  les  formes 
qu'on  lui  a  données  cette  nouvelle  méthode ,  qui  ne 
doit  être  employée  qu'avec  beaucoup  de  réserve. 

Quelques  considérations  sur  les  solutions  singu- 
lières des  équations  d'ordre  quelconque  remplissent 
les  dernières  pages  de  la  trente-neuvième  Leçon. 

L'intégration  par  approximation  des  équations  dif- 
férentielles est  illusoire  tant  qu'on  ne  fournit  aucun 
moyen  de  s'assurer,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 
vin^t-septième  et  la  trente-troisième  Leçon,  que  les 
valeurs  obtenues  sont  convergentes ,  ou  que  les  lî* 
mites  dont  elles  s'approchent  indéfiniment  sont  dés 
fonctions  propres  à  vérifier  les  équations  différen-- 
tielles  données.  La  méthode  que  j'ai  alors  exposée  est 
rigoureuse,  et  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport 
de  la  théorie;  je  l'ai  d'ailleurs  étendue  à  un  système 
d'équations  différentielles  d'ordre  quelconque  dont 
on  peut  ramener  l'intégration  à  celle  d  équations  dif- 
férentielles simaltanées  du  premier  ordre.  M^  Gau- 
chy  a  depuis  fait  connaître  un  nouveau  procédé  d'in-* 
tégration  par  série  qui,,  sous  le  rapport  pratique,  et 
sous'  d'autres  points  de  vue ,  présente  de  nombreux 
avantages.  Lorsqu  il  n'est  pas  possible  d'obtenir  les  in- 
tégrales en  termes  finis,  cette  belle  méthode  permet 
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du  moins  de  démontrer  rigoiM^eusement  lexistence 
des  intégrales  gàiérales,  et  deles  calculer  avec  une 
approximation  aussi  grande  que  Ton  veut,  parce 
qu'elle  fournit  et  les  conditions  sous  lesquelles  les 
séries  qui  représentent  ces  intégrales  restent  conver- 
gentes ,  et  des  limites  supérieures  aux  erreurs  que 
Ton  commet  en  conservant  seulement  dans  chaque 
série  ses  n  premiers  termes. 

C'est  jusqu'ici  le  dernier  mot  de  la  science  sur  Tin- 
tégration  des  équations  différentielles;  je  me  suis 
arrêté  là. 

Deux  Notes  seulement  complètent  ce  volume  : 
Tune,  de  M.  Cauchy,  rendra  plus  facile  le  calcul 
des  maxima  maximorum;  l'autre,  de  M.  Liouville, 
a  pour  objet  de  montrer  comment,  en  suivant 
une  indication  très-remarquable,  donnée  autrefois 
par  Poisson ,  et  développée  depuis  par  M.  Jacoby , 
on  peut,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  déduire  les 
unes  des  autres  les  intégrales  d'un  système  d'équa-* 
tions  différentielles  données. 

Voilà  l'aperçu  complet  de  ce  second  volume; 
j'aime  à  croire  qu  on  le  trouvera  bien  rempli:  il  ré-^ 
sume  près  de  5oo  feuilles  in-4**. 

.le  ne  dirai  rien  des  notations  que  j'ai  employées;, 
j'ai  voulu  qu'elles  ne  fatigassent  pas  l'œil,  qu'elles 
fussent  toujours  simples  et  significatives  par  elles- 
mêmes;  je  crois  avoir  atteint  ce  but. 

On  se  persuade  trop  souvent  que  la  rédaction 
devient  plus  concise  et  plus  claire  quand  on  donne 
presque  à  chaque  équation  son  numéro;  je  suis 
convaincu  que  c'est  une  erreur;  on  ne  lit  pas  des 
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Mémoires  ainsi  rédigés  :  j'ai  suivi  ane  marche  tout 
opposée.  Je  n'ai  désigné  par  des  chiffres  ou  par  des 
lettres  quun  très-petit  nombre  d équations  fonda- 
mentales. J^ai  pu  ainsi  réduire  à  deux  feuilles  in-S** 
des  Mémoires  de  sept  à  huit  feuilles  in-4^i  qni  ren- 
fermaient plus  de  deux  cents  équations  numérotées. 
J  ai  substitué  le  plus  souvent  aux  numéros  les  let- 
tres initiales  des  mots  qui  caractérisent  les  équa- 
tions: ainsi,  (D)  représente,  pour  moi,  les  équations 
données,  (1)  l'intégrale ,  (C)  l'équation   caractéris- 
tique  ou  de  condition,  (E)  l'erreur  commise,  [El'^] 
cette  même  erreur,  lorsque  dans  la  série  qui  donne 
le  développement  de  lune  quelconque  des  n  variables 
indépendantes,  liées  à  la  variable  indépendante  par 
un  système  de  n  équations  du  premier  ordre ,  on 
prend  seulement  les  n  premiers  termes,  etc. 

Il  est  dans  le  Calcul  intégral ,  un  principe  qu  on 
doit  appeler  fondamental  :  il  consiste  en  ce  que  Tin- 
tégrale  définie  est  égale  à  la  différence  entre  les  li- 
mites multipliées  par  une  valeur  moyenne  de  4a  fonc- 
tion sous  le  signe/.  Ce  principe,  et  un  grand  nombre 
de  résultats  importants,  reposent  sur  l'emploi  si  fé- 
cond du  théorème  suivant  :  Si  a,  a',  a", .  • .  sont  des 
quantités  de  même  signe ,  la  somme 

sera  égale  au  produit  de  la  somme  a -h  a' H- a"  -♦-... 
des  quantités  de  même    signe ,  par  une    quantit('*  ' 
moyenne  entre  les  coefficients  fl,  a',  a", .  • . .  Ce  théo- 
rème est  lui-même  un  cas  particulier  de  la  proposi- 
tion plus  générale  que  je  vais  démontrer. 
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Si  b^  l/^  b'\...  sont  des  quantités  de  même  signe ,  le 
quotient  que  Ton  obtient  en  divisant  la  somme  des 

numérateurs  des  fractions  ^,  ^,  p-,...  par  la  somme 

de  leurs  dénominateurs,  est  une  moyenne  entre  ces 
mêmes  fractions,  c'est-à-dire  une  quantité  plus 
grande  que  la  plus  petite  d entre  elles,  plus  petite 
que  la  plus  grande. 

Désignons  en  effet  par  g  la  plus  grande  de  ces  frac- 
tions, et  par  p  la  plus  petite,  on  aura 

f>/*     ^>P     ^>P 
et,  par  suite: si  é,  i^,  b"^. .  .  sont 


sifc,  ô',  6% 


>hp      ^, 
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Corollaire.  Si  a,  a',  a*',. . .  sont ,  ainsi  que  A,  //,  A",.. . , 
des  quantités  de  même  signe ,  les  dénominateuis  des. 

fractions 

au     rtV     a^ 
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seront  eucore  des  quantités  de  même  signe;  on  aura 
donc 

Dès  lors ,  si  Ton  pose 

*==  ^'=6''  =  ...=  I, 

p  sera  la  plus  petite  et  g  la  plus  grande  des  quanti 
tés  a^  a\  a'',  •••,  et,  en  désignant  par  ia  notation 
M.{ay  a! y  a",. . .)  une  moyenne  entre  ces  quantités» 
on  aura 

act  +  a'A'  -4-  aV-4-...=(«-4-ii'-4-«"...)Af.(a,  af ,  a%...). 

Une  remarque  encore,  et  j*ai  fini.  J'ai  admis,  sans 
le  démontrer,  comme  une  conséquence  évidente  de 
Téquation 

f{x)  — /(oTo)  =  (^  —  a?o)/[Xo  4-  ^[x  —  a?o)  ] , 

qui  est  fondamentale  dans  le  Calcul  différentiel,  que 
toute  fonction  f{x)^  dont  la  dérivée/' (j::)  est  con- 
stamment nulle,  est  nécessairement  une  constante; 
et,  en  effet,  si  f  [x)  est  toujoius  nulle,  on  aura 

/'[:ro-f.e(x-^jro)]  =  o,    /{x)=/{xo)  =  c. 

.rajoute  que  la  constante  c  est  tout  à  fait  arbitraire , 
et  que  si  Ton  permet  à  la  fonction  /(x)  d'offrir  des 
solutions  de  continuité  correspondantes  à  diverses 
valeurs  de  a:,  il  ne  sera  pas  nécessaire  qu  elle  con- 
serve la  même  valeur  depuis  a:  =  —  oo  jusqu'à 
a:  =  -f-  00.  On  pourra  demander  qu'elle  demeure 
constante  seulement  entre  deux  termes  consécutifs 
de  la  suite 

—  00,    .r,,    Xa,...,    X^j    -f-00, 
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en  prenant  tour  à  tour  les  valeui^  ^o»  ^n  ^s?  •  •  •  >  ^m  • 
Si  Ion  convient,  avec  M.  Cauchy,  de  désîg^ner  tou- 
jours par  la  notation  ^jc^  la  racine  positive,  c'est-à- 
dire  -H  a  ou  —  a,  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif , 
la  fonction  f{x)  qui  satisfera  aux  conditions  énon- 
cées ci*dessus  sera  évidemment  donnée  par  Téqua- 
tion  suivante  : 

^  \^)  —  ' — z — ^ 


2  a       y/(a:  —  *.)" 


Ed  effet,  la  fonctiony (a:)  ainsi  déterminée  sera  con* 
stanunent  égale  à  c©  entre  les  limites  x  =  —  cx> , 
jc  =  jc^;  àc^  entre  les  limites  a:  =  a:^,  a:  =  jr^,... ; 
et  enfin  à  c^  entre  les  limites  x=JCm,  x=  cp. 

En  terminant  cette  introduction,  je  conjure  de 
nouveau  les  géomètres  dont  j  ai  analysé  les  travaux 
de  ne  pas  m  en  vouloir  si  je  ne  leur  ai  pas  assez  rendu 
justice,  si  je  n  ai  pas  mis  assez  en  relief  ce  qui  leur 
appartient  ;  j'ai  cru,  je  le  répète,  ne  pouvoir  m  ac- 
quitter dignement  de  cette  dette  d'honneur  et  de  re- 
connaissance que  par  la  Table  analytique  qui  fera 
partie  de  mon  troisième  et  dernier  volume. 

Plus  de  dix  feuilles  de  ce  volume  sont  déjà  impri- 
mées, et  jai  la  certitude  qu'il  paraîtra  longtemps 
avant  la  fin  de  cette  année. 

PariS;  i5  avril  1844. 
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ERRJTJ. 


Page       6,  lignes    Sctli,     au  lieu  de    =/(*),     Usez     =/(x)dj. 
^S®     *9»  Hgne    i3,     au  lieu  de    a^ar  -h  (q  =  'y  ^*  =  >9  ^o  =  o, 

/ijtf»    ao'+  *o  =  *  »  «0  =  0,  Jo  =  "  • 

Pag«     3a»  ligne      9,    au  lieu  de    j>  [^  ^  ,     li**»*    ^T^V' 

Page    38y  ligne    la,    au  lieu  de     coa/^x,    Ums     cos'jt, 

Page    55,  ligne     6,     au  lieu  de    ±:\H\),    Uses    dz^^^ld). 

P»«e    64,  Wgne    ai,    «« /in.  ifc    f'^Z'^^'^'    '"*''    /î«Fw'^- 

P*ge    74*  liffn«     ^9    »u  lieu  de    -  =  ,     /û««    7=. 

a  4 

Page    8a,  Ugnea  17  et  ao,    au  lieu  de      j    '**-»  (1  —  jr)*—4ir, 

Pigé  96,  ligne  la,  au  lieu  de  «0=0,     liseM    x  =  Xq- 

/<!.,  ligne  18,  au  lieu  de  x  =:  Xq,     Hseg    Xq  =1  o- 

Page  107,  ligne  9,  au  lieu  de  (1  —  *)■,     lise»    (1  —  !•)"«• 

Page  ii3,  ligoe  16,  au  lieu  de  x  =  Xo,     liscM   j^jo- 

Page  114,  ligne  a,  au  lieu  de  x  =  o,     liseg    j  =  o 


ma 


Page  lai,  ligne      7,    au  lieu  de    ^  «a,     /ises    — ?- 

o 

Page  ia9,  ligne      3,    ok  lie«  de    ^.  -£,    /i«f«    ^,  -^. 

Page  141,  ligne      i,     au  lieu  de    Xq  =  o,     lises    xq  =  a. 

Page  100,  ligne      7,    au  lieu  de    -,    /«es     — — —. 
^^  '  u  MÀxAr 

Page  ao6,  ligne      a,    un  //«u  <2f    r  eos  u  cos  6,     Uses    r  bIdu  costf. 

Page  aai,  ligne      8,    au  lieu  de    Dvsdk,     2i5tfs    D^gdÇ. 

^|Éft  aa5,  ligne    la,    au  lieu  de    jJ'^^t     U'^z    ~JLZLd( dudl^.... 

Page  a36|  ligne     a,    au  lieu  de    Binuco8  6,    lises    sinucOt». 
Page  a43,  lignes  11  et  x  5,     au  lieu  de    rnup^,     lises    m*n*p*(i*, 
Pttge  a47»  ligne      3,     au  lieu  de    hht     lises    gif. 
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Page  25o,  ligue  a5,    a»  lieu  de    s  =  r  gin  u  sin  B,  lues  s = r  ooi  m  min  0. 
Page  a54,  ligne     9,    au  lieu  de    F(m)£(ii),    Uses   ¥(m)F{n). 
Page  a6o,  ligne    1 1,    au  lieu  de    (1  -h  a*  -f-  6  j  -t-  >«  -h. .  .)> 

lises    (1  -f-  ««  H-  Cj  -h  >#  -♦-. .  O'*- 
i<f.,  ligne   17    au  lieu  de    de  cbacane  des  constantes, 

//fes    de  la  somme  des  constantes. 
Page  a68,  ligne     4»    ^^  ''^^  ^    ^"^9    '^"    ^* 
Page  279,  ligne     4,    au  lieu  de    A»  =  £  =  ^  |^,  ^Ictj» 

Id,y  ligne    i3,    au  lieu  de    S  =  ^    T  f,    /iic*    S^abÇÇ, 

Page  080,  lignes    i^ei%^    aulieud^mn,     lises    ah. 
Page  aga,  ligne     3,    au  lieu  de    T^,     Uses    T (Âr). 

Page  3oo,  ligne    15,    au  lieu  de    -—===» 

««<•<       P(^'-y')_^\j L  l/(I«_««){*«_i«)(*'-e')  .-. 

Page  S07,  ligne     3,    au  lieu  de  UetV,     /w»    Ux,    Vx. 

Page  309,  ligne    i5,     au  lieu  de  r  =:  b,     lises    r  =  &,  si  6  est  positif. 

Page  317,  ligne    10,    au  Ueu  de  dans  cette  hypothèse, 

lises  dans  eette  hypothèse,  et  si  F,  =0. 

/OD  /'*0D 

,     lises       I 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

intégkàtion  des  expressions  différentielles  explicites. 
—-Applications  analytiques  et  géométriques. 

PREMIÈRE  LEÇON. 

Définitions.  —  Intégrales  définies  oa  indéfinies. 


1 .  Le  Calcul  intégral  est  Tinverse  du  Calcul  diffëren-* 
tiel  :  on  peut  dire  qu'il  a  pour  ohjet  principal  de  trouver 
la  fonction  qui,  étant  différentiée,  reproduise  une  diffé- 
rentieUe  donnée ,  ou  d'apprendre  à  revenir ,  des  différen- 
tielles et  des  dérivées,  aux  fonctions  qui  leur  ont  donné 
naissance,  ou  aux  fonctions  primitives. 

2.  La  différentielle  y*(j:)r/r  d'une  fonction  continue 
F(x)  étant  égale  quand  elle  est  continue  et  infiniment 
petite  à  l'accroissement  de  la  fonction,  on  en  conclut  im- 
médiatement que  si  l'on  fait  la  somme  des  valeurs  infini- 
ment petitesque  prend  cette  différentielle  quand  on  passe 
par  degrés  insensibles  r/r  d'une  première  valeur  réelle  et 
finie  Xq  à  une  seconde  valeur  réelle  et  finie  X,  la  somme 
de  ces  valeurs  représentera  nécessairement  la  somme  des 
accroissements  que  prend  la  fonction  F(x)  en  passant 
de  la  valeur  F(a?o)  à  la  valeur  F(X),etsera  par  consé- 
quent égale  à  l'accroissement  total  F(X)  —  F(Xo)  de 
cette  même  fonction.  On  aura  donc,  à  une  constante  près 

T.  II.  I 


y.  CALCUL    INTÉGRAL. 

—  F(Xo)^  la  valeur  de  la  fonction  F  (x)  correspondante 
à  une  valeur  réelle  quelconque  X,  en  faisant,  à  partir  de 
Xo,  la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de  la  diffé- 
rentielle y  (a:)rfa:.  Cette  proposition  fondamentale,  dont 
la  vérité  ressortira  plus  pleinement  des  considérations 
suivantes,  a  fait  donner  à  la  fonction  primitive  F  (or)  le 
nom  de  somme  ou  à^ intégrale,  et  le  nom  de  Calcul  inté- 
gral à  Pensemble  des  méthodes  par  lesquelles  on  revient 
delà  différentielle/(j:)d[r  à  la  fonction  primitive  F(x) 
ou  à  certaines  valeurs  définies  de  cette  fonction. 

3.  Théorème  i*'.  Soit  f(x)  une  fonction  continue 
entre  les  limites  ^Tq,  X  ^  supposons  que  Ton  divise  l'in- 
tervalle X  —  Xq  enn  intervalles  Xi  —  Xo,  x^  —  JCi,. . . . , 
x„  —  x„.i  ==X —  Jt:„_i,  et  qu'on  multiplie  chaque  élé- 
ment par  la  valeur  de  la  fonction  correspondante  à  IV 
rigine  de  cet  élément,  savoir,  x^ — x^  par  f{x^ ,  x^ — Xx 
par  f{Xi)y . . . ,  X  —  Xn^i  par  /*(a:„_,),  la  somme ,  ainsi 
obtenue , 

S  =(x,  —  ^o)/(^o)-h(^i— *.)/(^i)-H...-l-(X— jr,^.JL/'(x,^,)> 

aura  une  valeur  finie  qui,  d'après  un  théorème  connu, 
sera  égale  au  produit  de  la  somme  H-^Xq  des  quantités 
de  même  signe  Xi — Xq,  Xt  —  Xi, . . . ,  X— a:„_,,  par  une 
valeur  de  f(x)  moyenne  entre  les  coefficients  y  (x©), 

/(jCl).*-../(^n-.l). 

Scolie  i"'.  Ces  coefficients  étant  des  valeurs  particu- 
lières de  l'expression  /[Xq  +  6  (X  —  Xq)]  qui  correspon- 
dent à  des  valeurs  de  Q  comprises  entre  o  et  Punité,  la 
moyenne  sera  aussi  une  expression  de  même  forme,  et 
Ton  aura 

S  =  (X  -  x,)f[xo  -h  nX  -  ^o)]. 

Scolie  2™'.  Si  Ton  supposait  tous  les  éléments  de  la 
différence  X  — •  Xq  réduits  à  un  seul  qui  serait  cette  diffé- 
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rence  elle-même,  on  aurait  simplement 

S=(X~Xo)/(Xo), 

de  sorte  que  pour  passer  de  ce  dernier  cas  au  précédent, 
il  suffit  de  remplacer  y(aro)  par  une  expression  delà  forme 

/[^o-f-Ô(X-Xo)]. 

4.  Théorème  a"*.  La  valeur  de  S  dépend  générale- 
ment du  nombre  et  de  la  valeur  des  éléments  Xi  —  x^^ 
Xt— Xi,...,  X — x„_i,  et  par  conséquent  du  mode  de  divi- 
sion adopté  ;  mais  si  les  valeurs  numériques  des  éléments 
deviennent  très  petites,  et  leur  nombre  très  considérable, 
le  mode  de  division  n'aura  plus  sur  la  valeur  de  S  qu'xme 
influence  insensible. 

Démonstration  :  Supposons  d'abord  que  le  second 
mode  de  division  soit  une  subdivision  du  premier,  ou  ré- 
sulte de  la  subdivision  des  éléments  Xi — x^»  Xt — Xi,  . . . 
du  premier.  Dans  ce  cas,  les  diflérents  termes  de  S 

(J?.  —  Xo)  / (xo),      (o:,  —  «i)/(«,),  . . .,       (X  —  Xn.,)/ (*--«)> 

seront  remplacés  respectivement  (n®  3)  par 

(x.— Xo)/  [xp-4-  Oo  (xj—xo)]  =  {x,  — Xo)  [/(xo)  4-  lo]  ; 
(x,— x,)/  [x,4-Ôx  (x,— x/)]=  (xa— xj  [/(x.)  -H  «,]...  î 

{x-x..,)/[x^,+0(x-x„.O]=(x-^.-O[/(*»-O-^-•— ]î 

^o9  ^1 V9  £i»~i  étant  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec 
les^lifférences  Xi  —  x^^^  Xt  —  a:i, . . . ,  X  —  x„_,  ^  S  de- 
viendra donc 

S'=  (or.— Xo)/(xo)  4-  (x,—  x,)/(x,)-f-...-f-(X— x^0/(^»-«) 
4-(x,— Xo)io4-(x,— x,)?,-f-...4-(X— x„_,)i«_,=S-f-(X— Xo)«', 

e'  étant  une  moyenne  entre  e^,,  Ei,.  . .,  g„.i,  et  par  con- 
séquent une  quantité  très  petite  elle-même  lorsque  les 
intervalles  x^  — x^^  Xt  —  JCj, . . . . ,  sont  très  petits,  et  qui 
s'évanouit  avec  ces  intervalles.   Il  est  donc  vrai  qu'on 

1 . . 
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n^allère  pas  sensiblement  la  valeur  de  S  quand  on  paâsè 
à  un  second  mode  de  division  dans  lequel  chacun  des  élé- 
ments déjà  très  petits  du  premier  se  trouve  subdivisé  en 
plusieurs  autres.  Si  le  second  mode  de  division  n'était 
pas  une  subdivision  du  premier,  on  les  comparerait  Tun 
et  l'autre  à  un  troisième  formé  de  leur  réunion ,  ou 
tellement  choisi  que  chacim  de  leurs  éléments  se  trouve 
formé  par  la  réunion  de  plusieurs  éléments  du  troisième. 
C'est  ce  qui  aura  lieu  si  toutes  les  valeursde  x,  ar^,  Xtv*-» 
j:„.i,  interposées  dans  les  deux  premiers  modes  entre 
les  limites  x^j  X,  sont  employées  dans  le  troisième. 
Dès-lors  y  la  valeur  de  S  restant  sensiblement  la  même 
quand  on  passe  du  premier  mode  ou  du  second  au  troi- 
sième, ne  changera  pas  non  plus  en  passant  du  premier 
au  second. 

5.  Scoïie  i'**.  Lorsque  les  éléments  de  la  diiFérence 
X — Xq  deviennent  infiniment  petits,  le  mode  de  division 
n'a  donc  plus  sur  la  valeur  de  S  qu'une  influence  insen- 
sible, et  par  conséquent  si  Ton  fait  décroître  les  valeurs 
numériques  de  ces  éléments  en  augmentant  leur  nom- 
bre ,  'la  valeur  de  S  finira  par  être  sensiblement  cons- 
ume, ou,  en  d'autres  termes,  finira  par  atteindre  une 
certaine  limite  qui  dépendra  uniquement  de  la  forme  de 
la  fonction/*  (or)  el  des  valeurs  extrêmes  Xq,  X  attribuées 
à  la  variable  x.  Cette  limite  est,  par  rapport  à  la  fonc- 
tion/*(x),  ce  qu'on  appelle  une  intégrale  définie  ^me 
entre  les  limites  Xq,  X. 

6.  Scolie  2**"*.  Chacun  des  termes  de  S  ou  de  l'intégrale 
définie  est  une  valeur  particulière  du  produit 

f{x)dx  =  hf{x), 
dont  on  les  déduit  en  posant  tour  à  tour 
x=Xo,  h=:x^ — a:o;x=x„  hz=zx^ — Jfi,...;x=x„_,,  A=X — a:„.,, 
de  sorte  que  l'intégrale  définie  est  réellement  la  limite  de 
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la  somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  entre  les 
limites  jd^,  X  ;  ce  qui  conduit  à  la  désigner  par  la  notation 

/f(x)  dx  \  on  a  donc 

/(x)  da:  =  Um.[(;r.  —x,)f{x,)  +  {x,  -  x.)/(xO-f-.  • .  -f-(3^  -  *i.-0/(*-.)] 

=  (X  -  xo)f[xo  -f-  e>  (X  -  Xo)\ 

7.  Si  dans  Tintégrale  définie   1    f(x)dxj  on  fait  va- 

J  Xo 

rier  les  deux  limites ,  ou  seulement  Tune  des  deux,  par 
exemple  X ,  Tîntégrale  variera  elle-même ,  et  si  l'on  rem- 
place la  limite  X,  devenue  variable,  par  Xj  on  obtiendra 
pour  résulut  ime  nouvelle  fonction  F(x)  de  x,  détermi- 
née par  Téquation 

^W=  ^/(*>^=(^-*o)/[xo^-ô(x-Xtf)], 

V  Xq 

qui,  par  conséquent,  s'évanouira  pour  x  ^  Xq,  et  sera 
continue  en  même  temps  que/(a:).  Nous  savons  d'ailleurs, 
par  le  Calcul  différentiel ,  que,  F'(x)  étant  la  dérivée  de 
•F(x)y  on  a,  puisque  F  (Xq)  =  q, 

.     F{x)=:  {X'^Xo)F'[Xo-hB{X'^Xo)]i 

on  aura  donc  aussi 

d'où  l'on  tirera ,  en  faisant  x  =  Xq, 

F'(aro)=/(*o), 
et  puisque  x^  est  quelconque , 

r{x)=/{xy, 

de  sorte  que  l'intégrale  f     f(x)  dx  =  /^(x) ,  considérée 

•/    Xq 
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comme  fonction  de  x,  a  pour  dérivée  la  fonction /(x) 
renfermée  sous  le  signe  /,  ce  qui  entraîne  Téquation 


d  r  f{x)dx  =  f{x). 


F{x)  -h  C=  rf{x)  dx^C, 


8.  Si  Ton  désigne  par  F  {x)  la  valeur  générale  de  la 
fonction  qui  aura  pour  di£rérentielley*(j:)£J[r,  ou  la  valeur 
propre  à  vérifier  Féquation 

d¥{x):=f{x)dx, 

F(x)  s6ra  nécessairement  de  la  forme 

fj 

C  désignant  une  constante  arbitraire  indépendante  de  j:^ 
car  la  fonction  F{pc)  a  elle-même  pour  différentielley*(j:), 
et  Ton  sait  que  deux  fonctions  qui  ont  la  même  différen- 
tielle ne  peuvent  différer  que  par  une  quantité  constante. 
L'équation 

F(ar)=:F(x)-f-C 

donne ,  quand  on  y  fait  a:  =^  jr^ , 

d'où ,  puisque  F  {x^  =  o, 

F(aro)  =  C,     F(*)=F(x)-+-F(a:o), 
F{x)  =  f'/{x)dx  =  ¥{x)  -  F(xo), 

1/     Xq 

rVwrfr=F(X)-F(xo). 

J  Xo 


L'intégrale  définie  def(x)dxy  prise  entre  les  limites 
a?o,  X,  est  donc  bien  réellement  la  différence  des  valeurs 
que  prend  pour  x  =  x^,  et  x  =  X  la  fonction  qui  a  pour 
différentielle  f(x)dx. 
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9.    La   fonctiou  F(j!:)  qui,  diffëreDtiée ,   reproduirait 
fipc)  doc ,  et  qui  comprend  ^  comme  cas  particulier ,.  Tin- 

f(x)dx  que  Ton  en  déduit 

en  faisant  C  =  o,  reçoit  le  nom  d'intégrale  indéfinie  et 
est  .représentée  dans  le  calcul  intégral  par  la  simple  no- 
tation I  f(x)dxy  de  sorte  que  la  valeur  générale  de  y, 
propre  à  vérifier  Téquation 

djr  =zf{x)dx, 

est  donnée  par  Téquation 

et  Ton  a  identiquement 

djf{x)dx  =  f{x)dx. 

Les  deux  signes  d  et  f  qui  indiquent  l'un  la  dîHëren- 
tiation,  l'autre  l'intégration,  s'annullent  donc  ou  se  neu- 
tralisent ,  et  l'on  aura  toujours 


I  du=  u  -h  C;     d  jdu  = 


du. 


10.  Intégrer  simplement  une  différentielle  donnée 
f(x)dxy  c'est  chercher  l'intégrale  indéfinie  F(x)', 
intégrer  à  partir  de  x^ ,  c'est  prendre  l'intégrale  défi- 
nie F(x)  =  fl  f  (x)dx  =  F(.r)  —  F  (ar^),   que    l'on 

dbtient  facilement  en  retranchant  de  l'intégrale  indéfinie 
ce  qu'elle  devient  pour  j? = Xq.  Enfin ,  intégrer  entre  deux 
limites  données  jc^,  X,  c'est  prendre  l'intégrale  définie 

I      f(pc)dx  qui  est  égale  à  la  différence  des  valeurs  de 
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Tîntégrale  indéfinie  correspondantes  kx:^Xoj  etar  =X. 
44.  Il  suffit  de  connaître  une  valeur  particulière  T(a^) 
dey^  propre  à  satisfaire  à  Téquation.  £^  =f(x)dxy  pour 
en  déduire  immédiatement  l'intégrale  indéfinie 


p 


et  les  deux  intégrales  définies 

r  f(x)dx=T  (x)  —  F  (X.),  r^/(x)Ac=»(X)-»(*„), 

mais  seulement  dans  le  cas  où,  comme  nous  Pavons  sup- 
posé, les  fonctions  f(x)  et  F  (a:)  restent  continues  entre 

les  limites  de  ces  deux  intégrales. 

dx 
Exemple  :  On  vérifie  Féqùation  djr  =    — — — ^    en 

prenant  j^  =  arc  tangx,  et  dès-lors,  puisque  les  deux  fonc- 
tions   r,  arc  tango:,  restent  continues  entre  les  lî- 

mites  X  =  —  oo,  a?  =  +  qo,  on  aura 

/dx  ^        f^    dx 

^-j-^  =  arctangx  +  C.      J^  ^-^  =  arc  tang*. 


/: 


dx  -JF 

-=0,785... 


42.  L'existence  de  l'intégrale  définie 


si  Ton  pouvait  la  calculer  sans  donner  à  X  une  valeur 
particulière,  entraînerait  immédiatement  l'existence  de 
l'intégrale  indéfinie  que  l'on  en  déduirait  en  changeant 
X  en  a;  et  ajoutant  à  F  (x)  une  constante  arbitraire  C. 

Or,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  toujours  la  calculer  exac- 
tement, l'intégrale  définie  existe  réellement^  elle  est  la 
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limite  finie  de  la  somme 

liiaite  dont  on  peut  approcher  indéfiniment  et  autant 
qne  Ton  voudra  en  multipliant  suffisamment  le  nombre 
des  intervalles  jTi — Xq^  Xt — ^a:i,.**>ouen  les  rendant  assez 
petits,  n  est  donc  vrai  aussi  que  Tintégrale  indéfinie  existe, 
on  qu'il  y  a  toujours  une  valeur  de  y  propre  à  satisfaire 
à  réquation  éfy  =zf(x)  dx, 

13.  On  peut  démontrer  géométriquement  Texiste^cç 
de  rintégrale  définie  et  par  suite  de  l'intégrale  indéfinie.. 
En  effet,  si f(x)dx  est  la  différentielle  proposée,  et  que 
Ton  conçoive  la  courbe  dont  Féquation  serait j'  =f(x), 
l'aire  comprise  entre  deux  ordonnées  ^o,  y  de  cette 
courbe,  correspondantes  aux  abscisses  Xq,  x,  estune  fonc- 
tion réelle  F(x)  de  ar;  or  on  a  démontré  dans  le  Calcul 
différentiel  que  la  dérivée  de  cette  aire,  prise  par  rap- 
port à  l'abscisse  variable  x,  est  la  fonction  f(x)  qui  ex- 
prime l'ordonnée  de  la  courbe.  U  existe  donc  toujours 
une  fonction  F(x)  dont  la  différentielle  eslf(x)  dx. 

14.  Réciproquement,  dès  qu'on  connaît  l'intégrale  in- 
définie, on  obtient  immédiatement,  et  par  une  règle  très 

simple ,  l'intégrale  définie  quelconque    j    f{x)dx^  ainsi 

que  nous  l'avons  prouvé  ;  et  comme  d'ailleurs  la  recher- 
che des  intégrales  indéfinies  est  plus  sûre  et  plus  facile ,  il 
est  naturel  de  faire  de  cette  recherche  l'objet  premier  et 
principal  du  Calcul  intégral.- 
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latégrales  indéfiniet.  ^Sfétbodes  dMntéçration  :  immédiate,  par  substîia 
lion,  par  décomposition  et  par  parties. 


45.  Par  cela  même  que  le  Calcul  intégral  est  Tinverse 
du  Calcul  différentiel,  et  qu^une  opération  quelconque 
donne  naissance  à  une  opération  inverse,  chacun  des 
théorèmes  du  calcul  différentiel  aura  son  correspondant 
dans  le  calcul  intégral.  Ainsi ,  en  partant  de  la  définition 
de  Fintégrale  indéfime ,  on  tirera  des  équations  connues 

d(au±  bv±cw ±. , .)  =  aduàlhd» ± cdw±. . . , 
d\u  ■+-  v\/ — i)  =  rf«H-  d»\/ — I,  d{wi)=udif-hwi^j 

!•.  jadu=ia  jdu; 

on  peut  donc  intégrer  sans  avoir  égard  à  la  constante  qui 
reste  simplement  en  facteur. 

a«,  r(«±p±«p±etc.)^=  judx±:  j  vdx±:  fmix±e»xi. 

Llntégrale  de  la  sonune  ou  de  la  différence  est  donc  égale 
â  la  somme  ou  à  la  différence  des  intégrales. 

Z''.i\au±:h9±cw±Lttc.)dx=ia  Çudx±:b  fifdx±c  f(pdx±:etc.  j 

4^  /  {«  ±:  t' l/^)  dx=j  udx±  V/^  fpdlr  ; 
5®.     w  H-  C=  iudv  +  îvduz=  juv^dx  -h  jm'da:, 
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OU,  plus  simplement, 

U9  =  fudç  +  f  çdu, 

la  constante  C  pouvant  être  censée  comprise  dans  les  in- 
t^ales  du  second  membre. 

16.  Lorscpie  dans  l'eiEpression  à  intégrer  f(jx)dx  on 
reconnaît  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  déter- 
minée F  (x) ,  il  suffit  d'ajouter  à  cette  fonction  une  cons- 
tante arbitraire  pour  obtenir  inmiédiatement  l'intégrale 
indéfinie  demandée. 

Exemple  : 

/'     dx                                        w 
'..  =  arc  sînx  +  C= arc  ces  x  -f-  C; 

Kl— X»  ^ 

i*    —  dx 

/    ^,         -  =  arccosa?H-C: 
«/Kl— JC» 

fe'da:  =  é''hC'y   fa'\adx  =  a'-^Ci     fa'dx=i^^C; 

jcoBxdx  =  ânx'^Cy      jàaxdx^=:  —  cos«  +  C; 

/dx  /■  dx 

— --  =z  tanga? H-C,    f-r— -  =  — cotxH-C. 
cos*  X  ^  ^  J  sm*  X 

I>ans  toutes  les  formules  qui  précèdent  on  peut,  en  rem- 
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plaçant  x  par  une  fonction  quelconque  de  cette  variaWe, 
z  —  «p(x),  obtenir  de  nouveUes  int^rales  plus  générales 
que  les  premières. 
Exemples  : 

Le  second  membre  de  la  formule  fx^dx  =  *^'  _(_  c 

semble  derenir  infini  pour  m  =  -i5  mais  Z^e  on 
peut  1  écrire  sous  la  forme 


/*-rf,=  *"■'"-«-'' 


m-hi 


C, 


il  doTient  réeUement  indéterminé-,  on  obtient  sa  véri- 
table valeur  en  prenant  le  rapport  oT**  Ix  —  a"+«  la 
des  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur,  et  y 
faisant  m  :?=  —  i,  ce  qui  donne 

fx-'dx  =  J^  =  1,  _  i«  ^_  c^  ,^  ^  c, 

comme  on  le  sait  à  priori. 

17.  Concevons  qu'à  la  variable  x  on  substitue  une 
autre  variable  «  Uée  à  la  première  par  une  équation 
-<s=9>(x),  on  en  tirera 

/(*)*«=/[*(»)]«'(»)<&  =  F(.)d.,  Jf{x)dx  =  jY{»)dz. 

Or  il  arrive  souvent  qu'en  choisissant  convenablement  la 
fonction  <f(x},  on  puisse  trouver  facilement  l'intégrale 


DEUXIEME   LEÇON.  l3 

f  (z)  de  F  (z)  dz  \  dès-lors  Tintégrale  cherchée  Jf  (x)dx 
sera  elle-même  complètement  détennînée,  car  onaur^i 

f/{x)dxz=ff(z)dz  =  £(z)'hC:=([(p(x)]-^C. 
Exemples  :  En  posant  tour  à  tour 

ar±«  =  »,  -  =  »,  dr»H-a»=r«,  ««=«,    !«  =  «, 
a 

e^z=zZy  smx=:«,  cosâ?  =  «, 
et  faisant 


j/(.)«&=f(,), 


on  trouvera 


J/(«±  a)d:r  =  J/(»)  A  =  f  (*  ±  «)  -H  C; 
J/{ax)dx  =  i  J/(«)  d»  =i  f  («c)  +  C; 

y^/(l*)  =  J/(.)  A  =  f  (  1  *)  +  Cj 
j£»/(e«)  d«=  J/(«)  A  =  f  («•)  +  C; 
fcoix/Xmï  x)dx  =  j'f{*)dz  =  f  (sin  «)  H-  C; 
jàax/{oMx)dx=z  —Jfi»)dz  =  —  f(cMx)-hCi 


i4 

ainsi 
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J{x  —  aY~  J  tr~      («— iX*— a)"-  * 

/dx  I  /*   dz  I 

/*    dx  \     r    d%  i  «a?    .    •> 

jcos{ax)€ix=z-  jcoBzdz  ^zz-sinax-^Ci 
jsiu{ax)dx=  -  f  sin  zà  =  —  cos ax  -h  Cj 

J    COS'X  J    Z*  C08X 

sin*x        ,/  «*  "^  ""  sin  X 
48.  Lorsque  la  fonction  sous  le  signe  f  peut  être  dé- 
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eomposée  en  plusieurs  parties,  de  telle  manière  que 
cliaque  partie  soit  facilement  intégrable,  on  peut  rendre 
Vintégration  plus  simple  ou  plus  facile  à  Taide  des  foiv 
mules 

f{du  dt  dpdt:d(P±:  etc.)  =  fdudt.fdç±:fdw  ±  etc. , 
f{adudb  bdpdtzcdwdzetc.)  z=iafdu  ±h  fdv±cfdw. 
Exemples  : 

dx  =  I      .  +1    y  := —K  I— x'-harcsmjc-f-C; 

dx  /•sin*a:-hco8*  J?  ,  P    dx  t    ax 

-—  =  I  -^— — dx  =  I  — - — h  I  -r-—  =  tango:  —  coto?  -H  Ci 

i*jpcos*a:      J    «in"j:cos*x  J  cos*  x     J  sm*  x  ^  » 

-hbx'\-cx^..-)dx=a  jdx-h  b  j  xdx -^  c  j x*dx-^.,.z=ax-\ f- -5 — h^^^-hC, 

19.  L'équation  /  udu  =  /  ui^dx = ixi^  —  /l'da  ramène 
la  recherche  de  Tintégrale  fud^  à  celle  de  Fintégrale 
fudu  qui  peut,  dans  certains  cas,  être  plus  facilement 
déterminée. 

Exemples: 

/l(x)c£r=rxl«—  jx  — =xl(x)—  Jdx  =  x(\x  —  1)  4-  C, 

Ixe'dx  =e»x  —     /^*ri»=  tf*(x— i)  H- C, 

I X  cosxdx  =1  X  mn  X  —   1  8inxdlr=x8inx+oo84rH-C, 

I X9mx€lx=:  — xeo%x  -H  8iii«-4-  C, 

/ X"  oosxtiZar  =  x"  sino:  —  m\  x"""  sin dwir. 

Cette  dernière  intégrale  se  ramènera  â  une  autre  où  Tex- 
posant  de  x  sera  m  —  2,  et  ainsi  de  suite  \  on  finira  donc 
par  arriver  à  /^sin  xdx  onfcosxdx^  suivant  que  m  sera 
impair  ou  pair. 
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lnté|^tion  des  fonctions  algébriques. 


20.  Les  fonctions  algébriques  sont  rationnelles  lors- 
qu'elles contiennent  seulement  des  puissances  entières  de 
la  variable ,  irrationnelles  dans  le  cas  contraire^  toute 
fraction  rationnelle  peut  être  considérée  comme  formée 
d'une  partie  entière  par  rapport  à  Xj  et  d'une  fraction 
dont  le  numérateur  est  d'un  degré  moindre  que  le  déno- 
minateur. 

La  partie  entière  s'intégrera  toujours  inmiédiatement  -, 
la  partie  fractionnaire  pourra,  comme  on  l'a  prouvé  dans 
le  Calcul  différentiel,  être  décomposée  en  plusieurs  frac- 
tions simples  de  la  forme 

Adx        Adx        Jlj:B\/^ 

{x — a  qp  b\/ — i)* 
a,  i,  A,  B  désignant  des  constantes  réeUes;  or,  l'on  intègre 
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ces  diverses  fractions  à  l'aîde  des  équations 
—  «qpiV^ — I       J"'^  («  —  a)»  +  i» 


=  i(  A:+:Bl/=:;)  IKo: -«)>-h  ^•]H-(B±Al/=:T)are taiigf=?  4^ 
Exemples  : 

/ï^=/î(i^-ïii)^=î'(S)'-^- 

ar^  —  1        J  3\x — 1        a?'-+-«-hi/ 

i,r    (x— i)»    T          I  2j:+i        ^ 

=7:1    -4 î^ — -rarctang — ^  -h  C 


Quelqae»^imes  des  formiiles  qui  précèdent  9e  présentent 
sous 'une  forme  imaginaire,  mais  elles  sont  effectivement 
réelles,  parce  que  les  racines  imaginaires  sont  toujours 
conjuguées  deux  à  deux. 

2i .  Lorsque  la  fonction  algébrique  f{pc)  est  irration- 
nelle, il  n^  a  plus  de  règles  générales  au  moyen  des- 
quelles on  pidsse  éTftluer  l'intégrale    ff(x)dx.  H  faut 

alors  on  substituer  à,  la  variable  x  une  seconde  variable  z, 
tellement  choisie,  que , l'expression  f(x)dxy  transformée 
enF(z)dz^  devienne  rationnelle-,  ou  simplifier  l'inté- 
grale proposée  à  l'aide  de  l'intégration  par  partie  plu- 
sieurs fois  répétée. 

T.  n .  a 
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22.  L^opëradon  de  la  su|)tstitutioii  qe  r^MABU  que  dan» 
un  petit  nombre  de  cas  particuliers. 

Exemple  :  en  supposant  que  y" désigne  une   fonction 

rationnelle  et  posant  tour  a  tour 

I 

équations  qui  lient  x  k  z  par  des  équations  du  premier 
degré  et  qui  conduiront  par  conséquent  à  des  valeurs  ra- 
tionnelles de  X  et  de  dx ,  on  rendra  évidemment  ration- 
nelles et  intégrables  les  expressions 

L     '  GoX  -\-  ho  J         ' 

et  même  Texpression 

/[*,  V^{tf,ar4-*,)»H-(«oa?-+-^o)(fla«H-M<ir, 

car  le  radical  qu'elle  renferme  sera  aussi  exprimé  ration- 
nellement en  X. 

Considérons  en  particulier  l'expression 

/(x,  i/Ax>-+-Bj:-HC>:r; 
on  pourra  d'abord  la  ramener  à  la  forme 

en  choisissant  a^  et  *i  de  telle  sorte  que  la  différence 
Ax*  4-  Er  4-  C  —  {a^x-\-  6,)»  =  AV  -h  B'^^h  C 
étant  de  la  forme  (aoX-hfto)(««-3^+*i)?  soit  décomposable 
en  facteurs  réels  du  premierdegré.  C'est  ce  qui  aura  lieu  si 

B'» -  4A'C' =  4aa; -h  4c«;  -  4B«, ^.  ^  p»  -  4AC  >  o  ; 
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or  on  peut  satisfaire  très  simplement  à  cette  d^nière  con- 
dition en  prenant, 

i«.  SiB<— 4AC>o, 

a®.  Si  A  est  positif , 

6,  =  0,     II,  =  v/A; 
3«.  Si  C  e^t  positif, 

.     è.=  l/c,    a,=  o. 
De  plus,  comme  on  a  , 

A** -h  Bj?  +  C  —  (*  V/Â)*  =iX(Bar  H- C), 
Ax«-HBa?-f-C—  (V/c)*=«(Ajf-HB); 
on  pourra  prendre,  dans  le  deuxième  eaft, 

«oJP-h*o=*>     at=l9     ào  =  Oj     tf.xH- 6,  =  Bar*f-C; 
dans  le  troisième  cas , 

iioJ:-h^o=*>     «o=ij      ^0  =  0,     HjUr-h  6i^  Aj:-+-B. 
Ces  transformations  faites ,  il  suffira ,  pour  rendre  ration- 
nelle l'expression  /  ( jc,  V^Aa^  +  Bx  +  C)cù:,  de  poser 

ce  qui  revient  à  faire , 
i^  Si  B«— 4AC>o, 


!à?.  Si  A  >o, 

2.  . 


1 


ao  CALCUL    IHTÉGRAL 

3°.  Si  C  >o, 

X 

n  est  aisé  de  voir,  à  posteriori ,  qu'à  Taide  de  ces  diffi^ 
rentes  hypothèses  ^x^dxei  V^Àx*+Ba?  +C  i  seront  ex- 
primés rationneUement  en  ^,  et  que  par    conséquent 
l'expression  /(jc,  V^kj^^ÇEôc  +  C)  dx^  dans  laquelle  y 
désigne  d'aiUeurs  une  fonction  ratioûnelle,  deviendra 
réellement  intégrable.f'jrem/^/ej  ; 

1 .  A  positif,  on  pose 

V^Ax»  +  Bj?  -h  C  ±r  a  —  X  |/A; 
d'où       Bx-4-C=«*— awrl/i,  B<ir=2»fe— axl/Â^— asl/i^, 

d:r(BH-Ml/i)==2*fo(«--x|/Â)===2rf«V/Aa:*-+-Bj:+C, 


2.  C  positif,  ' 

V^Ax«+BxH-C=M— V/C,   Ax-hB=«»«— îul/C,  | 

Ç  .        <ifa? r  2I&    /'a^fe 
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on  verra  facilement  que  cette  expression  revient  à  celle 
déjà  trouvée  plus  haut. 

n.  f   .  ==r,    C  positif, 

on  poserait 

V/C  H-  Rc  —  X»  =  «f  —  V/C, 
et  1  o|i  trouverait 


f  dz  ^ 

I  ,  =  —  a  I :=  —  aarctaocs  ■+-  C 


;-V-Bx  — X» 

_  _B 

=  —  aarctang : =  aresin  — ::        ■  -\-C, 

V4+C 

lirait  pu  écrire  immédiatement 

dx  . 


B 
X 

=  are  sin  ■■   .  '  -*- C. 


I  — /    ■  -  ■•  - 


Si  le   trinôme  x*  — Rr  —  C  égalé  à  o  avait  deux  racines 
réelles  a  et  S,  on  pourrait  poser  pour  intégrer 

V^CH-Br  — ^  =  («  — •)«; 
d'où 

C  -hBj?  — «»  =  —  (j;  ^  a)  (a:  ^  C)  =  («  —  •)»»» , 
C  —  x={x  —  «)«*,      —  lir  =  «»rir-|-  2  (x  —  »)zdz, 

dx  dx  %dz 

—————  — *"  ___^^^^^^^^^^^^^  —   .^^  .^^__—     ctc 

«(^  — •)    .    ï/C  +  Bx  — X*  i-f-**' 
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m 


f-ytizzssss  =5=  1  (a?H-V<a:»— i)  -f-  C. 


Un  seul  cas  échappe  à  la  méthode ,  celui  où  B* — 4^G  <Co , 
A<;o,  C^^o-,  alors  le  radical  étant  essendellemeiit  ima- 
ginaire, on  poserait 

V/A;f>  -+-  Bj:  -h  C  =  l/^  V^— Aor*  —  Rc  —  C , 

et  Ton  intégrerait  oomme  plus  haut. 

Si  Ton  avait  à  intégrer 

I  I  I 

on  poserait 

.    .        ^             ax  -\-  b 
ax  H-  6  =  #     ou ;-  =  a*^ 

n  étant  le  j^W  petit  des  nombres  que  divisent  à  la  fois 
p\  ^,  r, . . .  On  rendrait  rationnelle  de  la  même  manièt^ 

m      p       r 

une  fonction  rationnel^  des  monômes  x",  x^ ,  jc*,  etc. 
Les  expressions 


se  ramènent  encore  aux  formes  précédentes,  -en  posant 
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Suite  de  rintégration  des  fonctions  algébriques.  —  Différenlielle  binôme. 


23*  On  désigne  sous  le  nom  de  diffcrentielle  binôme , 
les  expressions  de  la  £brme  3Cf^{a  +  bafy  dx^  dans  la- 
quelle on  peut  toujours  supposer  m  et  n  entiers,  car  si  ces 
nombrils  étaient  fràctiontiaires ,  la  tk'âhsfortn^l^on  indi- 
quée dans  le  numéro  précédent  ramènerait  à  une  expres- 
sion semblable  où  les  exposants  de  la  variable  seraient 
entiers.  L'exposant/?  est  fractionnaire ,  car  s'il  était  entier 
on  développerait  (a  +  bocf^y^  et  Ton  aurait  à  intégrer  uu 
nombre  iini  de  termes  de  la  forme  KxT, 

Oti  petit  d^abord  essayer  de  rendre  Texpression  dohnée 
rationnrile  eh  pownt 

a  -h  hjc^  =z  2, 
d'où 

m-f-i 

donc ,  si est  un  noinbre  entier ,  l'expression  trans- 

n 

formée  n'aura  d'irrationnel  que  le  monôme  zf  z=,  z'^ ^- 
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,  et  on  la  rendra  rationnelle  en  posant  js  =  l*^,  ce  qui  re- 
vient à  faire  d'abord  a  +  baf  =  z''. 
Comme  on  a 

j*(fl  +  ba:^)Pdx  =  af^'^P  (i^""  -h  bydx, 

et  que  le  second  membre,  d'après  ce  que  nous  venons 

If  •      /       1  "I       •  'ï*  -f-  il  p  -4-  I 

de  dire,  sera  intégrable  si ,  et   par  suite 

ou -H  »  est  un  nombre  entier,  il  sui- 

n  n  ^ 

fira ,  pour  qu'on  puisse  intégrer  l'expression 

que   l'une  des   quantités  ou h  p  soit  un 

nombre,  entier. 

Cette  mêpe  expression  a:"  (a  H-   hsfydx^  qu^nd  on 

change  j:"  en  x ,  rfjtr  en  — -— ,  x"  en  a:* ,  devient 


^■/<' 


n-Hl 

ax  ■+■  by  X*  dx, 


et  n'est  qu'un  cas  particulier*  de  l'expression  plu3  géné- 
rale f(ax  +  bY{aiX-\'b^y dx^  dans  laquelle  jut  et  v  sont 
des  non^)i*es  quelconques,  et  que  l'on  rendra  évidemment 
rationnelle  dans  chacune  des  hypothèses  suivantes,  c'est- 
à-dire  si  l'une  au  moins  des  trois  quantités  jx,  v,  fx  +  v 
est  un  nombre  entier  :  en  effet,  dans  ces  hypothèses, 
l'expression  dont  il  s^agit  se  présente  sous  l'une  des 
formes 


dr  —  :♦:- 


(ax-^by^\a,x-^b,)     ""dxy   {ax-^b)     ''{a,x^-b,f=^dx, 

(ax-hb)     »(a.x-f.^)      '^", 

dans  lesquelles  /,  m,  n  sont  des  nombres  entiers,  et  que 
Ton  rendra  rationnelles  et  intégrables  en  posant,  pour 
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la  première,  ùiX+bi^zz" -^  pour  k  seconde,  ax^b^ziz^ 

pour  la  troisième , r-  =  ^"^ 

24.  Lorsque  les  deux  expressions 

/a:« (a  4- ^«•^'dr,    /(tfj?  4-  *y*{ai«  -4-  *«)'rf», 

ne  sont  pas  iutégrables,  il  reste  à  essayer  de  les  ramener 
à  des  formes  plus  simples  en  réduisant  autant  que  pos- 
sible les  exposants  m  oup,  jx  ou  v,  à  Taide  de  l'intégration 
par  partie,  ou  de  Téquation 

•        fuch  =  w — fffdUf 

dans  laquelle  on  prendra  toujours  pour  u  le  facteur  dont 
on  voudra  diminuer  l'exposant ,  et  pour  du  le  facteur 
dont  on  voudra  laisser  intact  ou  augmenter  Texposant. 
Transformons  d'abord  la  seconde  expression  qui  ^t  plus 
symétrique. 

i®'  C€is  :  On  veut  diminuer  p  et  augmenter  v. 
En  prenant  (ax  +b)^  pour  «,  (aiX+ii)*  dx  pour  A' , 
on  a 


fia 


-  f{ax  -f-  by^-'ia.X'hb.y  -+"  'dx. 


(f-I-i)«.' 

a™*  cas  :  On  veut  diminuer  /x  en  laissant  v  ce  qu'il  est. 
Dans  la  formule  précédente  on  remplace  (ai  x + ^i/"^^ 
par 

et,  en  réunissant  les  intégrales  semblables,  on  trouve 
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3"**  cas  :  On  veut  àu^ebter  pt  sanft  toucher  à  v  ;  en 
résolvant  la  formule  précédente  par  rapport  à  Tintégrale 
du  second  membre  et  changeant  jx  en  /x  + 1 ,  on  trouvera 

En  changeant,  dans  les  formules  (i),  (12),  (3),  a,  fc,  /jt  en 
ai,  Al,  V,  et  réciproquement ,  on  obtiendra  trois  nouveDes 
formules  qu'on  pourra  employer  dans  les  As  suivants. 
4"^^  cas  :  On  veut  augmenta  /x  et  diminuer  «. 

(4)  J  (ajr^-A)^(a,4P-h^y^  =  ^ (^T+l^ 

pu   obtiendrait  directement  cette  formule    en  prenant 
(uiX  +  il)*  pour  u. 

5^^  cas  :  On  veut  diminuer  v  sans  changer  /x. 

(5)  j(«  +  A)>.x-K60'^=^--^-^ 

On  dédteira  cetle  formule.^  k  <^tiième,  en  rempla- 
çant (ax+  &y*"*"'  par 

(« -I- ^y»  (a*+ 6)  ==  {« -H  5)/*  r  ^(rttxH-»0-^?i^=^' ]. 

L  ^1  fli       J 

6**  cûj  :  On  veut  augmenter  v  sans  toucher  k  fi. 

(6)  I  («F-f-  *y*  (tf ,«  -h  ^,)»  <i«  =  ^     .     .      X  /     A TT 
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fZette  formule  &  obtiendrait  en  résolvant  U  cinquifane 

par  rapporta  la  seconde  intégrale,  et  changeant  v  en  v+i . 

En  employant  line  ou  plusîetirs  foie  les  fonsules  qui 

précèdent,  on  ramènera  l^intégrale proposée  à  une  autre, 

dans  laquelle  chacun  des  binômes  at  +  i ,   aiX  -f-  b^ 

aura  un  exposant  compris  entre  o  et  i.  Si  les  exposants 

(il  et  V   avaient  des  valeurs  entières,  on  finirait  par  les 

réduire  à  o  et  —  i,  et  l'intégrale  donnée  se  trouverait 

remplacée  par  une  des  suivantes  : 


Ç  dx:=x-^C,    f _=i^l(M4-^)*-hC, 

J  J  ax-ho      as  ^  ' 

25.  Si  Ton  veut  simplifier  immédiatement  Tintégrale 
fâ^{a^bj^ydx^ 
on  prendra  d'abord  xf^  pour  v^  et  Ton  aura 

f3*{a-^bjf')Pdx  =  f^l      («  -^-  bj^ybaf^'^dx 

-  nb{p^i)  «*(/^-M)J  ^   ^       ^         * 

et  Ton  en  déduira  : 

1°.  Si  Ton  veut  diminuer  m  et  augmenter  p , 


2,^.  Si  l'on  v^t  diminuer  m.  j^s  toucher  à  ^ ,  en  rem- 
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plaçam  (a+bx-y*'  par  (a+bx-'y(a+bx"). 


b(m-\-np+i) 


/iH-/t/?4-i)y  ^  ^ 


3^.  Pour  augmenter  m  sans  altérer  p,  on  résout  l'é- 
quation (a)  par  rapport  à  l'intégrale  du  second  membre , 
et  Ton  change  m  en^m+n  ,  ce  qui  donne 

V  a(m+t)         J 

4°>  Pour  diminuer  p  et  augmenter  m ,  on  prend  xf'dx  • 
pour  <;{c,  et  Ton  a 

5°.  Pour  diminuer;?  sans  augmenter  m ,  on  remplacera 
dans  (4)  JB-+"  par  jT  ^«H-^^-aN 

d'où 

6^.  Enfin,  pour  augmenter  p  sans  altérer  m,  il  suflEit 
de  résoudre  (5)  par  rapport  à  Tintégrale   du  second 
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membre  et  de  changer  f^  en  ^  +  i,  on  trouve  ainsi  : 
(OI<  — ««(/^-hi) 


S^^^i^--'-)^-^- 


Les  formulea  qui  précèdent  offrent  quelquefois  des 
termes  infinis  et  ne  peuvent  plus  être  appliquées  ;  mais  on 
s'assure  facilement  que  dans  tous  les  cas  où  cela  arrive, 
Vune  des  conditions  d'intégrabilité est  satisfaite,  de  sorte 
que  la  difliSrentielle  proposée  peut  toujours  être  ramenée 
à  une  fonction  rationnelle. 

26.   Exemples  : 

J  \/^i a?»  "  ^  ^      Jl/^i*-x»* 

L'exposant  entier  m  étant  ainsi  abaissé  de  deux  unités, 
on  arrivera  en  répétant  plusieurs  fois  le  même  procédé , 
à  Tune  des  deux  expressions 

/y  =  —  V/i-~.x»-f-C,  /--===:  =  arcsin«-hC, 

V^i — x'  J\/\Z-1^ 

suivant  que  m  sera  pair  ou  impair.  On  parvient  ainsi  aux 
deux  formules  suivantes  : 
Si  77»  impair, 


si  m  pair, 

iïi(m -^a)  (iw — 4)*"* 
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u  à  une  puissance  de  a^x  -f-  ii  ^  la  fonnule  (3),  en  sup- 
posant u  proportionnel  à  une  puissance  de  a^x  -+-   &i, 

u  à  une  puissance  de 7-  î  la  formule  (4) ,  en  suppo- 
sant u  proportionnel  à  une  puissance  de  aiX  +  bfj  i^  k 
une  puissance  de  ax  +  &  ;  la  formule  (5),  en  supposant 

u  proportionnel  à  une  puissance  de  -^ ~,  et  1^  à  une 

puissance  de  ox  +  &  ;  enfin  la  formule  (6),  en  supposant 

u  proportionna  à  une  puissance  de  ax  *{^  b^  ^  à  une 

j     ax  -{-  b 
puissance  de r-. 

On  pourrait  traiter  de  la  même  manière  Tintégrale 


/' 


Exemple  :  Supposons  qu'il  s'agisse  de  réduire  Tintégrale 

n  désignant  un  nombre  entier  supérieur  à  Tunité  :  on 
supposera  u  et  i^  proportionnels  à  des  puissances  de  x'  et 
de ,  et  comme  on  a  . 

on  tirera  de  la  formule  fuudAi^  =  uu —  fui^dA  u  : 

Ç       dx  Z'— a<iH-J?*)"'^'^,/i-4-x'\ 

J  (l-f-j:*)»   V  2  V    **     / 

2(/l — l)              J         2(/ï—  l)  ^  ^ 
X 2/1^3     /*       dx 
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Inlégmtion  des  fonctions  «xponentieHes  logarithmiques  ou  ciFculaires. 


28.  On  nomme  fonctions  exponentielles  ou  logarith- 
miques celles  (jui  contiennent  des  exposants  variables  ou 
des  logaritlimes ,  et  fonctions  trigonomëtriques  ou  circu- 
laires celles  qui  contiennent  des  lignes  trigonomëtriques 
ou  des  arcs  de  cercle.  B  serait  fort  utile  d'intégrer  les  for- 
mules différentielles  qui  renferment  de  semblables  fonc- 
tions ,    mais  on  n'a  point  de  méthode  générale  pour  y 
parvenir  «  On  est  réduit  à  essayer  de  les  rendre  algébriques 
par  une  substitution  de  variables,  ou  à  les  ramener  à  des 
intégrales  de  même  genre,  mais  plus  simples. 
Exemple  :  On  rend  algébriques  les  intégrales 

ffM^,    me')e'dx,     ff{é^)dx,     ff{ùna:)cosxdx, 

ff  (cos  a?)  sin  xdx ,     //*(sin  x)  cos  xdx , 
/y(sin  x,  sin  2:r, . . . ,  cos  x^  cos  %Xy . .  .)dxy 

en  égalant  tour  à  tour  lar,  e',  sinx,  cosx  kz.  Ainsi,  par 
exemple,  en  faisant  sin  a:  =  JSy  d'où 

. dz 

cosa?=K.i  —  »',  cosxdx=:dzy 

l'intégrale  //(sinx,  cosjrr)rfx  devient 


j/(',  »/-'*)  ^fe' 


et  se  présente  sous  une  forme  algébrique. 
T.  II. 
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29.  Si  P  et  z  sont  deux  fonctions  de  x  dont  la  première 
reste  algébrique,  et  dont  la  seconde  ait  seulement  une  dé- 
rivée algébrique  z\  et  si  de  plus,  en  posant 

on  obtient  pour  Q,R^  S,,.,  des  fonctions  connues  de  la  va- 
riable Xy  on  déterminera  sans  peine ,  à  Taide  de  plusieurs 
intégrations  par  parties,  l'intégrale /Pje"^,  dans  laquelle 
ra  est  un  nombre  entier.  On  a  en  effet 

/ Qzfzr-^dx z=2^'f  Qz^dx  —  (/i  —  I  )/  [«--"Vflte  X  fQz^dic] 
et  par  suite 

flft'dxz:zi^  -^  nlU«-'  -!-»(«  —  i)S«»-*  — ete.  -|-  C; 

on  satisfera  aux  conditions  énoncées  es  prêtant  pour  s 
les  fonctions  A  l[/(j?)l9  A  arc  taag  /(j?),  A  désignant  une 
constante,  et  f{x)  une  fonction  algébrique  de  x. 

Exemples  :  Supposons  que,  P  étant  égal  à  i,  z  soit  dé- 
terminé tour  à  tour  par  les  équations 

z^sïxy  z^zarc9mXf    s  =  arc  cot jt,  »  =  I (x  -4-  V^i-f-a^) » 

on  aura 

i'  ^  L         arcsmj?    (arcsinj?)*  (arcsmx)^  j 

;(arccosxV'd:r=(arccosj:r)"   x-  -^- t^ -V+  -^-V^^ ^-^ »— • 

J  L      arccosx    (arccosa:)»  (aroootjr)'  J 

J[i(^+j/T:ï:7«)]"rfx 

-rifx-+.i/r-+:x«)TL       "^'^^'     .       "("-0* it(n->ix>— a)w^i:p?    L 
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On  intégrerait  encore  avçc  beaucoup  de  facilité  les  ex- 
pressions /  a:*-*  (Ixydx,  /a:""*(  arc  sina:)"&c, . . . ,  qui 
difi^rent  de  celles  qui  précèdent  par  la  valeur  de  Pquî 
ici  est  x*""* ,  on  aura ,  par  exemple , 

a  ^     '  l_         a\x      a\\xy  a*(lx)»        J 

Si  dans  les  formules  obtemtes,  tm  pose  t#ur  1^.  %tmt 

Ix  =  z,     X  =z  e^^  dxT=z  e*dz ; 
arc8mx=:2y     x  =  sinz,     d[r=cosMb; 
arccosx=z,     x=rcosZy     dx=r  —  sinz^z; 

l(x+V/|-Kr»)  =  z,     x+V^T-f-**i±:  <?•, 

1/7+?— X  Ki4-x"  — X 

.  y ^  —  «"'        .  e*  -h  <?"* 

K  iH-x» — x=:tf7*,     x= ,     dx=z dz; 

a  2 

on  trouvera 

L  »  •'  B"  J 

■sinzrf«=:^|eo.,[.-fc^4-...pin{^-"("-]/"-"^H-.]}  +  C, 
i^=!!rr.-i.H"-(j!llL)_etc.±:^''->'-^:?-:iUc. 

a    L        fl«  û*«'  û"z"  J 

On  pourrait  établir  directement  ces  diverses  formules  à 
Faide  de  plusieurs  intégrations  par  parties  que  Ton  ef- 
fectuerait ée  manière  à  diminuer  sans  cease  Texposant  n 
pour  te   faire   enfin  dispai^kre.    Ainsi,  par   exemple, 

3.. 
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Tintëgrale/x"  e'^'dz  se  déduit  des  équations 

«■-'  «!«ife  = :  /  ^^é^dz,  etc. 

L'intégration  par  parties  peut  encore  servir  à  fixer  les 
valeurs  des  deux  intégrales 

f^cmbzdzy    f^ûmbzdzj 
on  a  en  effet 

/_        -,        ^  cosAa      h  C       .    ,     , 
«"  cmbzdz  = H  -  1  c"  sin  ^2<&, 

/*..!.        ^fmbz       b  p  ,    ^ 

f  «■»  ?m  bzdz  = J  é^'coibzdzj 

d'où 

c"  008  ôaûfe  =  — j-  (a  cos bz  -\'  b  sïn  bz)  -f-C, 

^mbztizz=i (ambz  —  6cos6s)+C. 

ScoUe.  La  formule  qui  donne  /z"  e^'djs,  repose  sur  ce 
principe  que  /  e"^z  =  — .  Or  cette  dernière  équation 

subsiste  encore  lorsqu'on  remplace  a  par  a  4-ftl/ — i, 
et  par  suite /e**€fe  par 

y^«H-&|/=î)'^  =  / if«(cos  *»  4-  l/^  sin  *«)ifc. 

On  pourra  donc  faire  cette  substitution  dans  la  formule 
citée,  ce  qui  donnera 

r»"c"  (coe  bz  ^  V^^sin  bz)  dz 

r<«(cos  bt  -hj/^  «in  bz)  r n^ it(it— i)...3.a.i  1 
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Cette  formule  se  partagera  en  deu:s  autres  qui  donneront 
les  valeurs  des  intégrales 

/«"fi"  CCS  bz  dzy     f  «"fi"  sio  bz  dz, 

30.  Ou  peut  encore  rendre  rationnelle  ou  réduire  au 
moins  Fmtégrale  fsin^x  cos^xdx,  dans  laquelle  /x  et  v 
sont  deux  «juantités  constantes.  Si  d'abord  on  pose 

sin»j?  =  Zy 
d'où 

cos*^  =1  —  Zy     dz  z=z  2sinj;cosxd[r, 

Tintégrale  proposée  deviendra 

z    >    (.-s)  ^  dz, 
et  sera  rationnelleet intégrable  si  les  trois  quantités 
fê — '       ^  —  '       f*  ~^  *  —  ^ 

se  réduisent  à  trois  nombres  rationnels  dont  Tun  au 
moins  soit  entier ,  ce  qui  arrivera  nécessairement  toutes 
les  fois  que  f£  et  v  auront  des  valeurs  numériques  en- 
tières. 

Dans  tous  les  cas ,  à  l'aide  de  l'équation 

fud»  =r  «V  —  frduy 
on  pourra  : 

i^.  Diminuer  (x,  augmenter  v  en  prenant  sin^or  pour 
facteur  u,  ce  qui  donne 


2, 


(.)/> 


finf^x  C08*  x€Lc  = 


ain^—'j?cos '"*"'« 


i--!-  I 


^^ î.     rsin"'"*j:cos«"*"'ciiar; 

«  H-  I    / 


38  CALCOL    lUTÉimâL. 

a«.  Diminuer  (i  dtai»  changer  v  en  remplaçamt  dans  la 
formule  précédente,  cos^^^o:  par 

co5'arXcos*x=cos»X(i  —an"*), 
et  réduisant;  d'où 


w/ 


sin  f*x  eos^xda  =î=  — 


3°.  Augmenter  fx  sans  changer  v ,  en  résolvant  la  for- 
mule (2)  par  rapport  à  l'intégrale  du  seemd  membre,  et 
changeant /x  en  fx  +  2.  On  trouve  ainsi 

/•                              ain'^-^^xcos  *"*•':«: 
(3)     f  8iQ^j:co8*xd:»= — 

En  prenant  cos'^j:  pour  facteur  u,  et  suivant  la  même 
marche,  on  pourrait  : 

4®.  Diminuer  v,  augmenter  pi-,  S'*  diminuer  v  sans  chan- 
ger fjf,  6^  augmenter  v  sans  toucher  à  (i,  à  Taide  des  for- 
mules  , 

/sin'*"*"*j:cos''~'a?      f  —  i    C  *   u         l— 4-^-. 
«w''«oot'«fa=^= :^ +—7-  /ffl»''*"»^  "''' 

On  pourra  dès-lors  transformer  l'intégrale  donnée,  en 
une  autre  intégrale  de  même  espèce ,  mais  dans  laquelle 
les  exposants  de  sin  j?  et  cosx ,  seront  compris  entre  —  1 
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et  -f-  I .  Si  les  exposants  /x  et  v  sont  tous  deux  entiers , 
on  les  réduira  à  l'une  des  trois  (quantités  -(-i,  o,  — i,  et 

Tintégrale  /sin'^x  cos  ^xdx  sera  remplacée  par  l'une  des 
neuf  suivantes  : 

l  dx   =^  X  -^  c^       j  ûnxdx  =  —  coix  -+-  C, 

I  co8J?<ir  =  sînx  -f-  C, 

I  sin.rcosx<ir  =  j  sin**  -h  €, 

dx  =—11  cos*a:  -+-  C, 

oosx 

dx  =1  \\  sm*a?  -h  C, 

sin^ 

/dx 
-, —  =|llaiig»*-|-C, 
cosx 

J*  dœ         f        ^dx  ,  -         ,  jp 

-; =1  T-r — -r'=iltang*--+.C, 

Si  Ton  applique  ces  principes  à  la  détermination  de$ 
intégrales 

/•  p  /'  sin"j? 

J'cos*x^^  »  r  dx  r  dx 

àn*x     '  J  cos^x  '        J  sin"x  ' 

n  étant  un  nombre  entier,  on  trouvera  : 
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1°.  Eu  supposant  n  pair, 

/.   ,    .            cosxr  .              71— I  .       ,               3.5...{/ï— 3)(/i— i)  .     1 
sin  "xdlrr:: Uin"-*xH 8m"-^x -+-...  H 7 — ) -Z^, (sM»-^ 
»    L                 «— 3s                         a.4...(/t — 4){'» — ^)        J 

_^..3,..(/.-3)(»-.)^_^^ 

/  cos"jP£ir= 1  cos"^'j:H cos"  'xH-...-h — ; \ 7^^ — vtCOSxI 

J  n    \_  «—a  a.4...('ï-— 4){'*'-^)         J 

2.4-  ••('* — a)« 

r    ..  J  cot«-'x   .  cot«-*x      cot"-*x         , 

jcot-x^=— j^-^ -H-jj-j— -^^^-5-...  ±cotxqix  +  C, 

/•séc'x^=^g^r»éc-»-x+^séc-3x...+  't-t-gi"-^,.écx1+  C 
J  « — iL  «—3      '  i.3...(/z — 5)[n — 3)         J 

coséc"xdLr= 1  oosec"~'a:H rCOSec»"'jr...H — ^   ^.     ;^, — ^cosecxl+t 

H— IL  «-3  i.3^.(/i-5)(/î-3)  J 

a^.  En  supposant  ra  impair, 

J.            cosxT  ,                »— I  .        .        («— 0(ii— 3)  .        ,  i.4...(ii-3){ic-r/1   . 

tin"x<2»  = 8in»-«JcH sin— »«-h^ 9 T{8in"-ïx-*-...H — J— ^,— 7^ — ;  k* 
n     L                    »— »                      («--aXn-4)  i.3...(n-4Xii-3)J 

/^       sinxf  n— I  ,        (»— 1)(„_-3)                           a.4...(»-3)(ii-i)"l  ^. 

n    L  "—2  (»— a)(n— 4)                             i.3...(ii-4)("-^)J 

/'            ,       Um(;»-'x  tang«->x  ung»-«x        .  taiig»x^,,  ,        ^ 

•                 ji— I  11—3  II— 5                    a          *                    ' 

J*    .      J           cot»-'x      coi»-»*      cot»~«x  cot"x       ,  ,   .  ^ 

«*"^=— Srr-^-*=5 _j-+...:p-_:FiI.,n.*H-C, 

J  «-IL  «-3  a.4...(«-3)  J 

H-'|"i"~';tlUBg'x-HC. 

!».4...(b— i; 

31.  Pourobtenir  immédiatement  les  six  formules  fonda- 
mentales du  n°  30,  M.  Cauchy  a  recours  encore  à  l'équation 
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f  mdAif  z=:  up  z=  fwdAu^ 

et  fait  tour  autour,  i*^  u  proportionnel  à  une  puissance  de 
sino:,  et  ^  proportionnel  à  une  puissance  de  cosa:  \  2°  u  pro- 
portionnel à  une  puissance  de  tango:,  et  u  à  une  puissance 
de  coso^  ^  3^  K  proportionnel  i  une  puissance  de  cos  x  et 
%^  à  une  puissance  de  tangx;  4^  ^  proportionnel  à  une 
puissance  de  cosx  et  (^  à  une  puissance  de  sinx;  5^  u 
proportionnel  à  une  puissance  de  cota:  et  (^  à  une  puis- 
sance de  sinx*,  6P  u  pn^rtionnel  à  une  puissance  de 
sin  a:  et  »>  à  une  puissance  de  cotx  ;  en  ayant  égard  aux 
équations 

.  *   .        •     cosx  ,         ,  ,  sio  X . 

a.lsmx  =  -; dxy     <<.lcosxr= -dxy 

smx  cosx 

dx 
d,  l  tangx  =  —  rf,  1  cot  X  =  -7 


smx  cosx 


D^autres  méthodes  peuvent  servir  encore  à  la  réduction 
ou  à  la  détermination  de  l'intégrale/ sin  =^a:cos=*^a:dbc, 
m  et  n  étant  deux  nombres  entiers.  Il  est  d'abord  évident 
qu'on  réduira  l'intégrale  /  sin^'^o:  cos""x^  à  d'autres 
plus  simples ,  en  multipliant  ime  ou  plusieurs  fois  la  fonc- 
tion sous  le  signe /par  sin"a:4-cos*a:  =  i.  De  plus 
on  peut  rendre  rationnelle  l'expression  sin^'^o:  cos=*="a:dti:, 
i^dans  le  c^s  où  n  est  ^n  Qombre  impair,  en  posant 
sin  X  =  z  ^  a^  dans  le  cas  où  m  est  im  nombre  impair  y 
en  posant  cosx  =  z.  Enfin  l'on  obtiendra  très  facilement 
les  valeurs  des  intégrales 

f  ÙBL^xdx^     f  cOft^xcir,    fm'^x  coa^^nia;,  . 

en  remplaçant  sin  ""x,  cos"'x,  sîn'^xcos'^x,  par  leurs  va- 
leurs en  sinx,  sinax,  sin3x, . . . ,  cosx,  cos  ax,  cos  Sx,.** 
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tioD  do  valcon  deees  Bteci  iméfnl». 


32.  L'intégrale  défimie  f  f{x)dx  est  déterminée  par 
Téqnation 

dont  on  se  sert  souvent  dans  la  recberche  des  valeors  ap-- 
prodiées  des  intégrales  définies.  Pour  pins  de  simplicitë 
on  suppose  ordinairement  que  les  quantités 

forment  une  progression  arithmétique.  Dans  ce  cas ,  les 
éléments 

Xg    —   Xoy      Xj    —   X|y.  .  .y       JL    ■—   X^^t 

sont  tous  égftm  entre  eux  eli  la  fraction 
X-x. 


et  Ton  a 
f^/(x)dx  =  timi  [/(xo)  H-  /(x.  H-  0  -H  /(*•  +  aO  +  • .  •  H-/  (X^  i)]. 
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On  pourrait  aussi  supposer  que  les  quantitésoTo,  Xi , .  •  •  9  X 
forment  une  progression  géométrique  dont  la  raison  dif- 
fère très  pen  de  limité  :  en  adoptant  eette  hypothèse  et 
posant 

on  aura 

x^  =  Xo(f  +  •),    *»  =«T  (i  -h  «)...  X  =  «M-i  (i  +  «), 

33.  Dans  plusieurs  cas ,  on  peut  déduire  de  ces  foyp^ 
milles,  non-seulement  des  valeurs  approchées  de  Tinté- 
grale  définie,  mais  aussi  aa  valeur  exacte  :  on  trouvera,  par 
exemple, 

r^    ,         ,.     X— Xo,         ^      ,.   ^n      ,.    (X— a?o)(xoH-X— 0      li*—xl 
j^^x^  =  U«-;j-,(*^.hX-i)X-=bili^ '-^ ^  =  — a       ' 


r 


r 


et  puisque  lim  -7 =  -t — 


d'où 
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lim 


et  parce  que 


•  II  /^^ 

;n-«)H-._,=«™(«H.,)(,+.).=ïq::i'    ],f^ 

car,  de  l'équation 


on  tire. 


=  M  ""  I  ï?—^: — \i     Knaïui  =  1  (  —  \ 


34.  On  peut  souvent  ramener  la  détermination  d'une 
intégrale  définie  à  celle  d'une  intégrale  de  même  espèce  : 
ainsi,  de  l'équation 

ou  plus  simplement  encore  de  l'équation 

rV(*)d:r=F(X)~F(x,), 

dans  laqueUe  F(jr)  représente  la  fonction  qui  a  pour  dif- 
férentielle /(x)  ou  l'intégrale  indéfinie 

on  déduira  les  suivantes  ; 
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af{x)dx^^l    f{x)dx, 

Jr»X  /»X-Hi 

f{x  +  a)dx==j  f{x)dx, 

'    /(x-a)dx=z  f         f{x)dx, 


Jf'o  /»X 

X  /(«)'&  =  -  £/i*)d'> 

XX— «o  /•X 


3B.  Toutes  ces  équations  peuvent  encore  se  déduire 
d'un  théorème  fondamental  qu'on  peut  énoncer  comme 
il  suit  :  si  Ton  substitue  à  la  variable  or  une  autre  variable 
X  déterminée  par  Téquation 

z  =  ^(*), 
d'où  l'on  tire 

et  qu'on  appelle  z^^Taj  les  valeurs  de  z  correspondantes 
hk  Xqj  X,  on  aura  toujours 

c'est"-à-dire  qu'à  l'intégrale  définie  prise  par  rapport  A  x^ 
on  pourra  substituer  l'intégrale  définie  relative  à  z, 

1^  Démonstration.  Appelons  ^i,  *i,. . .,  z„^i  les  va- 
leurs de  z  correspondantes  A  Xi,  oTt, . . . ,  j7«.,;  en  suppo- 
sant ces  valeurs  très  rapprochées,  l'équation  • 

dx  ==  xf  {^)^ 
donnera  sensiblement 

«,  —  Xo  =A/(«a)  (»«  —  *o)f    «.  —  «,  =  a/(»i)(»»  ^  »«)»•  •  '7 
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et  par  conséquent 

/•X  '      - 

/     f{x)dx  =  lim[(ar^— Xo)/(jfo)-+-(*a— ^x)/(*i)+...-h(X— j:,.0/(^»-OJ 

=  liin{(*.-^)/[;c(z.)];K'W  +  («.-»0/[«(».)]x'(»')-Hete.} 

a""  Démonstration,  Représentons  par  F  (je)  et  F(z)  les 
deux  intégrales  indéfinies //(a:)rfa:,  f({z)dzj  l'équa- 
tion 

f{x)dx  =  i{z)dz 

entraînera  nécessairement  la  suivante 

F(^)  =  F{z)  +  C, 

car  deux  fonctions  qui  ont  des  différentielles  égales  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante  •,  or  de  cette  der- 
nière équation,  Ton  tire 

F(X)^F(Z)-hC,     F(a:o)=F(»o)-hC, 
et  par  suite 

F(X)  -  F{*0  =  /*/(«>&=/'(Z)-F(,^=  f^  t{,)d*. 

En  partant  de  ce  théorème ,  il  suffira ,  dans  les  expres- 
sions 

/(^  +  «),    /(*  -  «),    /(X  ,-  x), 

de  faire  tour  à  tour 

pour  en  déduire  les  équations  du  numéro  précédent. 

36.  On  démontre  non  moins  facilement  qu'on  peut 
étendre  aux  intégrales  définies  les  théorèmes  déjà  dé- 
montrés pour  les  intégrales  indéfinies.  Ainsi ,  par  exem- 
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pie,  l'iotëgrale  définie  de  la  eomme  sera  égale  à  la 
somme  des  intégrales  indéfinies,  c'est4-dire  que  l'on 
aura 


^*0  9/X0  i/o 

J  Xq  t/  JT,  »/  Xo 

*  rX  /»X  /»X 

i  -h  6p -^  cw -|-...)d:ar  =  û  f    udx -^  b  f    pdx -^  c  j    ivdx-hetc., 

Jxq  Jxo  Jxo 

37.  Intégrer  Texpression  f(x)dx  â  partir  de  jr  =  x^, 
c  est  comioe  on  Ta  déjà  dit  trouver  une  fonction  conti- 
nua de  3C  qui  ait  la  double  propriété  de  donner  pour  dif- 
férentielle f{x)dx^  et  de  s'évanouir  pour  x  =  x^-^  dès- 
lors  si  Tintégrale  indéfinie  de  f(x)dx  se  présente  sous  la 
forme 

Tint^^ale  définie  qui  doit  s'évanouir  pour  x  =  x^y  sera 
nécessairement 

J  x« 

Ainsi,  par  exemple,  l'équation 

fudç  =:  up  —  fvdu 

entraînera  nécessairement  les  suivantes  : 

rx  /»x  /»x  px 

j     ttduz=:  \     w/dx:^M¥ — U^P^ — I     véUi^SiW — «of'o-*  /     ifM'dx, 

t/  Xo  J  Xo  •/  Xo  1/  Xo 

/udp=UV  —  «oi'o— /     <'^«> 
Xo  J  Xo 
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U,  V,  Moi  ^o  ^tant  fes  valeurs  de  m,  i',  correspondantes  k 
38.  Si  Ton  suppose 

(f(x)  et  x(^)  étant  deux  fonctions  nouvelles  qui  restent 
l'une  et  l'autre  continues  entre  les  limites  x^,  X ,  et  dont 
la  seconde  conserve  toujours  le  même  signe  entre  ces  li- 

f(x)dxsersL  don- 

née  par  l'équation 


La  suite,  entre  parenthèses,  est  égale  à  la  somme  des 
quantités  de  même  signe 

multipliée  par  une  certaine  valeur  f  (|)  de  la  fonction^ (x) 
moyenne  entre  les  coefficients  ^(Xo),  <f(xi)y  etc.  On 
aura  donc 


fX 

j    f{x)dx=<p  ({)  lim  [{xr^xo)  xi^c)  +  (^,  —  ^i)a:(x,)  -f-etc.], 

OU 

f^f(x)dx=  f\ix)x{x)dx^ç(i)f\(x)dx, 

I  désignant  une  valeur  de  x  moyenne  entre  Xq,  X.    , 
Application.  Si  l'on  prend  successivement 


A^W=i,    ajW=^»    ^W  = 


I 
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on  obtiendra  les  formules 

39.  Supposons  maintenant  qu^après  avoir  divisé  la  dif- 
férence X  —  Xq  en  un  nombre  fini  d'ëléments  représen- 
tés par  Xi  —  Xqj  Xt  —  J?!, X  —  a:„«i,  on  partage 

cliacun  de  ces  éléments  en  plusieurs  autres  dont  les  va- 
leurs numériques  soient  infiniment  petites-,  le  produit 
(jCi  —  ^o)f(p'^o)  ^  trouvera  remplacé  par  une  somme  de 
produits   semblables    qui   aura    pour  limite  l'intégrale 

/      f{^)^  î  les  produits 

(x,  —  X.) /(*,), . . . ,     (  X  —  x„.,)/{*«-.), 

seront  de  même  remplacés  par  des  sommes  qui  auront 
pour  limites  respectives  les  intégrales  définies 

et  puisque  la  limite  de  la  somme  de  plusieurs  quantités 
est  égale  à  la  somme  de  leurs  limites,  on  aura  générale- 
ment 

ç^f[x)dx=.r'f{x)dx^  ry{x)dx..,^f^  f[x)dx. 

On  peut  donc  toujours  décomposer  une  intégrale  défi- 
nie en  plusieurs  autres  de  même  forme,  mais  prises  entre 
d'autres  limites.  On  arriverait  encore  au  même  résultat 
en  remarquant  que  si  F(x)  -h  C  est  Fintégrale  indéfinie  • 
T.  II.  4 
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J/(x)dx,  on  aura 

f^  /t*>tr  =F(X)-F(*„_,), 

d'où  l'on  tire,  en  ajoutant, 

r^  f{x)dx^p  f[x)dx^...+  f^    f{x)dx 

t/    Xo 

Lorsque  entre  les  limites  ar^,  X,  on  intei|)Ose  une  seule 
valeur  de  x  représentée  par  | ,  on  a 

f^f{x)dx  =J^/{x)dx  -^f^/{x)dx. 

Il  est  facile  de  prouver  que  ces  décompositions  sub- 
sistent dans  le  cas  même  où  quelques-unes  des  quantités 
Xi,  a?),. . .,  x„*_i,  5 5  cessent  d'être  comprises  entre  Xo, 
X,  et  dans  celui  où  les  différences  o^i  — x©,  JCt — ^tv» 
X  —  Xn^ij  ^  —  Xqj  X — J,  ne  seraient  plus  des  quantités 
de  même  signe.  Admettons,  par  exemple,  que  les  diffé- 
rences I  —  JCq,  X  —  ^,  soient  de  signes  contraires.  Alors, 
saivanjt  qu'on  supposera  la  valeur  x^  comprise  entre  ^ 
et  X,  ou  bien  X  compris  entre  Xq  et  Ç,  on  trouvera 

f\(x)dx  =  JJV  W^  ^f^f{x)dx, 
ou 
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d'où  Ton  tirera 
ou 
mais,  comme  on  l'a  tu,  n°  34, 

donc  ,  dans  tous  les  cas , 

J^^  f[x)dx  =p^f[x)dx  ^J^f{x)dx. 

40.  Ces  principes  admis ,  il  sera  plus  facile  de  calculer 
exactement,  ou  du  moins  à  tel  degré  d'approximation 
cpi'on  voudra,  une  intégrale  définie  quelconque.  Pour 
avoir  dans  tous  les  cas  une  valeur  approchée   de  Finté- 

y»X 
grale  définie  /     f(x)dx^  il  suffit  de  reprendre  Téquation 

(^/{a:)dx=  rf{x)dx+  l"'/(x)dx-i-...  (^    f[x)<ix. 


ou 


Ç  f(x)Êb:  =  (*,  —  x^)f{m.  -h  «•  («.  —  x^)] 

4-  {X^   —  X,)/  [X,    -h  B,  (*.  —  X^)].  .  .  +  etc.  , 


dans  laquelle  Xi,  Xt,.*-9  ^»-i  so*^^  àes  valeurs  quelconques 
de  Xy  intermédiaires  entre  x^,  X  et  ô^,  e, , ,  des  nom- 
bres compris  entre  o  et  i .  Pour  plus  de  simplicité ,  on 
peut,  comme  nous  Tavons  déjà  dit,  supposer  les  inter* 

4.. 
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valles Xi  —  Xq^  Xf —  Xx^ ,  égaux  entre  eux  et  à/. 

on  a  alors 

f  /(x>i:r=i[/(a:o4-M+/(^o4-i^-Ô.i%..+/(X—i-f-©»-./)j 

Lorsque  la  fonctiony*(x)  est  toujours  croissante ,  ou  tou- 
jours décroissante  depuis  x  =  Xq  jusqu'à  j:  =  X,  le 
premier  membre  de  Téqualion  qui  précède  reste  évidem- 
ment compris  entre  les  deux  sommes 

S  =i[/(xo)  4-/(a:o  -+-  /)  + /(a:o-4- 2/)  -h. .  .-f-/(X  —  /)], 
S'  =  i[/{xo  4-  0  4-/(0:0 4-  21)  + +/(X)], 

et  par  conséquent  dans  cette  hypothèse ,  en  prenant  la 
demi-somme  de  ces  deux  valeurs ,  ou  l'expression 

'[I/W-H/(xo-H0H-/(^o4-20+...-4-/(X-  i)-h  iXWi 

pour  valeur  approchée  de  l'intégrale  /     f  (x)dx^       on 
commet  une  erreur  plus  petite  que  la  demi-différence 
S'-S=±/[i/(X)-i/(:c.)]. 
Exemple  :  Si  l'on  suppose 

•^^*^~TT?'  ^0  =  0,   x=i,    /  =  ■}•> 

on  aura 

'[i/ W -h/ixo  -f-  0  -^ . . . -h|/(x)]  • 

En  conséquence  ,0,78  est  la  valeur  approchée  de  l'inté- 
grale f  ~.  L'erreur  commise  dans  ce  cas  ne  pourra 

pas  dépasser  ~(\  —  7)  =^  77  ^  elle  est  effectivement  au- 
dessous  d'im  centième. 

Si  la  fonction  y(x)  n'était  pas  toujours  croissante  ou 
toujours  décroissante,    on   pourrait,   à  l'aide  de    cette 
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Tuème  formule, 

j'^f(x)dx=  r/(x)dx^  rvw^4-...  f^  f(^)dx, 

la  décomposer  en  plusieurs  autres  pour  chacune  des- 
quelles cette  condition  serait  toujours  remplie,  et  l'on 
pourrait  alors  calculer,  non-seulement  des  valeurs  ap- 
prochées, mais  encore  des  limites  de  Terreur  commise. 
41 .  Dans  tous  les  cas,  lors  même  que  la  fonction /(x) 
serait  tantôt  croissante  et  tantôt  décroissante,  Terreur 
que  l'on  commettra  en  prenant  Tune  des  sommes  S  et  S' 

pour  valeur  de  l'intégrale  f    f(x)dx^    est   évidemment 

inférieure  au  produit  de  «i  =  X  —  Xq  par  la  plus  grande 
valeur  numérique  K  que  puisse  obtenir  la  différence 

/{x  -h  ^x)  — /(x)  ==  Ax/'(x  ■+-  6ax), 

(piand  on  y  suppose  a-  comprise  entre  les  limites  Xq,  X, 
et  Ax  entre  les  limites  o  et  i.  En  effet  on  a,  par  exemple, 


t'Xo 

et  par  suite 


/ 


/(x)d:r  ~S  <  iXnK  =  K.(X^Xo)', 


il  en  résulte  encore  que  si  Ton  appelle  k  la  plus  grande 
des  valeurs  numériques  def'(x)  entre  les  limites  J?^,  X, 
Terreur  commise,  sera  renfermée  entre  les  limites 
—  fc'(X  —  Xo),  4-  fc*(X  —  Xo). 

On  pourra  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  vu,  calculer 
exactement  la  valeur  de  l'intégrale  définie  quand  on  con- 
naîtra l'intégrale  indéfinie,  et,  dans  quelques  cas  particu- 
liers, lors  même  que  l'intégrale  indéfinie  restera  inconnue. 

42.  Exemples  :  En  suivant  les  méthodes  exposées  et  ap- 
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pliquant  les  formules  des  n*^"  16  et  17,  on  trouTcra, 

f  'sr-^dx  =  - ,      f  'x-^-^dx  =  00, 
J  o  a       J  o 

B     C 
o  X— 1  a       3  m 

on  trouvera  encore  (n^  26  et  27) 

/»ooaJ"-ïd:a:__m  — I    T  <»_g^  ^      (w  — i)...3.a.i  /*  » 

o    [rï^~îi^^=^  J  o   (H-x)-"~"(/i— m)...(«-3X/i-ay  a 
ï.^.3...(m  — i)X  i.2.3...(i»— /w— i) 
."^  i.2.3...(«—  i) 

/■  OD     rfjr        2/8—3/^00      <<r       _i.3.5...(2/»— 3) /^«_jl 
o  (r;;;^"~2n--27o  (n-r»)«-'""2.4.6...(2/i-2yo  '-^ 

_i^3^5^_^(2«--3)^ 

""2.4.6...(2/I-2)2* 

/OD                                              /*  OO                    I  «2.3.  •  »n. 
Z»i?-»rf2=ri.«.3.../t,        j^    «•<?-"£&  =  ^ii+i , 


gin  &2^2  = 


a*-4-^»* 


/»  00 

J^*^.--co.*«l.==.^^^^^^;-T3««[(«+.)«ctang^]. 


£V"cos6.d.=  ^r:^- 
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Enfin  (n**  30)  en  supposant  «.pair,  on  aura 

r^  ■    «    ^         i.3.5,..(«— i)ir       f^ 
•/o  3.40.. .n      2      Jo 

et  en  supposant /z  impair, 

-  î 

I     wn»«^  == -K^^g— -i ^=    1    oos"«d:r, 

Jo  i.3.5...(/i — 2)n       Jo 

43.  On  peut  tirer  deFéquation 

ar©  •/*©  */  f 

une  conséquence  importante  et  qui  souvent  abrège  les 
calculs.  Supposons  que  ^  soit  une  moyenne  arithmétique 
entre  Xq  et  X,  et  qu'à  partir  de  cette  moyenne ,  en-deçà 
et  au-delà,  la  fonction  f(x)  reprenne  des  valeurs  égales , 
deux  à  deux  et  de  même  signe,  les  deux  intégrales 

seront  aussi  égales,  et  Ton  aura 

J  Xf,  J  Xo 

de  sorte  quHl  suffira  de  calculer  Tune  de  ces  intégrales  et 
de  la  doubler  pour  obtenir  Tintégrale  donnée 
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Exemple  : 


rân"«£ir=2  /   %m*xdx', 
i/o 


si  à  partir  de  jr=  |  les  valeurs  de  la  fonction  y  (x)  étaient 
égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires ,  les  deux  inté- 
grales I  f{x)dx^  f  y(ji:)da:seraîent  égales  aussi,  mais 
de  sigùes  contraires ,  et  Ton  aurait  par  conséquent 


/f{x)dx  =  G 
Exemple  : 

f. 


cosxdx  =*o. 

o 
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Des  intégrales  définies  dont  les  valeurs  sont  infinies  ou  indéterminées. 
—  Valeurs  princi|>ales  des  intégrales  indéterminées.  —  Intégrales  défi- 
nies singulières. 


44.  Dans  tout  ce  qui  précède,  on  a  supposé  que  la 
fonctioiiy(a:)  demeurait  finie  et  continue  entre  les  li- 

f(x)dx  a,    dans  ce 

cas  9  une  valeur  déterminée,  et  l'on  peut  la  décomposer 
en  un  certain  nombre  d'intégrales  semblables  prises  entre 
les  limites  x^^  Xi, . . . ,  Xn^x ,  X,  au  moyen  de  l'équation 

f^/'{x)dx=r'/(x)da:  +  r'f{x)dx^,..  f      f{x)dx. 

Jxq  Jxq  JXt  t/Xwi 

Si  les  valeurs  interposées  se  réduisent  à  deux,  l'une  très 
peu  différente  de  Xq  et  représentée  par  Ço?  l'a^itre  très 
peu  différente  de  X,  représentée  par  |,  l'équation  précé- 
dente devient  ' 

={{.— x„)/[«,H-eo(i,— «„)] 

+  fVwdr+(x-f)/[f-»-e(x-f)]. 

Si,    dans  cette  dernière  formule,  on  fait  converger   |„ 


t 
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vers  la  limite  x^  et  |  vers  la  limite  X  ,  on  en  tirera  ,  en 
passant  aux  limites,  et  toujours  dans  Thypothèse  où  la 
fonction  f  (x)  reste  finie  et  continue  , 

I    f{x)dx  =  \unj    f(x)dx. 

Mais  quand  cette  condition  cesse  d'être  remplie,  comme 
aussi  quelquefois  quand  les  limites  0:09  X  cessent  d^étre 
des  quantités  finies,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  Tinté- 
grale  définie  a  une  valeur  déterminée,  et  Ton  ne  saurait 

/•  X 
f{pc)dx. 

Prenons  pour  exemple  l'intégrale  f      —,  dans  laquelle 

la  fonction  sous  le  signe    /,  savoir  -,  devient  infinie  pour 

la  valeur  particulière  a:  =  o  comprise  entre  les  limites 
X  =  —  I,  x  =  +  i^ l'équation 

f  ^f(s)dx  =  f  *  f{x)dœ^  ff/(^)dx 

donnera 

t        X  J— |J?  J  Ki       X 

et  Fintégrale  donnée  se  'présentera  sous  une  forme  îadé^ 
terminée. 

Pour  lever  dans  ce  cas  toute  incertitude,  et  rendre  à  la 

notation    l    f{x)dx  une  signification  claire  et  précise, 
on  convient  d'étendre  par  analogie  Féquation 

J^*/(*)rf*=Ii«,y^^''/(x)<£r 

au  cas  où  elle  ne  peut  plus  être  rigoureusement  démon- 

/'-f-OD  /*  Cf> dx 

é'dx^      I       — ,  dans  les- 
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quelles  la  fonction  f{x)  cesse  d'être  finie  et  ccwitînne  pour 
^  =  Qo  OU  j:  =  o,   seront  déterminées  par  les  équations 

J_  J^^*^=^/ç^c*£te=lini(<5f  —  ^o)=  i?«  —  e-«=  90, 

I        — =:lim  1     —  =:llinl-i.;=:lunl —  s=:  00. 

Jo      X  Jfo  X  fo  o  - 

n  peut  arriver  cependant  <jue  la  valeur  de  l'intégrale 
définie  soit  réeUement  indéterminée.  Pour  le  prouver,  re- 

prenons  l'intégrale  f      ^~.  Si  l'on  désigne  par  e  un  nom- 

i/—  I    X 

bre  infiniment  petit  y  par /x  et  v  deux  constantes  positives 
mais  arbitraires,  on  aura 

J  —  I     X  «/— 1  X  Jo      X  J^%       X 

J—l      X  \J— I  X  J^t     X  J  \  ftj  9     ^ 

or  cette  valeur  est  complètement  arbitraire  ou  indétermi- 
née. 

45.  Si,  lorsque  la  fonction/ (x)  devient  infinie  entre 
les  limites  o^o,  X,  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  par- 
ticulières ,  Xi^  x„ . . . ,  j:«,  on  désigne  par  e  un  nombre 
infiniment  petit,  et  par  fX|,  Vj,  fx„  v„ . .  .',(*«,  v^  des  cons- 
tantes arbitraires,  on  aura 


f^  /(x)dx==  P'  /{x)dx  -f-  p  f{x)dx^...  f    f{x)dx 

Jxq  j  Xq  j  x^  Jxm 

et  si  les  limites  x^^  X  se  trouvent  elles-mêmes  rempla- 
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cëes par  —  oo  et  +  od, 


L      fit 

fx  et  V  désignant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Les  valeurs  des  intégrales  déduites  de  ces  équations 
pourront  d'ailleurs,  suivant  la  ilature  de  la  fonction  /(x), 
être  ou  des  quantités  finies  et  déterminées,  ou  des  quan- 
tités infinies,  ou  des  quantités  indéterminées,  qui  dépen- 
dront des  valeurs  attribuées  aux  constantes  arbitraires. 
Si ,  dans  ce  dernier  cas,  on  réduit  toutes  les  constantes  à 
Funité,  on  aura  des  valeurs  particulières  des  intégrales 

f{a:)dx,      i        f{x)dx, 
xo  y  —  00 

que  M.  Gauchy  a  désignées  sous  le  nom  de  valeurs  prin- 
cipales, et  qui  sont  données  par  les  équations 

(^f{x)dx=z\îm\  p'^VW^-f-  P~/Wd:r...4- f^    f{x)dx\ 
r"^7(*)rf«=Iim     f''~'f{x)dx-^Ç''~'f{x)dx...+  Ç    '  f{x)dx\. 

Exemple-.  Zéro,  ou  ce  que  devient  1^,  quand  on 
fait  fx  ==  1,  V  =  I,  est  la  valeur  principale  de  l'intégrale 
définie  /        — -,  1-  est  sa  valeur  générale. 

*/  —  I       J?  9 

46.  Une  intégrale  définie  relative  à  or,  et  prise  entre 
deux  limites  infiniment  rapprochées  d'une  certaine  va- 
leur particulière  a,  attribuée  à  la  variable ,  est  sensible- 
ment nulle  lorsque,  cette  valeur  étant  une  quantité  finie, 
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la  fonction  fipc)  reste  finie  elle-même  et  continue,  dans 
le  voisinage  de  x  =  a.  Alors  en  efifet  l'intégrale  définie 
est  égale  à  la  différence  infiniment  petite  des  limites  de 
r intégrale  multipliée  par  une  valeur  finie  de  la  fonction. 
Mais  la  valeur  de  l'intégrale  définie  pourra  différer  de  o 
et  acquérir  même  une  valeur  infinie,  si  a  ouf  (a)  devenait 
infini. 

Dans  ce  dernier  cas  Pintégrale  est  ce  que  M.  Gauchy 
appelle  une  intégrale  définie  singulière.  D  sera  ordinai- 
rement facile  d'en  calculer  la  valeur. 

Supposons  d'abord  que  a  soit  une  quantité  finie,  mais 
prise  parmi  les  racines  de  l'équation  ^(0:)  =  ±:  00,  et  dé- 
signons par  f  la  limite  vers  laquelle  converge  le  produit 
(x  —  ^)y  C*^)»  tandis  que  x  converge  vers  a. 
L'ëcpiatîon(n«38) 

/V(x)^=(f-«)/(f)l(|^), 
donnera 

f  ~  '" V(*)rf*  =  f  1  (H ,      f  '  ^  V(*)d»  =  f  1  fi)  . 

J  a  —  I  t/a-hr«  \»/ 

En  effet,  la  quantité  Ç,  comprise  entre  a  —  e  et  a —  fxe, 
ou  a  +  ve  et  a  -f-  e  9  sera  sensiblement  égale  à  a,  tandis 
que  le  produit  ($—  o)/(Ç)  sera  égal  à  (a—a)f{a) 
ouàf. 

Si  a  devenait  infini ,  on  appellerait  f  la  limite  vers  la- 
quelle converge  le  produit  xf(x)^  tandis  que  la  variable  x 
converge  vers  la  limite  zh  00,  et  Von  aurait  sensiblement, 

en  vertu  de  l'équation (n« 38)  jV(^)^^=  S/(0  ^(J)» 
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n  est  essentiel  d'observer  que  la  limite  du  produit. 
(x  —  ^)f{oc)  ou  xf{x)  dépend  quelquefois  du  signe  de 
son  premier  facteur,  et  que  par  conséquent  la  quantité  dé- 
signée par  f  change  quelquefois  de  valeur  quand  e  change 
de  signe. 

47.  La  considération  des  intégrales  définies  singulières'   . 
fournit  le  moyen  de  calculer  la  valeur  générale  d'une  in- 
tégrale indéterminée  lorsqu'on  connaît  sa  valeur  prin- 

cipale.  En  effet ,  soit  /     f{pc)  dx  l'intégrale  dont  il  s'agit , 

J   Xo 

et  supposons  qu'on  fasse 

J  Xo  J  J^|-f-»i«  t/  Xm  -Hf«« 

J  Xi,  J    X|-J-  «  Jxm-+-  • 

A  =  limE  sera  la  valeur  générale,  et  B  =  limF  la 
valeur  principale  de  l'intégrale  définie.  La  différence 
A  —  B  =  Iim(E  —  F)  de  ces  deux  valeurs  sera  équiva- 
lente à  la  limite  vers  laquelle  converge  la  $omme  des  in- 
tégrales singulières 

•/  Xj—  t  Jx^  -H  f  i« 

et  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  ft,  f», . . . ,  f«  les  li- 
mites vers  lesquelles  convergent  les  produits 

tandis  que  leurs  premiers  facteurs  convergent  vers  o,  on 
aura 

A  —  B  =  f,  1  ^' -f-fj  ^\  . .+ t,l  -  . 
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Si  jCo  et  X  devenaient  —  od  et  +  qd  ,  il  faudrait  poser 

E=  r''^'^'"/{x)dx^  r''^^''f{x)dx  +...  r    /(x)dx, 

/*• 

I 

F  =  r~  */{x)dx+ 1 ''~'nx)d»+ ...  r  /(,)«&. 

Aux  intégrales  singulières  déjà  calculées^  il  faudrait,  pour 
avoir  A  —  B,  ajouter  les  deux  suivantes 

1  I 

f  '/(x)dx,    r/{x)dx, 

fiê  f 

dont  la  somme  est  sensiblement  équivalente  à  Fexpres^ 

sion  f  1  -,  dans  laquelle  f  désigne  la  limite  vers  laquelle 

converge  le  produit  xf{pc)^  tandis  que  la  variable  x  con- 
verge vers  Tune  des  deux  limites  —  oo,  +  oo. 

Lorsque  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  e,  et 
pour  des  valeurs  finies  ou  infiniment  petites  des  cons- 
tantes arbitraires  fx,  v,  fXt?  ^i»-  •  •  • ,  /^«j  v„,  les  intégrales 
singulières  dont  dépend  la  difierence  A  —  B  obtiennent 
des  valeurs  infinies  ou  des  valeurs  finies  différentes  de  o, 

les  intégrales  /  f(x)dx^  j  f  (x)dxj  sont  évidem- 
ment infinies  ou  indéterminées  :  c^est  ce  qui  arrive  toutes 
les  fois  que  les  quantités  f ,  fj, . . . ,  f^,  ne  sont  pas  simul- 
tanément nulles.  Si  au  contraire  ces  intégrales  singu- 
lières s'évanouissent  toutes  pour  des  valeurs  infiniment 
petites  de  e,  quelles  que  soient  les  valeurs  finies  ou  infini- 
ment petites  des  constantes  |i,  v,  fXi,  Vj, . . . ,  fx„,  v„, la  va- 
leur générale  de  l'intégrale  f    f{x)dx  est  une  quantité 


/. 
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finie  et  déterminée  j  puisque  alors  la  différence  A B 

étant  nulle,  A  est  sensiblement  égal  à  la  quantité  déter- 
minée 6. 

Ainsi,   pour   que    la    valeur  générale    de  l'intégrale 

X 

f(x)dx  soit  finie  et  déterminée ,  il  est  nécessaire  et 

il  suffit  que  les  intégrales  singulières  comprises  dans  la 
différence  A — B,  se  réduisent  à  o  pour  des  valeurs  infini- 
ment petites  de  e,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs 
finies  ou  infiniment  petites  attribuées  aux  coefficients 
jti,  V, /X|,  Vi,. . .,  fjt„„  v«-,  c'est  ce  qui  arrivera  communé- 
ment lorsque  les  quantités  f,  fi,  £«,...,  C  seront  toutes 
nulles. 

Ces  quantités  pourraient  cependant  être  nulles  sans  que 
les  intégrales  singulières  le  fussent  aussi.  Par  exemple, 

si  l'on  prend  f(x)  =  — r-,  le  produit  xf(x)  s'évanouira 

pour  a:  =  o,  et  cependant  l'intégrale  définie  singulière 


rs-. = '0  ■*■  ri) 


'  cessera  de  s'évanouir  pour  des  valeurs  infiniment  petites 
de  V. 

/  (x) 
Exemple:  Soit  =y^  une  fraction  rationnelle.    Pour 

que  l'intégrale  /        f{pc)dx  conserve  une  valeur  finie  et 

déterminée,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira,  i**  que  l'équa- 
tion F {pc)  =  o  n'ait  pas  de  racines  réelles^  t?  que  le  de- 
gré du  dénominateur  V{x)  surpasse  au  moins  de  deux 
unités  le  degré  du  numérateur  f{x).  En  effet,  si  la  pre- 
mière condition  est  remplie,  les  facteurs  f,  fi, . . . ,  f^  se- 
ront nuls,  parce  que  l'existence  de  ces  produits  suppose 
l'existence  de  valeurs  réelles  de  x  qui  rendent  infime  la 
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fonction  —rÀ  ou  qui  fassent  évanouir  F(x).  En  vertu  de 

la  seconde   condition,  f  ou  lima:  =V-;  s'évanouira  aussi 

puisque  xf{x)  sera    d'un  degré    inférieur,  au  moins 
d'une  unité,  à  F(jc). 

48.  On  trouvera  facilement,  à  l'aide  de  ce  qui  précède, 
les  intégrales  suivantes  : 

I  \^ 

/»•      xdx     lA  /*■        xdx 

I                                             I 
/*T«        (j — ti)dx    ,^  /*•      {x — a)dx    


/*• 


I  

Plus    généralement  :  =^7-7  étant  toujours  une  fonction 

Y{x) 

rationnelle  dont  le  dénominateur  ne  puisse  s'évanouir 
pour  aucune  valeur  réelle  de  x^  désignons  par 

^1  =«i-+-^aV/— i,«»=«.-l-^aV^— I  etc.,...,  X^  =  m^'\'Q^\/^ . .. 

les  racines  imaginaires  de  l'équation  F(jr)  =r  o,  dans  les- 
quelles le  coefficient  de  k  — i  est  positif,  et  par 

A,  —  B,  V/^7,     A,  —  B,  »/^,  etc. 

les  valeurs  de  la  fraction  "C/t-t  correspondantes  à  ces  ra- 

Y[x) 


II. 
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vines,  Féquation  connue 

^    A«-B,V/=T  A„-^B«\/=^ 


entraînera  la  suivante 

I 
/''     â4^=2(A.-f.A.-^....^A.)1^4.  2^(B,  4-  B. -h -î^ 


Le  second  membre  de  cette  formule  cessera  de  ren- 
fermer le  facteur  arbitraire  1  -,  et  Ton  aura  en  consé- 
quence 

toutes  les  fois  que  la  somme  Ai  -f-  Aj  •+-. .  .-1-  A«  s'éva- 
nouira. Or  cette  condition  sera  remplie  si  le  degré  de 
F(x)  surpasse  au  moins  de  deux  unités  le  degré  de  f(x). 
En  effet,  on  a 

/(^)_aA,(:c  — ap,)+2B,g,      2A>(ar  — *3)-+-2B>g>     ,      a  A,(jr — li^)  +  aB,Ca 
F(x)-     (x--0*-^*î  {^-*.)'^«i       "  (^-«-.)*4-Ci     ' 

F(x)  -  [(^— .)'  4-CnK^— a)*  +  ^n. .  [(^— .)'-KCi] 

et  sm  étant  le  degré  du  dénominateur,  le  numérateur  se- 
rait du  degré  %m  —  i  si  le  coefficient  de  jc*""*"*,  savoir, 
2(  Al  +  At  -H  •  •  •  +  A„) ,  n'était  pas  nul.  Il  faut  donc  ab- 
solument que  cette  somme  soit  nulle  si  le  degré  du  déno- 
minateur surpasse  au  moins  de  deux  unités  le  degré  du 
numérateur,  etc. 
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-49.  Considérons  en  particulier  rintégrale  i         —^ — ,   * 
dans  laquelle  n  et  m<^n  sont  deux  noiabres  entiers  :  ici 
_;  /  =    -—- — ■ —  :  toutes  les  racines  de  FéquAtioE 
F(x)  =  «»■  -h   1  =  o, 

dans  lesquelles  le  coefficient  de  V^- — i  est  positif,  sont 
comprises  dans  la  formule 

^•y —  a* -hi       .  -y —   .  îi^-f-i 

A  -f-GK — I  =co5- w-t-K — «  s«n «■> 

an  an 

diMit  on  les  déduira,  en  donnant  4  ai  +  i  toutes  les  va- 
leurs impaires  comprises  entre  o  et  an.  La  valeur  géné- 
rale de 

coB(a^-4-i)-«'H-K--i8Bi(aA4-i)  -  «• 
I  ^  'n  ^ ^  n 

^'*        ,  ,       .an — I         .  > — .   ,  ,        .an — i 

cos(aA-l-i) sr-f-K — isinfa^H-  0 *" 

^  '       an  '^  ^      an 

en  posant 

am  +  i  ,,  ^    am — an -h  i 

=  fl  :    d  où   =  fl  —  I , 

an  an  ^ 

et  se  rappelant  que  pour  diviser  Tune  par  Tautre  deux  ex- 
pressions imaginaires  de  la  forint  coa^  •+*  \/— i  sin^, 
cos^  -4-  \/ — I  sin^,  il  suffit  de  retrancher  les  arcs,  on 
trouvera 

À— BV/^=— [cos(fl  — i)  (aA-f-i>r-f-\/^sin(a— i)(aX-4-i)«-]. 


an' 


= [cosa(aA-|-i)»H-V^ — isinéi(a*H- i)t], 

5.. 
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d'où 

ùaax  sm3a«r  sin(2/z — ')«*". 

2/1     *  2/1       '  *  2/1 

et  puisque  dans  Thypothèse  admise ,  le  degré  du  dënomi- 
nateur  surpasse  de  plus  de  deux  unités  le  degré  du  numé- 
rateur, on  aura 

2fr 
=  — r[sinair-|-sin3fl*-H-. .  .-h  sin(2/i —  i)tf*-]. 
;?/t 

Ou  peut  calculer  facilement  la  somme  qui  forme  le  second 
membre.  En  effet,  les  équations 

COSÔ-I-  V/^  Sin©  nru®*'^'^' 

cosSé  -f-  l/^sin3ô  =  ^*'''^etc., 
donneront 

[cosO-+-cos3O-+-cos50...-|-cos(2/?--i)ô]4-l/^i[sin^  +  sin3ô^-  sin5ô...-f^. 

dans  le  cas  que  nous  examinons , 

2/»  4-    I 

Ô   =   ««•  =   ir, 

2/1 

et  par  conséquent 
^î;»ev/::T_^(am-M)cV/^  -,cos(2m  -f- i>r  4-  V/^sin(2m  -h  i)ir  =  -  >  ^ 


SEPTIÈMB    LEÇON.  69 

on  a  d'ailleurs 


^,ev/-i_,      ^ev/-i_^-ei/-i     ^i,}/^y_^-«x/-x 


e 


,-ô»/=T 


donc 
rH-cos3a»-...-4-cos(a/i—  i)ûir-f.ï/^[sinaîr4-sin3flir...+8m{2«  — i)«îr] 


*        X      ' 


a ï/—  I        sin^îT  v/_  y  gin «, 

oosa«--hcos3«îrH-.. .  cos(2/i — i)a9r=:Oy 

smii3r  +  sin3asr  +  ..  .ûiifa/i — iW=  -^ — 

*  '  Ain  y* 


SID  a  9r 


.    am- 
/ism 


on  en  conclut ,  en  posant  z  =  x*'*, 


x* 


-4-^*"        .   am  H-  I  ûnaff-' 


En  réduisant  de  même  chaque  intégrale  indéterminée  à 
sa  valeur  principale ,  on  trouvera 

•00    3c*»dx         w 

;  —  -[siii2a9r  +  sin4^9r...+  sin(a/i —  a)a3r] 


-00 1 — x*" 


/ttangajr  am  +  i    ' 

/itang -«• 

a/i 


Jr'oo  a^»£fe  _        /»»  a?»*«ir  __     /'oo     x*^dx  «■ 

o      I  — ^  «  i/o    I — 4?*"        »/ — 00  I — 47*"      tanga»-* 
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Détenniiiation  dNine  intégrale  définie,  i»  à  Paide  de  IHntégratioo  par 
séries;  a«  à  Paide  de  la  différentiation  ou  de  Pintégration  sons  W 
signe y^.  —  Propriétés  fondamentales  de  la  fonction  T. 


50.  Lorscju'on  ne  peut  obtenir  une  intégrale  définie 
par  les  moyens  indiqués,  on  a  recours  à  deux  autres  pro-^ 
cédés,  dont  Tun  «st  Tintégratioii  par  séries  ^  Vautre  la  dif- 
férentiation  ou  Tintégration  sous  le  signe  /,  par  rapport 
à  une  constante  arbitraire  ou  à  une  seconde  variable  dis- 
tincte de  la  variable  indépendante. 

L'intégration  par  série  repose  sur  ce  théorème  fonda- 
mental :  supposons  que  les  deux  limites  x^^  X  étant  des 
quantités  finies,  la  série 

«O,     "il    »M  .  .  .  ,     "n, 

dont  les  différents  termes  sont ,  entre  les  limites  x^j  X, 
des  fonctions  continues  de  la  variable  or,  soit  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  mêmes  li- 
mites ,  la  série 

Jf'X  /'X  /»X  i»X 

sera  elle-même  convergente ,  et  si  S  est  la  somme  de  la 
premîèrç  série,  la  seconde  aura  pour  somme  /     Sdx. 
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En  d'autres  tenues^  récjuatîon 

S  =  «o  H-  a.  H-  i/a  -h . . . .  etc. 
entrainera  la  suivante 

pX  fX  /.X  /X 

Démonstration.- Soit  Sn  =3  w^  +  1/1  +  Mf  ...  +u„^i 
la  somme  des  »  premiers  termes  de  la  première  série,  et 
r„  le  reste ,  à  partir  du  n*^"^  terme ,  on  aura 

S  =  S,-4-r«  =  «o  +  «i  4-  «,  +. . .  «„_,  +  r„ 

Jf^X  /»X  /»X  p  X  /»X 

■aTo  «^*0  t/xo  */  Xo  Jxq 


^Xo  JXo 

'Xo 


AS. 

Or,  l'intégrale  1     r^dx  est  une  valeur  particulière  du  pro- 

duit  r„(X  —  jTo),  correspondante  à  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  les  limites  x^^  X^  donc,  puisque  le  reste  r^ 
décroît  indéfiniment  a  mesure  que  n  augmente,   il  en 

sera  de  même  de  l'intégrale  /    r„dxy  et  l'c 

t/Xo 


[  on  aura 


JfX  /»X  /'X 

S^  =    1      Uodx  +   I     u^dx  -h .  . 
Xo  i/Xo  »/Xo 


etc. 


Si  dans  cette  formule  on  remplace  X  par  x,  on  obtiendra 
les  suivantes 

/Sdx=   f     Uodx -h  I     Utdx-\-,..y 
Xo  t/    Xo  J  Xq 

I  Sdx  =   jUofLc  -f-  I  u^dx  +  I  a.dlr  -+-...  -f-  C. 

51.  On  démontrerait  facilement  que  les  équations  ci- 
dessus  établies  subsistent  encore  lors  même  que  la  pre- 
mière série,  d'abord  convergente  entre  les  limites  .x^^X, 
deviendrait  divergente  pour  l'une  de  ces  limites  ou  pour 


v,m>^  j^% 


tÉ»rfx ,  i^jvtn'L  v.nr»'.«f  ^jue iî*  . 


r 


I     M.Ax.^kL. 


<!^  '1*;^  X^m  fcnra  etxWiU;  *.r/tiTer2er.  Li  preminv  rcr*  h  E- 
jw;t>r  jT^  1»  ♦#:^y/ri'i^  v#rr%  L  limite  X-  Celte  rem^rqBe  $*é- 
U:ft4  tfikutt^,  *  i  r^%  o'-  U:*  quantités  x^^.  X  derîeiHiiaîeBt 
^/iêf^t»^uX  oo  (j;/4vf]uiri^]Xtfrnt  infinies.  Si  Ton  prend,  par 
0^%t'M$\^é'.  *  u,  -z^a^.  tf,  étant  on  coefficient  réel  on 
iMiif  #;^  M  4/r  piu<  <m  dé%i^ne  par  &.  la  ^aleor  nv 
//fi  k;  twAiAét  de  tf«.  et  par  /  la  {Ans  grande  Talenr  que 

f 
r#'>^/ite  Vé^pr^^ion  (  o^f  quand  le  nombre  n  derient  in- 
fini ^  la  lUiVM*.  n„'+'Uf+  u,  +•.•=  Op  -+•  a^x+a^a^  -hctc. 

liera  ejm%ttîut'MUt  entre  les  limites x  = ,  x  =  +  -, 

et  par  «sr^uM&ftieat,  en  laisêant  la  variable  x  cx>miMise 
entre  i^'n  limiu^,  et  posant 


im  trouvera 


x 


S  =r  flo  -♦-  «1^  -h  fl»**  -H  cte-, 


i^dx  =  ^o^  4-  <ïi h  «a  -=-  -h  etc. 

a  3 


(^îlliî  dernière  équation  subsistera   encore  pour  les  va- 
leur» .r   ;—    ,x=;:-|-^,  si  ces  valeurs  particulières  ne 
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essent  pas  de  rendre  convergente  la  série 

52-  A  Paide  de  ces  principes,  on  pourra  développer 
in  grand  nombre  d'intégrales  en  séries  convergentes  qui 
coumiront  des  valeurs  de  ces  intégrales  aussi  approchées 
que  l'on  voudra.  C^est  en  cela  que  consiste  l'intégration 
par  séries.  On  peut  même  employer  avec  avantage  cette 
métliode  d^intégration  pour  développer  en  séries  toutes 
sortes  de  quantités ,  et  souvent  ce  qu'il  y  a  de  mieux  à 
faire  pour  y  parvenir ,  c'est  d'exprimer  les  quantités  don- 
nées par  des  intégrales  définies  auxquelles  on  applique 
ensuite  la  méthode  dont  il  s'agit. 

Exemples  :  Pour  développer  en  séries  les  fonctions 
l(i  +  a:),  arc  tangx,  arc  sinx,  on  aura  recours  auiç  for- 
mules 

J(i  -f-  ^j  =  I     ,     arc  tancx  =  /     , 

et  comme   on  trouvera    entre  les   limites  x  = — ri, 

Vintégration  par  séries  donnera,  enti'e  les  mêmes  limites, 

l(i  -f-j:)=a: h-^ — etc.,  arctanga?=a:  —  -0^"+"^ ^c., 

I  x^      I    3  5x7 

arcsmx=:xH =-H — •t»? h  etc. 

7.  ô       2    4  "  7 

Si  dans  ces  équations  on  pose  x  =  i ,  les  séries  comprises^ 
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dans  les  seconds  membres  resteront  convergentes  ,  et  Ion 
aura 

l(a)=i— l+l  — etc.,    ^=i-i.4-lr— etc., 

w  II       i3i       i35i,      ^_ 

a  23       a4^       24^7 

53.  L'intégration  par  diflTërentiation  s'appuie  sur  un 
théorème  important  dont  voici  l'énoncé. 

Pour  différentier ,  par  rapport  à  y^  les  intégrales 


il  suffit  de  différentier  sous  le  signe  f  la  fonction  J'C^y  j}- 

Démonstration,  En  donnant  ky  un  accroissement  4r» 
et  désignant  par  la  notation  A^  l'accroissement  corres- 
pondant d'une  fonction  quelconque  de  y^  par  l)^  sa  dé- 
rivée,  on  trouve 

Jxa  Jxq 


d'où,  en  divisant  par  A^  et  passant  à  la  limite 

'   f{x,y)dx=Ç\ 

'Xo  t/Xo 

et  par  suite 

t/  Xo  J  Xq 

ou  simplement 


Pr  //(^»  r)^  =  /  Dr  /(*,  J)^. 
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;;^ft  résulty  encore  de  ce  théorème  que  réquation 

entraîne  toujours  les  suivantes 
/  T>rA^,  y)dx  ==D^  F(x,  y),      Jd-^  /(x,  j^)ite  =  D;  P (*,  ^>/ar. 

n  arrive  aussi  quelquefois  que  Ton  a  besoin  de  différent 
lier  une  intégrale  définie  |  f{x^y)dx  par  rapport  aux 
limites  Xq,  X.  Or  les  équations  identiques 

TyJ'f(x,y)dx=z/{x,y), 

donnent ,  quand  on  fait  dans  la  première  x  =  X^,  et  dans 
la  seconde  x  =  x^y 

54.  Cela  posé ,  si  une  intégrale  définie  ou  indéfinie  y 
que  Ton  sait  calculer,  renferme ,  en  outre  de  la  variable 
indépendante,  une  ou  plusieurs  autres  variables  ou  cons- 
tantes arbitraires,  chaque  différentiation  nouvelle  efiec- 
tuée  par  rapport  k  Tune  ou  à  l'autre  de  ces  variables 
ou  constantes,  donnera  la  valeur  d'une  nouvelle  intégrale 
que  Ton  n'obtiendrait  peut-être  que  fort  difiicilement  par 
d'autres  procédés. 

Exemples  :  En  difiiérentiant  n  fois  de  suite ,  par  rap- 
port à  la  quantités,  chacune  des  intégrales 

/— ,        r*— ,        f(^"(^y        Ç^C'^dx, 
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dans  les  seconds  membres  resteront  convergentes  ,  eii  on 
aura 

l(a)=i-i+i-elc.,     ^=i-i.-hi— etc., 

w  II       i3i       i35i 

-=  I -h-^ -h -.  7  .  ^-f- -.7.7;  - -h  etc- 
2  23       24^       24^7 

53.  L^intégration  par  différentiation  s'appuie  sur  un 
théorème  important  dont  voici  Ténoncé. 

Pour  différentier ,  par  rapport  à  y,  les  intégrales 

J  Xo  J  X9 

il  suffit  de  différentier  sous  le  signe  j  la  fonction  y (^y  J^)- 

Démonstration.  En  donnant  ky  un  accroissement  Afr, 
et  désignant  par  la  notation  A^  Taccroissement  corres- 
pondant d'une  fonction  quelconque  de  j^,  par  Ti^  sa  dé- 
rivée, on  trouve 

A/  I     f{x,y)dx=\    f{x,x-h^Jr)dx—|    f{x,y)da: 

=  r  [A^3r'i'àr)—f(^>x)]d^  =  f  àj/{x,r)dx; 

d'où,  en  divisant  par  A^  et  passant  à  la  limite 

^  (^f{^.y)dx  =  f  \f{x,  r)dx, 

«/*o  «/  Xo 

et  par  suite 

^f('  f{^.y)dx=rjy,f{x,y)dx, 

t/  Xo  J  Xq 

ou  simplement 


J 
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Q  résult^  encore  de  ce  théorème  que  l'équation 

ff[x,y)dx=Y{x,x)  -4-C 
entraine  toujours  les  suivantes 
\rf{:^.  X)da:  =:D,  F(;r,  jr),      Jd;  f{x,  y)dx  =  D;F(ar,r)i/^. 

H  arrive  aussi  quelquefois  que  Ton  a  besoin  de  différent 
lier  une  intégrale  définie  |  f(Xjy)dx  par  rapport  aux 
limites  x^^  X.  Or  les  équations  identiques 

D,f'/{x,jr)dx  =f(x,y), 

donnent ,  quand  on  fait  dans  la  première  x  ^  X,,  et  dans 
\a  seconde  x  =  x,. 


*/  Xo  J  Xq 


J 

Xo 

54.  Cela  posé ,  si  ime  intégrale  définie  ou  indéfinie , 
que  l'on  sait  calculer,  renferme ,  en  outre  de  la  variable 
indépendante ,  une  ou  plusieurs  autres  variables  ou  cons- 
tantes arbitraires,  chaque  différentiation  nouvelle  effec- 
tuée par  rapport  k  Tune  ou  à  Tautre  de  ces  variables, 
ou  constantes,  donnera  la  valeur  d'une  nouvelle  intégrale 
que  Ton  n'obtiendrait  peut-être  que  fort  difficilement  par 
d'autres  procédés. 

Exemples  :  En  différentiant  n  fois  de  suite ,  par  rap- 
port à  la  quantité  a,  chacune  des  intégrales 
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on  trouvera 

^^  (  — 7=-  arc  tang  — -^—   J 
/•i.a.3...iï  ,              \Va                   Va    y     .    r^ 
j(^. +«)«+.  ^^= d^^ '    -^^' 

/*»i.a,3.,.w_  .  y      \  y/g   /_  1.3.5... (2/« — i)^ 

/•*  dlr  1,3. 5...  (2/1 — i)îr^ 

o  (H-a?*)'»+*  ■"       2.4.6..  .2/1       â' 

85.  Souvent  aussi  Tintégration  sous  le  signe  /  hit 
connaître  les  valeurs  de  certaines  intégrales  définies, 
quoique  Ton  n'ait  aucun  moyen  d'évaluer  les  intégrale 
indéfinies  correspondantes.  Prouvons  d'abord  que  pour 
intégrer,  par  rapport  à  j*  et  à  partir  àe  jr  =  jr^^,  l^ 

expressions  /    /(a:,  r)rfx,    /    /(a?,  jr)dx  multipliiez 

par  dy-j  il  suffit  d'intégrer  sous  le  signe  /,  et  à  partir  de 
y  =  j^o,  la  fonction  f(x,  j),  multipliée  par  cette  même 
difiérentielle,  jpourvu  toutefois  que  la  fonction  ^  (x,  ^>^ 
soit  continue  par  rapport  aux  deux  variables  x,  y  entre 
le$  limites  des  intégrations. 
Démonstration.  De  l'équation 


J  Xq  J  Xo 

on  tire ,  en  posant  F  (x,  j)  =  /    f{pc^y)dy. 
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•uîs  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière 
»ar  dy  et  intégrant  par  rapport  à  j-,  à  partir  de  y  =  j^©» 
m  trouve 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

jipplications.  Comme  on  a  généralement  pour  des  va- 

/*  I  I 

x^'^^dx  =  -,  on  en  conclut,  en 

multipliant  les  deux  membres  par  d^t,^  et  en  intégrant 
par  rapport  à  fx  à  partir  de  (x  =  v, 

/'  I  j?'* — x*  dx .^ 
o        la:        A*  » 

Si  Ton  désigne  par  a,  i,  c  des  quantités  positives ,  ime 
intégration  sous  le  signe  /  relative  a  la  quantité  a,  effec- 
tuée à  partir  de  a  ==  c,  et  appliquée  aux  intégrales  dé- 
finies 

é'^dx  =Z'-^         I     e"" coibxdx -=: - 
o  a         J  o  « 

/e"*'  ûnhxdx  =  -^-- — rr» 
o  û*  -h  ** 


h-' 


produira  les  formules 


dx  =  1-, 

o  X  c 

sin&xciar  =  arctang  ^  —  arctang^, 


d'où  Von  tire,  en  posant  c  =  o,  a  =  <», 


f     ^  =  00,      r    cosfrjr  — =  00,    j     sinbx' 
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56.  Lorsque  dans  une  intégrale  relative  à  lâi  variable  i, 
la  fonction  sous  le  signe  /  renferme  une  autre  quantité 
^  dont  la  valeur  est  arbitraire,  on  peut  considérer  ccts 
quantité  [i  comme  une  nouvelle  variable,  et  Viatégnk 
elle-même  comme  une  fonction  de  fz.  Parmi  les  fbnctioL 
de  cette  espèce ,  il  faut  remarquer  celle  que  JVT-  I>^en(lr 
a  désignée  par  la  lettre  F  et  qui ,  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  fx,  se  trouve  définie  par  Téquation 


rW- 

=my~'-- 

Si  Ton 

pose 

,i=. 

d'où 

i 

=  «', 

X  =  é^j     dr  =1  " 

e''dz, 

et  si  Pon  remarque  que  pour  a:  =  o  on  a  z  =  oo,  poar 
a:  =  I,  ;j  =  o,  cette  intégrale  devient 

La  fonction  F  satisfait  évidemment  à   cette    première 
équation  r(i)=  i.  De  plus,  comme  npufl  avoEi$  troufé 

(n®  42),  r    z^e^'dz  =  i .  a .  3 . . .  w,  on  aura  évidemment 

r(a)=i,r(3)  =  i.2,...,r(ii)=:i.a.3...(»--i)=(/i— i)r(;i— i)- 

En  remplaçant  dans  la  valeur  déjà  donnée  (n®  42)  des 
intégrales 


^  *•  -» 
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j     «"e"«  sin  Azéfc  =  ^sinl  (/i  +  0^n;tang- 1, 

n  par  n  —  i ,    le  produit  i . a.3 (n  —  i)  par  sa  va- 
leur Y(^n),  on  aura 

y^oB,  r(/i)cosfiïarctaiig-j 

o  ^ 

rr(«)siii(/iarctang-) 
»^«<if-««sint«fa  = ^ -^ ^; 

(a>  +  b-f 
et  en  changeant  z  en  ai?  dans  Téquation  I    2^''<f~'=:r^), 

-/o  flA* 

Enfin ,  de  la  formule 

/^  af^^dx  i.a.3...(ire — i)i  .3.3..  .{il  —  m  —  i) 
o     (\-\'XY~~  I  .2.3..,(ll—  l) 

on  tirera 

/•»  j?»-'^  _  r(OT)  r(«  —  m) 
o    (iH-x)""^'         ï>)  • 

La  formule 

J  o  a^ 

étant  vraie,  quels  que  soient  le  nombre  ji  et  la  quantité  a, 
on  pourra  y  faire  tour  à  tour, 
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ce  qui  donnera ,  en  supposant  que  a  elb  sont  positifs^ 

r{a) 


./o  H 


et  par  suite 

(H-x)*        X{h)J  o 

d'où  Ton  tire,  en  multipliant  par  dx  et  intégrant  pa: 
rapport  à  x,  entre  les  limites  o  et  oo, 

Puisque  d'après  la  définition  même  de  la  fonction  F,  ei 
en  supposant  aussi  h  — a  positif,  on  a 

r     if''^^c-*dz  =  r  (A  —  a)y 

on  aura  enfin 

/•»  af^^dx  __  r(fl)r(ft  — g) 

Si  dans  cette  formule  on  fait  i  =  i ,  a  = ,  et  si  Ton 

2/1 

a  égard  aux  équations  (n**  49) 
C^TT-^dz  i^x^dx  r»      oè^dx  w 

on  trouvera 
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De  cette  dernière  équation  on  tire 

«/o  »/  O  t/O 

et  enfin 

*/  o  i 

formule  qui  sera  vraie  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
de  ^ ,  et  qui  le  sera  encore  quand  on  remplacera  z  par 
z  V/-^-i ,  ce  qui  donne 


f    C  ''  OOS2ZJ:dx  =  ■!.<?-*'  V/^r. 


5*7.  Lia  légitimité  de  ce  passage  du  réel  à  l'imaginaire, 
repose  sur  le  théorème  suivant,  qu'il  est  facile  de  démon- 
trer :  si  pour  les  valeurs  réelles  de  z  comprises  entre  les 
limites  —  r,  +r,  les  fonctions  /(jc,  z)  et 

sont  développables  en  séries  convergentes,  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  ^  ;  sî  d'ailleurs  les 
sonunes  de  ces  séries,  quand  z  devient  imaginaire,  con- 
tinuent d'être  représentées  par  les  notationsy(x,  r),  F(z), 
Téquation 


F(z)   =  r  /{j:,z)xlx 


subsistera  pour  les  valeurs  imaginaires  de  z  dont  les  mo- 
dules sont  inférieurs  à  /*.  Pour  démontrer  ce  théorème, 
on  partirait  du  principe  certain  que  deux  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  z , 
ne  peuvent  donner  la  même  somme  qu'autant  que  les 
coeflicîents  des  puissances  semblables  de  z  sont  égaux 
T.  H  .  6 
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dans  les  deux  séries.  De  cette  égalité  ou  identité  des  coet- 
ficieats,  on  conclurait  immédiatement  que  si  les  deux 
,  séries  demeurent  convergentes  et  fournissent  la  même 
sonune  pour  les  valeurs  réelles  de  z  comprises  entre  lc> 
limites  —  r,  +  /',  elles  rempliront  les  mêmes  conditions 
pour  des  valeurs  imaginaires  de  z  dont  les  modules  seront 
inférieurs  à  /'. 

L^appli cation  de  cette   remarque  au  cas    traité   plu5 
haut  est  évidente  •,  les  deux  fonctions 

/(x,  z)  =  e-«  ^l—±±—L,     P(3)  =A  ,i  ^-.., 

quelJe  que  soit  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  z^  sont 
développables ,  par  la  formule  de  Maclaurin ,  en  sérid 
convergentes  ;  donc,  etc. 

M.  Legendre  a  désigné  sous  le  nom  d'intégrale  eu- 
lérienne  de  seconde  espèce,  et  M.  Binet  a  proposé  de  re- 
présenter par  la  notation  B  (a,   ft),  l'intégrale  définie 

Jj7«-*(i  — xf""^  dx.  Il  existe  une  relation  remarquabl<" 
o 
entre  cette  intégrale  et  l'intégrale  eulérienne  de  première 

espèce  r  (a)  =  /      or"""*  J~'ex.  Si  en  effet  dans  l'exprès- 

sion  /     ^~*  (i — xj^^dx  on  pose  x  = ,  on  trouvera 

B(a,i)  =  1     . ^^,  maîsquand  daiisrcquation(n®56) 

f      -, rr-  =         ^^;,, "  on  change  6  en  a  -+-  p,  ii 

00     af'dx     __  r{a)  r{b) 


vient 
donc 
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Comparaison  des  deux  valeun  que  prend,  dans  certains  cas,  une  inté- 
grale double  quand  on  intervertit  Tordre  de  Tîntégration.  —  Applica- 
tion <le  oes  prioetpes  à  la  détenninâtloti  des  intégrales  définies.  — 
Gonment  à  Taide  de  oeftaittea  transformations  particuliè?es  on  peut  cal- 
culer diverses  intégrales  définies. 


58.  Il  est  encore  une  autre  remarcpie  due  à  M.  Cauchy, 
et  qui  l^a  conduit  à  la  détermination  d'un  très-grand 
nombre  d'intégrales  définies.  Des  principes  établis  dans 
la  liuitième  leçon,  il  résulte  que  lorsqu'on  a  une  double 
intégration  à  faire,  on  peut  renverser  Tordre  des  inté- 
grations, car  on  a  (n^  S5) 


/(x, 

r)dydx  : 

Sil' 

on  pose 

■ 

/(- 

;y)dz  = 

,  ■'"Mi,, 

dx 

/(« 

-,  r)rfr  = 

=^-^v. 

les  deux  fonctions  y  (x,  j^)  et  -^  ipc^y)  seront  deux  fonc-î- 
tions  propres  à  vérifier  Féquation 

d^(^^r)  ___  dx,  {xy  x) 

dy  .  dx      ,' 

6.. 
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et  Ton  trouvera 

Cette  équation  subsiste  lorsque  les  fonctions  <f{pc^  y). 
Xi^t  y)  ^^^  finies  et  continues  entre  les  limites  jCq,  X, 
y-Q ,  Y;  mais  elle  cesse  d'être  exacte  lorsque  ces  fonctions 
deviennent  infinies  pour  un  ou  plusieurs  systèmes  de  va- 
leurs compris  entre  les  limites  dont  il  s'agit.  Alors  les  ex- 
pressions obtenues  par  une  double  intégration  peuvent 
différer  Tune  de  l'autre  et  dépendent  de  Tordre  des  inté- 
grations ;  mais  leur  différence  peut  être  facilement  calcu- 
lée. Supposons  d'abord  que  les  deux  fonctions  (j) (a:,  j). 
Xip^^y)  deviennent  infinies  pour  un  seul  système  de  va- 
leurs X  =  a,  j^  =  i ,  et  désignons  par  e  un  nombre  infini- 
ment petit,  on  aura,  en  appliquant  la  formulequi  précède. 


Jyo 


puis  on  en  conclura,  en  faisant  converger  e  vers  la  lî 
raiteo, 

»X  i-X 

[^(x,Y)-~^(x,7o)>^=/ 

la  valeur  de  A  étant  déterminée  par  la  formule 

Dans  le  cas  général  où  les  fonctions  deviendraient  infi- 
nies pour  un  eertain  nombre  de  systèmes  de  valeurs  de  .r 
tît  de  7,  A  serait  la  somme  de  plusieurs  termes  de  même 
forme. 


r^[^(x,Y)-~^(x,7o)>^=r^[A;(^,Y)-;k;(^o,r)Vr-^' 

J  Xq  j  Xo 


A  =  lira  /     \jc(a  -+-  i,r)  —  x{a  —  «,  r)]dy. 
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Exemple  : 
ou 

•  j?p=— I,     X=i,    ^o  =  — 1,     Y=i, 

on  trouvera 

/M-i    2i4r                /»-+-i— adlr        /-H»  aiir 
A  =  iun  I         :^  =  2«-,  /  =  I        =^  —  2jr, 

ou 

Il  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  f  (a:,  j*),  x(^>  J") 
vérifieront  les  conditions 

<(y  lia? 

Si  Ton  a  f  (a:,j^)d[r+x(jP7y)4K'=/(w)rfM,  et  par  suite 

59.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  encore  évi- 
demment au  cas  où  les  fonctions/*(ar,  y),  ç  (x,  j)^  x  (^'  J") 
deviennent  imaginaires  pourvu  qu'elles  satisfassent  tou- 
jours aux  équations  qui  précèdent.  C^est  ce  qui  arrivera , 
par  exemple ,  si  Ton  prend 

on  aura  alors^  en  eifet, 


-LFV+jrK-U» 


86  CALCUL    IHTÉGIIAL. 

on  aura  donc ,  en  posant  • 

=  »/=^  /  Wx+r V/^)-/'(x„+^V=T)]rfr  —  -»• 

Posons 

on  en  déduira 


zo=-^-=:^%z= 


Y  —  ^ 


,      f//  =  frfz,     i^J?)  = 


F(*) 


X— <i— Ai/d7 


(>,+  .-^j.^/-r)-,  ¥{a  +  ,  +  jrV^^)  _F[a+.+(*+"H'- 


a  +  «+^K  —  I— <i  —  6k  — I 


•  (i  +  «v/^ 


*'«oL         I  -ht]/ — I  •  —  I  -4- z y/' —  I      J 

Soient  maintenant 


I4-«K— I 

A(.)— A(0) 


H-«K  —  » 


^(Oî  f*(0>  ^^  P^r  suite  X'(e),  p'(e),  a,  6  étant  des  quanti- 
tés réelles.  Supposons  d'ailleurs  que  Y  surpasse  y^ ,  et 
que  les  fonctions  F{x  +  jl/ZT),  F'(a:  +  jl/HT) 
restent  finies  et  continues  par  rapport  aux  variables  x 
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et^  entre  les  limites  x^,  X,.j^o9  Y?  comme  on  aura 

A'(.)-|-»/=rr/(l):zzF'[a+.4-(ft4-iz)V^=T] 

les  valeurs  de  X'(€)  et  ;*'(€)  resteront  toujours  très-petites 
en  même  temps  que  e,  et  il  en  sera  de  même  de  a  et  de  6. 
Cela  posé,  on  trouvera 

A=  V^ — ilim  /     [A(f)-f-  l/^^(i)]£/z 

./»o 

Or,  si  l'on  fait 

et  si  Ton  remarque  que  pour  €  =  o,  Zq  =  —  oo,  Z  =  +  oo, 
on  trouvera 


ïf 


~"  J—00  I  -4-  z*  "" 


2îrf  K---I. 


Si  l'on  avait  jr^  •=  b  ou  Y  =  i ,  on  aurait  z^  =  o  ou 
Z  =  o.  L'intégrale  relative  à  z  ne  devrait  plus  être  prise 
qu'entre  les  limites  z  =o^  z  =  oo  5  ou  ^  =  —  00,^  =  0, 
et  par  suite,  la  valeur  de  A  se  réduirait  à  rrf  l/^ — i. 

60.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  a  +  bV^ — i  représente 
une  racine  de  l'équation  jF(x)  =  ±1  qo.  Si  cette  équation 
admettait  plusieurs  racines  dans  lesquelles  les  parties 
réelles  fussent  comprises  entre  les  limites  Xo,  X  et  les 
coefficients  de  1/-.-I  entre  les  limites  jo,  Y;  alors,  en  dé- 
signant par  jri=rti+//il/ — i,  Xj=aj-f-i,  V^ — i,  etc. 
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CCS  mêmes  racines,  et  par  fi,  f,,  etc.,  les  véritables  va-. 
leurs  que  reçoivent  les  produits 

(x-^x,)F(x)  =  {x  —  a,  ^b,  V/=:7)F(a:), 
fx-x.)  F{x)  =  \(x  --a.^h,  W<II7)  F{x),  etc., 

tandis  que  leurs  premiers  facteurs  convergent  vers  o  ,  on 
trouverait 

A   =   2îr  (f,   +  f.    4-.  .  .  .  -h   g  \/^' 

Mais  chacun  des  termes  f,,  f,,...  devra  être  réduit  à  moi- 
tié ,  toutes  les  fois  que  dans  la  racine  correspondante  le 
coefficient  de  k— i  coïncidera  avec  une  des  limites  j^o,  Y. 

61.   Lorsque  la  fonction  y* (a: +/V/ — i  )  s'évanouit, 
I*  pour  x  =  ±1  00  quel  que  soit  y  -,  a*^  pour ^  =  oo  quel 
que  soit  x;  alors,  en  prenant  Xq  =  —  oo,  X  =  +  oo, 
j^o-=  o,  Y  =  00,  on  tirera  de  l'équation 

=  \^^  f  [/<x-t-ri/=:7)-/'(x.+7i/^)]rfr-A, 

f  *  /?^(j:)rfr=A  =  air(f,-|-f,-|-...-hf«)V/^. 

fi9  ff,  etc.,  sont  des  nombres  faciles  à  déterminer;  on 
pourra   donc ,    dans  ce  cas ,  calculer  immédiatement  la 

valeur  de  l'intégrale  définie  /       F(x)dx. 

J — oc 

Lorsque  la  fonction  F{pc)  se  présente  sous  la  forme 
p7-T  j  et  que  ceux  des  termes  fi,  fj, . .  .^. ,  f,»  qui  ne  s'éva- 
nouissent pas ,  correspondent  à  des  racines  de  l'équation 
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F(jr)  =  o,  ona 

et  par  siiite 

Lf'(x.)^F'(xO  F'(*.)J 

On  ne  doit  prendre  pour  x,,  j:i,  . . . ,  x^  que  les  ra- 
cines réeUes  ou  les  racines  imaginaires  dans  lesquelles  le 
coefficient  de  V^ — i  est  positif,  en  ayant  soin  de  réduire  , 

à  moitié  les  termes  qui  correspondent  à  des  racines  réelles. 
Exemple  : 

on  aura  Xi  =  V/ — i, 

I        — i-^i— d:r=  «-f  K  — 1; 
J— qe  I  +a?» 

a*».        F(a?)=  1  -^^F',      j:,  =--i,     jc,  = -I-  i^ 

/"  _M_^=î[f(_.)-f(.)]»/^i 

3*».  F(j?)  =1  -h^S 

f(x)=(-^l/=T)/^-'; 

fi.  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  2,  on  trouvera 


o      I  -+-  ar»  "~  2  sin  I 


/KîT 
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4».  F(x)  =  i-x», 

f(x)=(-xV/=ïï>'-S 

En  posant 

on  retrouvera  les  équations 

Jr<»zf-^dz_      sr  /«ar^  «• 

o     I  4-  «~~  sinûT»-'     A      1—2  ""langa*-* 

qui  se  trouveront  ainsi  démontrées  pour  toutes  les  valeurs 
de  a  comprises  entre  o  et  i. 

En  partant  de  ces  principes  et  s'aidant  du  calcul  des 
résidus ,  M.  Cauchy  est  parvenu  à  établir  un  grand  nom- 
bre de  formules  générales  dont  on  peut  déduire  presque 
toutes  les  intégrales  définies  connues  jusqu'à  ce  jour,  et 
un  grand  nombre  d'autres. 

62.  Quelquefois  aussi  des  transformations  particulières 
peuvent  conduire  à  la  détermination  d'une  intégrale  dé- 
finie. Nous  en  citerons  quelques  exemples. 

1**.  j  e"'*d!r.  Multiplions  par  une  autre  intégrale 
semblable   /     c^^^dy^  il  viendra 

\Jo  /       Jo  Jo  Jo    Jo 


posons 

r  =  tx. 

d'où 

dy  rr:  xdt^ 

aSU  V  IBM E  LEÇON .  9 1 

on  aiira  ,  pour  j^  =:  o, 

f  =  o; 
pour  jr  =  00, 

r  =00, 
et 

On  a  d'^aîUeurs 

Jo  2(1+^*) 

et  par  conséquent 

©""""'"cosixc^x.  Appelons  celte  intégrale  ;£  :  en 

o 

diffîSrentiant  par  rapporta  b^  on  trouvera 

^a  /**        .... 

-17  =  —  f      e'^***xsinbxax*y    . 

mais  Tintégration  par  parties  donne 

Jff~«"'*xsin  àxdx  = î-e-«'*'sin  bx-\ (e'^^'^cos  bxdjc; 
2a*                          iia*J 

d'où  l'on  déduit,  en  remarquant  que  la  partie  intégrée 
s'évanouit  pour  x  =  o  et  j:  =  oo, 

/     «"•■''x  sin  bxdx  = ,      /     ^"*'''  cos  bxdx  = u , 


et  par  suite 

du 

db 


du  b  du  bdb  ^  —  ^—r 

o/ï»  //  0/1»  •  » 
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on  a  donc 
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/»•  -il 

I     c"^'*cos  bxdxs=  Ce     4a  \ 
Pour  déterminer  la  constante,  faisons  b  =  o^il  vient 

Jo  ,        a  Jo  au 


et  enfin 
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Intëfp^les  des  diven  ordres  pour  les  fonctions  d*iine  seule  variablo. 


63.  Ce  qui  précède  avait  pour  but  principal  de  trouver 
une  fonction  de  x  qui  eût  pour  dérivée  une  autre  fonction 
de  x^fÇpc)^  et  pour  différentielle  le  produit  f{pc)dx.  On 
donne  maintenant,  non  pas  la  dérivée  première,  mais 
la  dérivée  de  Tordre  n ,  et  Ton  demande  la  valeur  géné- 
rale dej^  propre  à  vérifier  l'équation 

Solution.  En  multipliant  les  deux  membres  de  Téqna- 
tion  par  dx ,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 


<£^)=^W'^' 


d'où  l'on  tire ,  en  intégrant, 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


94  CALCUL    INTÉGRAL. 

multipliant  par  dx  et  intégrant  une  seconde  fois  ,  on  auri 

Le  second  membre  se  ramène  facilement  à  une  iot^rak- 
simple.  En  effet,  Téquation 

P.   r  (X  ~  zy^f{t)dz=zm  r  {x  —  «)--'/•(»)<& 
donne 

ou,  en  multipliant  par  dx^  et  intégrant  entre  les  limites 
ut  en  posant  m  =:  i , 

/  '  rj{z)dzdx = r{x-z)f{z)dz + c, 

on  aura  donc 

^.  =j'^  (X  -  z)f{z)  dz  -f-  ce*  -  X.)  +  c 

Intégrant  de  nouveau  et  plusieurs  fois  de  suite ,  par  rap- 
port à  la  variable  or,  on  trouvera  successivement 

J3:=  f(fZlf)l/(3)rf.+  C.  fc=f^'  +  C.(x  -X.)  +  C3. 

rfx"    *       Jxa      1.2  1.2 

rfr_r'     (x-*)—  (x-x.)»-'  (-r-xor',,, 

^ - j x„  TT.aZî/TZT) ^('^ '^  "^ ^'  i.2.3...(«-2) ^ ^*  1 .2.3.. .(/. - 3; 

Jxo  i.aï.3...(/î—  i)-'  ^  ^  1.2.3. ..(«—  i) 

i.a.3...{/i  — 2)  ^ 
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^\j  C^j  Cs,  . . . ,  C„,  étant  les  diverses  constantes  arbi- 
traires en  nombre /t  que  doit  par  conséquent  renfermer, 
dans  tous  les  cas ,  l'intégrale  générale  de  Téquation 

On  peut  mettre  sous  une  autre  forme  l'intégrale  définie 
du  second  membre,  à  Taide  de  Téquation  déjà  démon- 
trée (n*>  33), 

/  f(TL-x)dx=j  /{x+Xo)dx=f     f(x}dx; 

en  remplaçant  en  effet  dans  cette  équation  xpar  z,  et  X 
par  x\f(^z)  par  -— i-^ j- — --.  f{z\  on  en  tirera 

I  *  2  .  0  .  •  •  \Jl  ~~~  I  y 

=  ;  5 — 7 /(x—z)dz. 

Si  pour  plus  de  simplicité  on  fait  x^  =  o,  cette  dernière 
équation  devient 

v/o    i.a.3...(/i  — i)^  '         A    i.2.3...(/î  — i)*':  '' 

et  la  valeur  générale  .de  j^  se  réduit  à 

Jo    i.a.3..^(/i— i)    ^'  i.2.3...(/i--i) 


x" 


','h..,-hC„^t^-hC, 


I  .  "2  . 3 . . .  («  —  2) 

64.  Supposons  que  F(a:)  soît  une  valeur  particulière 
dey  propre  à  vérifier  Téquation 
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en  sorte  qu'on  ait 

la  fonction  F(x)et  ses  dérivées  F ("-*> (a:),  Ff'*-*>(x),... 
F'  (x)j  devront  aussi  vérifier  les  équations 

F(--«)(x)  =  f  '{x-i)f{s)dz  +  C.  (x  -  X.)  -»-  C. » 

,/  Xq        1  . 2  1.3 

Jxo  1.2.3. ..(/ï-l)^  '  1.2.3... (« l) 

-f-C..,  (x  —  jfo)  +  C 

et  si,  dans  le  cas  où  la  fonction  F(x)  et  ses  dérivées  suc- 
cessives restent  continues  entre  les  limites  x^ ,  jc^  on  fait 
dans  ces  équations  j?o  =  o ,  on  trouvera 

C.  =  F(*-O(xo),     C,  =  F("->)(xo),...,     C„  =  F(xoj, 

et  par  suite 

F(j:)  =  F(aro)H-(x~Xo)F^(xo)+...   ^^-•^°)^'     FC"-)(xo) 


Cette  équation  subsiste  quel  que  soit  x^^  elle  sera  donc 
vraie  quand  on  fera  x  =  Xq,  ce  qui  donnera 

F(*)  =  F(o}4--r(o)-h— F»+... "^ .F(»-')(o;. 


Jx„  1.2.3...(«—  l)*^  ^ 


65.  Loi'squ'on  se  sert  d'intégrales  indéfinies  et  que  Ton 
se  contente  d'indiquer  les  intégrations  successives ,  les  va- 


-i 
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leurs  des  fonctions 

<f"-'7        d'*^^y         d^-^y 

se  prései^tent  sous  la  forme 

ff{œ)d^,      JJf{x)dxdx,       fJ.Sf{x)dxdxdx,..., 
SJJ'.SA^)dx...dx. 

Ces  dernières  expressions  sont  ce  que  nous  appellerons  les 
intëgrales  du  premier,  du  second,  du  troisième  ordre,..., 
de  Vordre  n,  enfin;  relativement  à  la  variable  x.  On  les 
désigne  par  les  notations 

Sfi»)dà,  /f/{x)dx',/fff{*)d:^,...,  fff/...ffix)dx', 

auxquelles  on  substitue  les  suivantes 

ff{x)dx,  r  rf(x)dx',...,  r  f  f /(*)rf^. 

quand  chaque  intégration  est  efiFectuée  par  rapport  aux 
Vimites  x^^  x.  Cela  posé ,  on  aura  évidemment 

{x)dx^  =   f  (a:  —  z)/(z}  dz  -h  C,  (a?  —  Xo)  -h  C„ 

En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière  équa- 
tion et  remarquant  que  les  intégrations  étant  prises  par 
rapport  à  i:,  on   peut  regarder  x  comme   constant,  il 
T.  n.  7 
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Tiendra 


ou,  t%  qui  revient  au  même, 

On  peut  vérifier  facilement  cette  fonnule  à  l'aide  <k 
plusieurs  intégrations  par  parties. 
On     trouvera    encore,     en     remplaçant      Tînlégrale 

I     -^--5 — 7 ;  f  (r)  rfr  par  sa  valeur  tirée  de  Tune  des 

Jxo  I-2.3...(7I-l)     ^^    >'  ^ 

équations  qui  précèdent  (n^  62)  : 

r  r  r.../(x)d;«-=F(*)_F(x.)-(f=^>  FY^; 

i.a  ^    '  i.2.3..^n-i; 

et  en  faisant  ato  =  o, 

Exemple  :  Soit  F  (x)  =  e*,  on  aura 
et  par  conséquent 


J  o    J  o 


I         1.2 


1.2.3.  .  .  {n  —  1)        J  o    l,2.3...(/l— i) 

66.  Applications  analytiques.  Ces  applications  sont 
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de  deiJKz:  gezices  et  âcmt  comprùes  dans  la  scdutiaii  de  deux 
questions,  dontrune  a  déjà  été  réaolue  et  consiste  à  ober- 
clier  la  fonction  y  cpii  a  pour  dUSérentielle  du  preoftio*  ou 
du  /i'**»  ordre  l'expression  f{pc)  dx  ou  f{pc)  Jx". 

-a™^  ^uBsùon.  On  demande  de  développer  des  fonctions 
quelconques  de  Jt  ou  de  a:  +  ^9  ^^  séries  ordonnées  siti- 
Yant  les  puissances  entières  de  j?  ou  de  A,  en  assignant  les 
restes  de  ces  séries. 

Solution.  Reprenons  les  deux  équations  du  n^  62  : 

F  (*)  =  F  (*o)  +  ^^^  F* (*,)-H  ^=^'  F"(*.). . . 


1.3.3. ..(/I l)  ^^        Jxo  ï-^-S...^/! — i) 


F(*)  =F(o)  +  '  F'  (o)  -H^  F"  (o)  . 


H 5 p ^^^'^'Ho)^  f     -^-^-S xF^'H^M*. 

i.2.3...(/i — i)  ^'      Jo   1.2. 3... (/i — i)         ^' 

dans  lescjuelles  nous  avons  remplacé/* (r)  par  sa  valeur 
F(">(^).  Si  dans  la  première  de  c^  équations  on  fait 
or = x^j  H-  A ,  puis  qu'on  remplace  x^  par  X'^  ou  si  dans  la 
seconde ,  après  avoir  remplacé  F  (x)  par  F  (x  +  A),  on 
change  jc  en  A  et  réciproquement,  il  viendra 

F{«-hA)=F(*)  +  ^F'(*)+^F"(*)   


.  F("~ 


-'U')+JJ 


1.2.3...(/1 — l)  */x  l.2.3...(;2 — l) 

Le  dernier  terme  du  second  menAre  pourra  d'ailleurs  être 
présenté  sous  diverses  formes ,  car  on  déduira  de  ce  que 
nousa^ons.vu 

J,  |.2.3...(/î— i)  Jo    Jo 
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On  peut  établir  directement,  à  l'aide  de  la  seule  inté- 
gration par  parties  ;  Tëquation  qui  donne  F  (jc  +  h). 
En  effet ,  si  dans  Téquation  dëjà*rappelée 

J  Xq  t/  o  i/o 

on  remplace  X  par  Xo+h  et  ensuite  x^  par  x,  on  en  tirera 

et  par  conséquent 

F{x+A)^F(x)=    f^r{x-^-z)dz=    Ç^¥'  (x+h-'z'.dz. 
D'aiUeurs,enintégrant plusieurs  fois  par  parties,  on  trouve 
/F'(a?4-^— «)<&=' F(x4-A  --»)4-  /-F''(xH-/*  — «)/& 


=  î F' («H-/*-. 2)  -+-  — F''  (x-hh-^z)  . 


H ^V — rF(--')(jr4-A— «)+  r— ^Ç^ -FC-)(x-+-A-*^'' 

i.a...(/i — 1)  ^  '     Ji,2...(ii — i) 

d'où  Ton  déduit,  en  supposant  que  les  int^rations  soient 
effectuées  entre  les  limites  z  =  o,  z  =  A  et  que  les  fonc- 
tions F(j:+z),  F'(a:H-z),...,F<">  (jt  +  jb)  restent 
continues  : 

F(x^.A)=F(x)4-^r  (x)4--^F'' (x). . . 


7 -,F  ("-•)  (x)  4-  /    ^-? ;F<«)  (x-hA-«^- 

En  vertu  de  Téquation  (n**  38) 

pX  /X 
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on.  aura 

Jo  i.!i...(ii — i)       ^       '  ^  'jo  i.a.3...(/i— i; 

—       ^"       F(")(«-|-«A), 


1  .2.3../I 

f'r'P    .FC)  («)&  =  F(-)(9x)  f    ^""-f"  .dz  =  -Ç-  FW(te), 
B.3.-(/i— i)        ^^  ^     ^Jo  i.2.3..(/i  — i)  i.2.3...« 

et  l*on  retrouvera  les  équations 

F(:r)=F(o)H-^F'(o)4-.... 

H ^^^^^î -,F(— -)(o)-+- ^^F(")(jr-+-eA), 

i.a.3...(/t — i)  ^^      i.a.3../t        ^  ' 

F(xH-A)  =  F(^)-hjF'(x)4--^F"(A)4-... 

-+- ^ ;  F  C-O  (x)  4- ^ F(»)  (x^dh), 

déjà  établies  dans  le  Calcul  différentiel  et  qui  conduisent 
aux  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin,  séries  qui  seront, 
par  conséquent ,  convergentes  et  auront  pour  somme* 
F  (x)  et  F  (x+h)  toutes  les  fois  que  les  deux  intégrales 


L 


f. 


o   i.a.3...(/t — i)         ^^  i.a.3.../t        ^    ^ 

f*— ^^i=^P— ,F(-)(x+«)rf.==— ^  F(-)(x-hi 
o   i.a.3..(/î — i)        ^         ^  i.a.3.../2 


convergeront  pour  des  valeurs  croissantes  de  n  vers  la  li-. 
mite  zéro.  Le  Calcul  intégral,  qui ,  comme  on  vient  de  le^ 
voir,  ramène,  aux  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin, 
a  l'avantage  de  donner,  sous  la  forme  d'tme  intégrale  dé^ 
finie,  la  valeur  déterminée  du  reste  de  ces  séries,  et  par 
conséquent  l'expression  de  Terreur  que  l'on  commet  en 
s  arrêtant  à  un  terme  donné. 
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Applications  géométriques  de  la  première  partie  du  Caleul  intégral. 
Première  application  à  la  rectification  des  courbes  plaiM». 


67.  Les  applications  géométriques  sont  aussi  de  deui 
sortes  :  I.  On  demande  de  construire  une  courbe  qui  soit 
telle ,  que  la  touchante ,  en  un  quelconque  de  ses  points^ 
fasse  avec  Taxe  des  x,  un  angle  dont  la  tangente  trigono- 
métrique  soit  exprimée  par  une  fonction  donnée  y(x}- 
C'est^  aous  un  énoncé  géométrique  ^  le  problème  déjà  ré- 
solu et  qui  consiste  à  chercher  la  valeur  générale  dejf 
propre  à  vérifier  rtme  des  équations 

dX=/(x)tùc,     ^=/W. 

On  montrera  plus  tard  comment ,  dans  tous  les  cas,  on 
peut  construire  la  courbe  par  points  en  la  considérant 
comme  un  polygone  d'une  infinité  de  c6lés  infiniment 
petits. 

n.  On  demande  la  longueur  d'un  arc  ou  Taire  d'nne 
surface  courbe  ou  plane,  ou  le  volume  d'un  soïide  ren- 
fermé entre  des  limites  données. 

Solution  ^ncrale  :  Il  est  évideiit,  d'après  ce  qu'on  a 
déjà  dit,  que  si  la  diflerentielle  ou  l'accroissement  infini- 
ment petit  de  cet  arc ,  de  cette  aire ,  de  ce  volume ,  cor- 
respondant à  l'accroissement  infiniment  petit  de  la  va- 
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jk-iable  jc  est  donné  par  une  équatÎQn  de  la  forme 

du  =  F{x)dxy 

et  que  si  de  plus,  cet  arc,  cette  aire  ou  ce  volume  dési- 
gnés par  u ,  sont  limités  dans  le  sens  des  x  par  deux  plans 
Sxes  00  =  Xoy  a:  =  X ,  ou  par  im  plan  fixe  j:  =  Xq  ,  et  un 
plan  variable  x  =:  x^u  sera  donné  par  les  équations 

a  :=  1      F  (jc)dxy     ou     u  —  «o  =  1     ¥(x)(ix. 

68.  Considérons  d'alK>rd  une  courbe  plane  représentée 
par  une  équation  y(jî,j')  =  o,  entre  deux  coordonnées 
rectangidaires ,  ou  bien  une  courbe  à  double  courbure 
représentée  par  deux  équations 

f{x,y,  s)  =  o,     F  («,  y,  z)  =  o, 

entre  trois  coordonnées  ^  et  sur  cette  coiu'be  un  arc  S  ren- 
fermé entre  un  point  fixe  A  et  le  point  mobile  dont  Tabs- 
cisse  est  x  \  si  Ton  désigne  par  S  cet  arc ,  et  si  Ton  appelle 
T  Tangle  aigu  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  Taxe 
des  X,  on  aura 

<S  ;=  :±:  sécrti(«, 

le  signe  +  devant  être  pris  dans  le  cas  où  Tare  S  croit 
avec  Fabscisseo:,  et  le  signe —^  dans  le  cas  contraire.  Dès  . 
lors  la  portion  de  cet  arc  comprise  entre  les  deux  plans 
fixes  X  =  Xo ,  x  ==  X,  ou  entre  le  plan  fixe  x  =  Xq  et 
le  plan  variable  x  =  x^  sera  donnée  par  les  équations 

S — So  =  /     sécrdlr,     ou     S  —  So  =  /     sécrite. 

J  Xq  J  Xq 

En  comptant  les  arcs  à  partir  du  point  dont  Tabscisse 
est  Xf) ,  on  aura 

S«=ro,  S=±  1      sécriùr,     OU     S  =  ±/     sécrdx 

J  Xn  J  Xo 
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on  aura  d^ailleurs ,  si  la  courbe  est  plane , 


si  la  courbe  est  à  double  courbure , 


et  l'on  calculera  dS  =  ±isécrdx  en  tirant  de  Féqua- 
tion ,  ou  des  équations  de  la  courbe ,  les  valeurs  de  —  on 

de  -7- ,  -i-  ,  et  les  substituant  dans  les  valeurs  de  séct. 
dx     ax 

Corollaire  i".  Si  l'inclinaison  t  devient  constante,  on 

aura 


S  =  ±/     sécT€lx=±sécrl       dx=dl{x — ir») 


secT  • 


et  par  conséquent,  lorsqu'une  ligne  a  dans  tous  ses  points 
la  même  inclinaison  par  rapport  à  Taxe  des  x,  une  lon- 
gueur portée  sur  cette  ligne  est  équivalente  au  produit  de 
sa  projection  sur  Taxe  des  x  par  la  sécante  de  rinclinai- 
son.  C'est  ce  qui  arrive  quand  la  courbe  se  rédizit  à  une 
droite  ou  à  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  qui  a  pour 
axe  l'axe  des  x* 

Corollaire  2"**  :  En  appelant  N  la  normale  à  la  courbe, 
on  a 

N 
N=±sécTXj,     sécr  =  ±— , 


et  par  suite 


J  XoX 


dx. 


sécrdb:    est   égale. 
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conune  on  sait,  à  la  différence  des  limites  X  —  <^o  multi- 
pliée par  sécT,  T  désignant  une  moyenne  entre  les  di^ 
versesvaleurs  de  Tindinaison  r  ^  donc  S  =  (  X — Xo)  sëcT, 

S 
et  = =  sécT,  c'est-à-dire  que  le  rapport  de  l'arc 

d'une  coxirbe  à  sa  projection  sur  un  axe,  est  une  moyenne 
entre  les  sécantes  des  diverses  inclinaisons  de  Tare  par 
rapport  à  ce  même  axe.  Ce  théorème  suppose  que  Tare, 
entre  les  limites  x^^  IL,  n'est  rencontré  qu'en  un  seul 
point  par  les  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x. 

69,    %"  Exemple: 

Le  cercle  x*  -|-  j^*  ==  r";  on  a 


[jg  «Col  * 

arcsin arcsin  —  1. 

a**.  L'ellipse 
d'où 

ou,  en  désignant  par  e  Texcentricité  déterminée  par  Té- 
quation 


""■  V  a»  —  or 


a  Va»  —  je* 

on  aura  donc ,  en  posant 

Xo  =  o,     j:  =  a, 
^X  en  appelant  par  conséquent  S  la  partie  de  rellipsc 
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comprise  entre  le  sommet  du  petit  axe  et  le  somxaet  du 
grand  axe,  ouïe  quart  du  périmètre , 


S:        '       ■         -     -^*' 


et,  &ï  faisant  x  =  azy 

On  ne  peut  intégrer  cette  expression  qu'en  ayant  recoiirs 
aux  développements  en  séries.  Si  au  lieu  dô  faire  x  =  a^s 
on  avait  posé  x  =  a  cosy,  on  aurait  eu,  pour  Tare 
compté  depuis  a:  ==  j:^  jusqu'à  j:  =  x, 

S  =  —  a  n dç  \/i  — V  cos*^, 
et  pour  le  quart  S'  du  périmètre 


j'=a   I     <iip  l/i  — <?*cos»^; 


or  on  a 


V/i  —  c'cos*^  =  (l  —  «?»cos»^)« 

=  1 cos*^ T-cos*^ cos*^  —  etc., 

série  toujours  convergente,  puisque  la  quantités,  et  ^ 
fortiori  h  quantité  e*  cos*y ,  sont  plus  petites  que  Tunité; 
donc 

^  =aîr al     cos^  çdp ja    1     cos^^^^ 

2      */o  2  4      Jo 

1  3  ff«       /*  à 
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maisoii  a  trouvé,  dans  le  Calcul  intégral  (n^  42), 


/. 


o 
donc 


a  ,       i,3.5.,.f2/i — i)** 


Le  périmètre  entier  de  Tellipse  P  sera  donne  par  Féqua- 


tlOfl 


-=-[-a«)'-;(.-4«-)"-K.^")"— } 

Les  prodiiits  de  la  série  du  second  membre  renfermés  en- 
tre parenthèses,  sont,  aux  coefficients  près,  les  carrés  des 
termes  correspondants  du  développement 

/         vi  I        1.3         1.3.5  ,       1.3.5.7    . 

On  peut  calculer  autrement  Tare  de  Tellipse.  L'équation 

1  «»x»  —  a» 


sec*r=: 


00s  *T         A*  —  a* 
donne 

à^ix — cos*t)  i_         a  sinr 

1  —  ff*COS*T'  "^l/i  —  e'cOS^T* 

dx=:±-^ i ; 

(i  —  e*  cos*t)» 

donc ,  en  appelant  r^  la  valeur  de  z  correspondante  à  x^y 
et  comptant  toujours  l'arc  à  partir  dex  =  x^^  on  aura,, 
en  admettant  que  l'arc  croisse  avec  l'inclinaison , 

i*^                                       rtdr 
S=    J      sécriùr=«(i -*<?•)    I      j. 

En  désignant  toujours  par  ç  l'angle  déterminé  par  l'équa- 
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tion  a:  =a  cosf ,  on  trouverait  que,  dans  le  cas  où  coss 
est  positif,  f  est  lié  à  T  par  Téquation 

sinr 
cos^=^  =r; 

.     Kl — ^COS*T 

d'où  l'on  tire 

I  —  cos*^  —  cos"t  -f-  e»  cos*^  cos*r  =  o, 

(e'coSTSinT)   n  . /i — e»^ 

—^ — ^—   I IX» ^a  «wrwi  a—^.-j V : 


[îe-COSTSinTi   n                . fi — e»  i 
\                  ==•    =  — Kl— <?»C0S»Trfr-*-— ^ ^— 
Kl— i?»cos»rJ                                                (i— <r»co$'r 

et  en  intégrant,  à  partir  de  r  =  Tq, 

(l  —  e>)  P ^^ -=  prfrV/^l— e»COS»r 

*/  «To  (l  —  e»  COS  't)«         «/  To 

+  ^  (cos^  COS  r  —  COS  ^o  COSTo), 

.    et  enfin 

S  =  fl(i  — ^*)  /     ^^ r  =  ac'(cosf  cosr  — cos^ocosro) 

«/To(i — e*cos*T)'     - 

-4-  «   /      drX/l  —  tf»  OOS  *r: 

en  comparant  cette  équation  qui  suppose  t^Tq  k  celle 
trouvée  plus  haut 

S  =  tf  /     «^  V/i  — e*cos*^) 
on  voit  que  l'intégrale 

a    f    dr  l/^i  —  <?*cos*T 

1/   To 

représente  l'arc  renfermé  entre  les  points  de  l'ellipse  qui 
ont  pour  abscisse  a:  =  a  cos  To>  J?  =  «  cosr;  donc,  si 
l'on  désigne  cet  arc  par  f ,  on  aura 

S  =  ae*  (cos^  cost  —  cosfo  costo)  -f-  s, 
S —  çz=ae*  (cos^  cost  —  cos^„co$to)5 
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•^09  ^9  Koj  ^  étant  les  abscisses  des  extrémités  des  arcs 
S  et  ç,  on  aura 

jp^  =  a  cos^o,     X  =za  cos^,     lo  ^=  a  costo,     S  =  a  cosr, 
et  par  suite 


L'angle  f,  déterminé  par  Téquation  cosf  =-,  est 

précisément  Tangle  que  fait,  avec  le  demi-axe  des  x  po- 
sitifs ,  le  rayon  vecteur  mené  de  Forigine  au  point  où 
Tordonnée  correspondante  à  Tabscisse  x  rencontre  la 
circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  de  Tellipse  comme 
diamètre  :  r  est  toujours  Tangle  de  la  tangente  avec  Taxe 
des  X ,  en  ayant  égard  à  cette  remarque ,  on  conclura  de 

Téquation  S  —  r  =  e* ^,  que  Ton  peut  évaluer 

en  termes  finis ,  la  différence  qui  existe  entre  deux  arcs 
d'ellipse  tellement  choisis  que  les  inclinaisons  des  tan- 
gentes menées  par  les  deux  extrémités  de  Tun  de  ces  arcs 
soient  respectivement  égales  aux  inclinaisons  des  deux 
rayons  vecteurs  menés  du  centre  de  Tellipse  aux  points 
où  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre,  est  coupée  par  les  ordonnées  qui  ren^ 
ferment  les  extrémités  du  second  arc. 
Lorsque  Ton  suppose  r  =  o,  on  a 

^o=-,       «0=0,       s—  f=— -, 

et  l'on  retrouve  un  théorème  découvert  par  le  comte  de 
Fagnano.  Dans  tous  les  cas,  en  substituant  dans  l'équation 

I  —  co»*ç  —  coS*r  4-  e^  ces *^ ces* t  =  o, 
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pour  cosy,  cosT  leurs  valeurs-,  -,  on  trouvera 

a*  —  II»  (j?»  -+-  {*)  4-  ^*ar»{*  =  o; 

les  abscisses  x  et  ^  devront  donc  toujours  satisfaire  a  cette 
équation.  

3**.  L'hyperbole  —  —  1^=='  '^^^  faisant  e  =  w  — ^ — ; 

on  trouve 

et  en  posant 

jr  = ,     S  =  fl  I     (e*— co8»<p)t— ^  ; 

d'où  Ton  tire ,  en  développant  et  intégrant, 

S  =  aip(taiig^  — taDg(po)  — — (<p — ^o)— ;^ -^  f^cùs*4^^ 
le  2  4^*f  ç>o 

Les  asymptotes  ont  pour  équation  ~  —  lï  =  o,  de  sorte 

que  la  longueur  comptée  sur  Tasymptote  entre  Torigine  et 
le  point  dont  Tabscisse  est  or,  aéra  donnée  .par  Téquation 


ou 

at 


l  '=1CX\ 

cos^ 


et  si  Ton  observe  que 


ung^ 


I  —  sin  ^ cos  ^ 


«osip  ^^  cosf  i+smf 
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on  trouvera  ,  en  supposant  (p^  =  o, 

cose  a  \      a     f9      _^, 

1  -^5m^       ±e^       2  4^^  J o 

Si  maintenant  on  faitf  =  -,  ce  quî  suppose  a:=oo  ,  il  vien- 
dra 

a^V         \  (\     iV      1/1.3      iV     I  / 1.3.5   iV.         1 

cette  équation  donnera  la  différence  entre  deux  longueurs 
très  considérables  portées,  la  première  sur  Tasymptote  à 
partir  de  l'origine  \  la  seconde  sur  Thyperbole  à  .partir 
du  sonimet,  de  manière  que  leur5  extrémités  répondent 
à  la  même  abscisse. 

4**-  La  parabole  j^*=  7.px^  d'où 


En  posant 
on  trouve 


a    \t  -^  \j 
Si  maintenant  on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  Xo  =  o, 


112  CALCUL    INTÉGRAL. 

on  aura 


i 

SX     1 


y         ax 


Telle  est  la  valeur  de  Tare  de  parabole  compris  entre  le 
sommet  et  le  point  correspondant  à  Tabscisse  x. 
5**.  La  logarithmique  j<-  =  ala: ;  d'où 

j        a  a  ,  dr 

/'=-,     jc  =  -;=a  cotT,     tfx  =  —  a 


S 
d'ailleurs 


J?'  y  sin*T 

r^-  ; 

To  cost  ffln*r 


I  cos»T4-siD*T       cosr  i 


donc 


cotT  sm*r  cosTsm*T  sm"r       cost 

J    sm*T  sinr 


»=4(£-.-a^.)-"»«(i+i)-^(i -?)} 


6®.  La  chaînette  j^  =  a ;  en  posant  Xo=  o, 

c'est-à-dire  en  comptant  l'arc  à  partir  du  point  le  plus 
bas  )  on  trouvera 


—  dx'=ia =  ay  * 


Cet  arc  est  proportionnel  à  la  tangente  trigonométrique 
de  l'inclinaison  correspondante  à  son  extrémité.  Comme 
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on  a 


on  aura  aussi 

Tare,  compté  à  partir  du  point  le  plus  bas  est  donc  le  côlé 
dun  triangle  rectangle  dont  j  est  Thypoténuse,  et  a 
Tautre  côté. 

7®-  Enfin,  lacycloïde 

H^     y  

X  =  Rarccos — — ^  —  V^aR/  — j*. 

Si  dans  la  foi^mule  S  =   /     séc  rdx  on  remplace   x  par 

y ,  il  faudra  remplacer  en  même  temps  t  par  -  —  r;  on 
aura  doue 

<^S=±:co8écrrfr;     s— So=±: /"^cosécTûTr  =  ±:  f^ drWi^J^ 

ou  ,  en  comptant  l'arc  à  partir  de'x  =  jJq)  et  supposant 


Pour  la  cydoïde ,  on  a 

T.  lî.  g 
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donc ,  en  comptant  Tare  à  partir  de  jf  =  o  ou  du.  point 
de  rebroussement ,  il  viendra 

4R  —  S  =  a  l/2R(aR— j). 

Pour  avoir  la  demi-cycloïde ,  il  faut  faire  ^2^  =  aR,  ce 
qui  donne  S  ==  41^;  le  double  de  cette  valeur,  ou  SR, 
sera  la  longueur  d'une  branche  entière  de  cycloïde. 
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Étant  donnée  1^  relation  qui  existe  entre  Tare  et  Tune  des  coordonnées  de 
son  extrémité,  trouver  Péquation  de  la  courbe. 


70.  Nous  avons  vu  (ju^lorsipi'une  courbe  est  donnëepar 
son  écpxation,  on  peut  obtenir  en  termes  finis,  pu  â  Paide 
d'un  développement  en  séries,  k  relation  qui  existe  entre 
un  arc  quelconque  de  cette  courbe  et  les  coordonnées  de 
son  extrémité,  ce  qui  permet  de  calculer  exactement,  ou 
à  un  degré  quelconque  d'approximation ,  la  longueur  de 
Tare  compris  entre  deux  points  donnés. 

Mais  on  peut  se  proposer  un  autre  problème  inverse  du 
précédent,  et  que  Ton  peut  énoncer  comme  il  suit  :  Étant 
donnée  la  relation  qui  existe  entre  Tare  d'une  certaine 
courbe  et  Tune  des  coordonnées  de  son  extrémité ,  trou^ 
ver  l'équation  de  cette  courbe.  Nous  avons  cru  que  cette 
recherche  était  assez  intéressante  pour  qu'on  fût  bien  aise 
d'en  trouver  ici  quelques  exemples. 

Soit  5  ==  f(x)\a  relation  donnée  entre  l'arc  s  et  l'abs^ 
cisse  X  de  son  extrémité,  on  aura 

et  par  suite 

r=fdœ\/[ç'{x)f  -  1  +  a 

s.. 


Il6  CALCUL    IfUTÉGRAL. 

L'intégration  sera  plus  ou  moins  facile,  suivant  la  forme 
de  la  fonction  (f(x).  On  Tachève  plus  facilement  dans 
beaucoup  de  cas  en  substituant  à  la  variable  indëprâidante 

X  Tangle  0  =  -  —  r,  que  la  tangente  à  la  courbe  fait 

avec  Taxe  des  j^.  Cet  angle  est  lié  évidemment  aux  coor- 
données X,  y  par  les  équations 

dy  =  taiigr</x  =  cotOdx,     dx  =  dsûnBy     dy  =z=  dsoosB. 

On  a  d'ailleurs ,  comme  nous  l'avons  vu. 


et  par  conséquent 
d^où Ion  tire 


o' ix)  =.     ,    -   =  coséc^ 


X  =  sJ/(cosécô),     dx  :=z  —  '\!{oo^0)  ->—^d$f 
r=-'J  4^' (cosecô)  ^r^^de  +  c, 

et  enfin,  en  élimiuamt  6  entre  cette  équation  et  celle  qui 
àonne  la  valeur  de  x,  on  arriverait  à  Téquation  cberchée 

Fixyjr)  =  o. 

L'arc  s  de  la  courbe  et  son  rayon  de  courbure ,   seront 
d'ailleurs  donnés  par  les  équations 

s  =^(jf)  =:^[^{coséce)]=/(co8écO), 
^.ds  ds       _,    coséc^  x/cosèc^-^ 


'dr  ""  "^  rfl9  4(co8éce) 


OU 


i'*  Application,  L'arc  s  est  lié  à  l'abscisse  x  par  l'é* 
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quation 
on  aura 

AT  /?  4  ^ 

*  =  ^  sinO,     rfr  =^  ces *BdB^     J  =  -    fcos^edO  -h  C. 

En  intégrant  à  partir  de  0  =  o/j"  =  o,  et  posant 

/>  =  8R,     2ô  =  •, 
on  trouve  définitivement 

X  =  R(#  4-  sin«),     *  =  R{i   —  cos«). 

des  deux  équations  représentent  une  cy cloïde  dont  le  rayon 
générateur  aurait R  pour  rayon,  et  l'on  arrive  de  cette 
manière  au  théorème  suivant  :  Si  en  partant  du  sommet 
de  la  cycloïde  on  décrit  une  parabole  dont  le  paramètre 
soit  égal  au  quadruple  du  diamètre  du  cercle  générateur, 
les  arcs  de  la  cycloïde  seront  égaux  aux  ordonnées  de  la 
parabole.  Cette  relation  entre  les  deux  courbes  ne  doit 
pas  s'étendre  au-delà  du  foyer  de  la  parabole ,  puisque  les 
ordonnées  de  la  cycloïde  deviennent  imaginaires  pour  des 
valeurs  de  x  plus  grandes  que  aR.  On  arriverait  à  la  même 
conclusion  en  remarcpant  que  Tare  s  de  la  cycloïde  est 
donné  par  Téquation 

s  =  2  l/aR^,     ou     s^  '=  8Rr, 

équation  d'une  parabole  dont  le  paramètre  est  8R. 

^^'^  application.  L'équation  qui  lie  l'arc  à  l'abscisse 
est  celle  d'une  parabole  de  l'ordre  m  -+-  /i, 
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On  aura 

dx        .    .       (iw  +  /»)j*+*~'       (m -H  #1)4:      m-^nfx^ 

—  =  srnô  =  ^ _,.  ■     =  ■  = 1  ""  J         î 


m 


m-i-n 


cos6 
et,  eu  posant 

m 

dx=  —  sin^0cos6d6, 
n 

m  "• 

^j  =  ™sin"       0cos*ôrf6  =  9  cosô d sin"Ô. 

On  trouvera  encore,  pour  la  valeur  du  rayon  vecteui*. 


m"-  n 

û=:±  — &in"'^6icosei. 


Considérons  le  cad  particulier  où,  n  étant  égal  à  i,  la  pa- 
rabole est  de  Tordre  m  +  i  et  a  pour  équation 

q  est  alors  égal  à  /7  f  — ri-y  j  »  ^^  ^'^^  * 

X  =—2 —  ^  sin  »+«e,     dx^mq  sin»ô  cos  O^i», 
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^ — =-1 =:  qçosBd. 


qoosBd.ùn^  =  mq9ân'^'^^$eoê*BdO^ 

«^  \W 

p  2=  ±  Mf  tin'^'Ocos^. 
L'intégration  par  papde  idonnera 

y  =  qfùtï'^^cos$-{'  Jm'^'$d$\  -f-  C. 

On  a  d'ailleurs  (n^  30) ,  en  posant  m  -f-  i  =  f^  ^ 
i^.  Si  fi  est  impair  9 

J  /»   L  ^2  ï-3...(M)(^-a)J 

a^.  Si  fx  est  pair 

■+'ôrf©  =  f'nnfede  . 

À  Taide  de  ces  deux  formules  on  arrive  immédiatement 
aux  relations  qui  lient  les  deux  coordonnées  x,  jr  avec 
Vangle  9,  et  par  suite  à  Téquation  F  (or,  y)  =  o  de  la 

courbe  cherchée. 

Supposons  que  m  soit  égal  à  a ,    la  parabole  est  du 

troisième  ordre,  et  donnée  par  Téquation  s*  =  px*\  on 

aura 

g  =-/?,     X  =-~8in^ô,     s  =  q  sin'ô, 
9  3 

rfr  =  2^ sinfl  ixn*Bd$f     ^  = ^  cos'O  -+•  C; 
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mais  quand  6  =  o,  j^  est  aussi  nul,  idonc 

on  aura  encore 

p  =  3^  sin 6  C066  =:  çsin  ^6. 

Pour  obtenir  sous  une  forme  très  simple  Tëquation  de  la 
courbe  en  coordonnées  rectilignes,  posons 

nous  trouverons  ainsi 

J  =  A  sin^e,     1  =  Acos^e, 

Telle  est  donc  Téquation  de  la  courbe  dont  les  arcs  sont 
égaux  aux  ordonnées  d'une  parabole  cubique;  elle  a 
quelque  rapport  de  forme  avec  Téquation 


{i)Hff- 


de  la  développée  de  l'ellipse,  sans  pouvoir  s'en  déduire  ce- 
p:ndant,  puisque  dans  cette  dernière  équation  on  ne  peut 
supposer  A  =  B  sans  que  Ton  ait  en  même  temps  A  =  o, 
B  =  o. 

Si  Ton  faisait 

on  trouverait 

s  =  q%m^Oy     X  =^q sin ^0^     dy  i=  '6q sîn ^0  cos *0(i(f, 
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et  en  intégrant  à  partir  de  6  =  o,  j^  =  o, 
on  aura  encore 


sin 


4  4 


r  =  g(3— 4cos2ÔH-  I  -^cos4^), 


et  en  posant 

a 
"8 


^—^(3  —  4co»26)=4,     46=sr-H»,    f=j  — irtf,  R  =  â, 


I  =R(i  —  cosâf),     «  =  R(«4-  sin«). 

Si  \  n'était  pas  fonction  à  la  fois  de  x  et  de  6  y  ces  deux 
équations  représenteraient  une  cycloïde. 

On  trouvera  encore  que  Téquation  de  la  courbe  dont 
les  arcs  sont  représentés  par  la  parabole  du  cinquième  de- 
gré 5*  =  px^^  est  représentée  par  Téquation 


(i)-(f)*= 


dans  laquelle  y\  est  une  fonction  de  ^  et  de  9,  ce  qui  em- 
pêche qu'elle  ne  soit  un  cas  particulier  de  Téquation 

m  m- 

3"**"  Application,  L'arc  s  est  l'ordonnée  de  Tel lipse 
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on  aura 


En  intégrant  cette  dernière  équation  et  éliminant  0,  oo 
arriverait  à  Téquation  de  la  courbe^  mais  l'intëgratioD 
n*est  pas  possible  en  termes  finis,  eUe  ne  peut  s^eflfectner 
que  par  approximation  :  nous  nous  contenterons  ici  de 
quelques  transformations  assez  élégantes. 
Posons 

X  =  ircosa,     s  ==  ^sin«, 

d'où 

dx  z=i  —  a%madu^     ds  =  b  cosUduy 

dx        .    ^  awu  ^  V^b^  cos *«  —  «*ffln •« 

-y-  =:»inô  =  —  Y ,     cot0=: ; -; 

as  b  cosu  asm« 

et  en  posant  c'  =  — ^ — - , 


dy  =  bdu  \/^i  —  e*  sin*a. 

L'intégrale  de  cette  dernière  équation  représente  une 
fonction  elliptique  de  seconde  espèce,  et  sera  réelle  tant 

que  Tangle  u  vérifiera  la  condition  sin  tt<C  -• 

Si  a  =  £, 

dy  =  adu,\/^i  —  2sin 'il  =:  adu \/e092u , 
Tintégrale  sera  réelle  tant  que  sina  <  — ;?^,  û  <  45**; 
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4™*^  application.  L'arc  5  est  donné  par  Téquation 


qui  représente  une  hyperbole  ^  on  trouTera,  dans  ce  cas, 


|/<i>— .^*5in»e'  .  ^/^a>  — 6»ân»ô* 

a'6*sin0cos0d9        ,  a^b*cùA9*dS 

L'intégrale  de  cette  dernière  expres^On  est  encore  une 
fonction  elliptique  de  seconde  espèce  que  Ton  ne  peut  ob- 
tenir qu^à  l'aide  d^un  développement  en  série.  Examinons  ^ 
en  particulier  le  cas  où,  a  étant  égal  à  &,  Thyperbole  est 
équilatère.  On  a  alors 

a  j    ^  avnGdO  _  ad6 

et  en  intégrant  â  partir  de  9  =  o,  j^  =  o, 

En  passant  aux  nombres ,  on  trouve 
à_i  +am6 

^   -       COS0      ' 


or 


COSO  =  -,       91»  ôr— 


X  J7 
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donc 


a 
ei  enfin 


C'-J=^-«.,  ^=alli±2Eli-. 


=:C--.r^)- 


X 

2 


On  voit  évidemment  sous  cette  dernière  forme  que  ia 
courbe  cherchée  est  une  chaînette. 
Si  Ton  posait 

ces  a  ^    ' 

ces  deux  valeurs  vérifieraient  Téquation  de  Vhyperbok 
donnée,  et  l'on  trouverait 

dy  =  — îi-  j/6»  — tf*sin*«. 
cos'a 

L'intégrale  ne  peut  s'obtenir  qu'en  série,  et  ne  sera  réelle 

qu'auUnt  que  l'angle  u  satisfera  à  l'équation  sin  m  <-. 

5°"*  application  ;  à  la  cycloïde 

a?  =  R  (i  —  cos#),     5  =  R(#  -i-  sin#}, 
ou 


a 


l/aRx 


a?» 


f  =  R  arc  sin m-  l/aRjc  —  x», 


on  a 


et  en  posant 

--^  =  1,,     :r  =  f,     R  =  2R', 
il  vient 
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3r  cette  dernière  équation  est  l'équation  différentielle 
l'une  cycloïde  dont  le  cercle  générateur  aurait  pour  rayon 

K'  ou  —  y  donc  pour  tracer  la  courbe  dont  les  arcs  seraient 

représentés  par  une  cycloïde  donnée,  il  suffit  de  décrire 
une  seconde  cycloïde  ayant  pour  cercle  générateur  un 
cercle  d^un  rayon  deux  fois  plus  petit,  et  de  faille  croître 
les  ordonnées  de  cette  seconde  cycloïde  dans  le  rapport  de 
l/â  à  I. 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  de  la  manière  sui- 
vante :  les  équations 

j?   =  R(i   —  co8«),     s  =:  K(êt  -+-  sin»), 

donnent 


.    ^        dx  sin« 

9UlO    =---=: 


ds        i+cos« 

2Rsin'd 


=  t^i.=  y/-^. 


X  =r 


•sin»ô' 


_4Rsm^cosô^  _^Kcos^de 

"(T^-sin'Ô)»    '       -^""(i-hsin^O)»' 

En  transformant  les  puissances  des  sinus  et  des  cosinus 
en  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples,  on  trouvera 

d6. 


S- 

-C0S2Ô    '      -^      (3  — cosad)- 

L'équation 

sind  =  Ung|« 

donne 

cos*f« 

et  par  suite 

dy  —  aRdW  cos-y  a>  |/cos  « . 

ia6 
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En  faisant 

C09m  =  COS»  ■!•#', 

doù 

sin 

- 

,      _\^t^CC9*im'  _Mim' 

^                        i/ï 

COêy€Ktm  = i— , 

on  trouvera  enfin 

dy  =  R|/^co$»l»'A/, 

X  =V^-  («^  4-  sin*'),     ar  =  -(i  —  oos#'), 

et  ces  deux   équations   représentent   évidemment    une 
courbe  dont  les  ordonnées  sont  k  celle  de  la  cycloïde  de 

rayon  - ,  dans  le  rapport  de  k2  à  i . 

On  arriverait  encore  au  même  résultat  en  intégrant  le 
second  membre  de  Téquation 

on  a  en  effet 

(3  — cosaô)»     ""8(3— cosad)"^8j  3  — cosa©' 


h 


d.iiB  1  .   sîna9l/§ 

=  — rrrarcsm-: 


3— cosad  ""  |/8  3— cosaô* 

et  par  conséquent 

_   /    sinaô              I            .    sinaei/?\ 
jr  =  2R ^H ^^arcsu^ . 
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Mais  récfuatioii 


^         3  —  cosîô 


donne 


donc 


9ina«  =— ^- i '9    co»aô  = ; 


>-  =-  V^arcain*^^      "^  +  V^ i^Rx - x>,  etc. 

1r 

2 

6**  Application  :  à  la  logarithmique  j  =  a  1  x.  On  a 

fànOy 


—-   =  sind  =  -,     or  =  tf  sinO, 


dx    z=:  a  co&BdBy     co&O  = 


a 


sinO 


En  appelant  b  Fordonnée  correipondante  à  9  =  -,  on 
>uvera 

C  =  b    et     /  =  tf  (1  tangif  -h  co8«)  ■+-  6, 


d'où 


y  ^  h  ^  a  coftd  =  tf  1 


1  +  coftO* 


Ett  snbotttnant  pour  9În0,  cô»9  léuré  Taktin  tu  x,  et  pas- 
sant des  logarithtaes  auit  nottibres,  on  tfouirera  définitif 
▼ement 
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En  faisant 

C09«  =  cos*|#', 

doà 

.    ,         V^i  — co»»|#'      «!•' 
.m|^== =-^, 

cos|#rf*  =  — ^î— — , 

on  trouvera  enfin 

rfr  =  R|/2co$»i.»'^', 
X  =V^-  (•'  H-  sin*'),     j?  =  -(i  — cos«r'), 

et  ces  deux   équations   représentent   évidemment     une 
courbe  dont  les  ordonnées  sont  à  celle  de  la  cycloïde  de 

rayon  - ,  dans  le  rapport  de  k2  à  i . 

On  arriverait  encore  au  même  résultat  en  intégrant  le 
second  membre  de  Téquation 


on  a  en  effet 


(3— COS26)»     ""8(3— cosae)"^8j  3  — cosa^' 

S-cosa©  ~\7i *"**"3-cosa6' 
et  par  conséquent 


^  /    smaô              I            .     sina^  l/8\ 
jr  =  2R  (^ _^_-.^.^arcsm5 


.--1 
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Mats  réc|uaticn 


donne 


donc 


^         3  — .cosaO 


9  V^a*(«  — 4P)              ^      îuf  —  3x 
9in2«:z--I^ i ^,     co*afi  = ; 


j-  =?^V/iarc8m^-ï^ — -  +  V^  V^Rx  —  x*,  etc. 


Ir 

2 


6**  ^application  :  à  la  logarithmique  5  =  a  1  x.  On  a 


<^  .   *        X  .   ^ 

—-   =  siii9  =  -,     X  =  €1  «in©, 
as  a 


l/^fl*  —   X* 

dx    z=:  a  eos9d&y     cos©  =  , 

rfy    =  a??î^rfO,      r  =a(ltaiig|ô-hco$ô)-4-C. 


En  appelant  fc  l'ordonnée  coireipondante  à  9  =  -,  on 
>uvera 

C  =   b    et     jr=a{l  tangfe  -f-  ces©)  -h  b, 


d'où 

sînO 


—  è  ^  acosO  =  tf  1 


I  -H  co»0* 


En  snbstrniant  pour  rinS,  cd»9  léuM  Tafeiir»  en  ^,  et  pas- 
sant des  logarithmes  amt  nombres ,  on  tfoufvcfa  définitif 
vement 


j.«*_v/'?rrp 


\  -f-  V^a*-x» 
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Telle  est  réquation  de  la  courbe  dont  les  arcs  sont  égam 
respectivement  aux  ordonnées  d'une  logarithnu<|ue. 

En  partant  de  Téquation  5  =  e',  on  aurait  eu 

'  sinO  '  sin& 

<fy  =  —  acoVOdSj     j  =  fl(ô  -h  cotO)4-C 


JT 


En  appelant  b  Fordonnëe  correspondante  à  9  =  - 
posant 

on  aura 

7  =  û(tang^  —  f)  -I-  ft; 
on  a  d'ailleurs 

/  ax 

tangr  =  cotO  =;  -ï , 


et  par  conséquent 


V  tf  «  —  tf  •  =  fl  arc  tang  -ï 


V  c  «  — a*  =  a  tang  ^ . 

a 

71.  D  est  facile,  dans  beaucoup  de  cas,  de  trouver  les 
développantes  des  courbes  que  nous  avons  considérées 
dans  ce. qui  précède.  En  effet,  si  Ton  représente  par 
Ç,  19,  p,  (T  les  coordonnées,  le  rayon  de  courbure  et  Tare 
d'une  première  courbe  considérée  comme  développée  \  par 
Xy  y  y  r,  s  les  coordonnées ,  le  rayon  de  courbure  et  Tare 
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de  la  développante,  on  a ,  d'après  des  formules  ccmnues  de 
calcul  différentiel , 

dx        dv  dy  dT 

De  plus^  en  appelant  9  Tangle  que  la  toucbante  à  la  déve- 
loppée fait  avec  Taxe  des  j,  cette  touchante  étant  normale 
A  la  développante,  on  aura 

dn  ^  dx 

rfÇ  -  dy' 

et  si  Ton  prend  pour  origine  des  coordonnées  Textrémité 
de  Tare  s ,  on  aura  simplement 

dy 
r  =  ^.    ^=-tang©, 

dx  dy 

-—  =  cosO,     -i-  =  — sin^, 

ds  ds 

Les  valeurs  de—»  -j-t  jointes  aux  équationsqui  précèdent, 

conduisent  immédiatement  aux  expressions 

j^  =  1»  —  0-CO89,     ar  =  Ç  —  «-sin^, 

qui  donneront  j"  et  a:  en  fonction  de  0,  dès  qu'on  connaî- 
tra ^,  19  et  (7.  Il  suffira  ensuite  d'éliminer  B  entre  les  deux 
équations  qui  précèdent  pour  parvenir  à  Péquation  cher- 
chée de  la  développante. 

i"  Exemple:  La  développée  est  un  point  |=  </,  yj  =  è. 
On  pourra  prendre  a  =  k  a*  -f-  ft*,  et  l'on  trouvera 

y  —  h  z=.  —  «•  cosô,   .X  —  a  :=.  —  rsin 6. 

L'équation  de  la  développante  sera  dès  lors 

(^  _a).  -h  (^  —  by  =  fl*  -+-  A>  ; 

par  conséquent  cette  développante  sera  un  cerclé  passant 
T.  II.  9 
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par  Torigine  des  coordonnées.  La  développée  d'un  cercle 
est  donc  un  point,  ce  qui  est^évident  à  priori. 

2"^  Exemple  :  La  développée  est  la  courbe  dont  l'arc  c 
est  donné  par  Téquation 

on  trouvera 


^^  •       n     ^ 


j  =  ^  /  sin  "        0  ces  *Ode  —  q  sin"  B  cos6  ; 

m  m-^n  m 

dx=:qsin'*0  cosQclO, .   dyzzzsin    "     OdÔ,     ds=qûn'^edOi 


q^  comme  nous  l'avons  vu,  est  égal  kpi 1" . 

Si  n  =  I,  C7"*+*=;7S"',  on  aura 

y  =z  mq  j  sin*"'  B  oos  *$<jfô  —  9  sin  "d  cos  ô, 

Si  de  plus  m  =  o,  5  =  ^,  on  trouvera 

J?  =  ^sinÔ,      7  :=  — 9C0S$,     s  t=:  q$y      X*  -^  X*  =q*, 

La  développante  est  un  cercle^  q=p( j     prend  la 

forme  indéterminée  o^^  mais,  pour  avoir  sa  véritable 
valeur,  il  suflit  (Calcul différentiel,  n®  25),  en  faisant 


m 

z»,      z  = 
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m 

de  calculer  la  valeur  de  Texpression  e  '"  correspondante 
à  /n  =  o.  On  trouve  de  cette  manière  que  la  véritable  va* 
leur  de  ç  est  égale  kp. 

Sî  au.  contraire  on  avait  fait  à  la  fois  n  =  i ,  m  =  i , 
«T*  =  ^Ç,  la  développée  serait  la  cycloïde 

ft  =^  (26  -f-  sinaô),     {  =^ (i  —  cos2e), 

on  aurait 

•■=r^sin&, 
a 

et  la  développante  serait  déterminée  par  les  deux  équa- 
tions 

*       T  =  g(^^  —  «inî»^)»     *  ^  ~  g  ('   ~  C092Ô), 

qui  représentent  évidemment  une  cycloïde  égaàe  k  la 
première  ;  la  cycloïde  est  donc  à  elle-même  sa  dévelop- 
pante, ce  que  Ton  savait  déjà. 

Supposons  encore  n=i,m  =  x,  (r*=  ;>^';  la  déve- 
loppée a  pour  équation 


et  Von  aura 


œ-œ*-- 


X  =z-q{i    —  cos^O)  —  ^Mn»ôcosô,     X  =  ^  {  q  sin^û, 
g  =:  q  I  m  *Bc^  =  ^  (a^  -_  sinaô). 

3"*  Exemple:  La  développée  est  la  courbe  dont  Tare 
est  lié  à  Tabscisse  par  Féquation  d^une  byperbole 


il       '^  - 


9- 
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et  qui  est  déterminée  par  les  équations 


K  a»  —  b^  sin*  0  J  [a^^  b*  sin*  6  )» 


b*  sin  »ô 


on  trouvera  pour  la  développante 

y  =z  a*b^    I  r , 

«/  (a»  — *"  sin »ô)ï         l/a*  —  è>sin  *e 

x=  \/a^  -—  ft»  sin  »6. 

Pour  connaître  la  forme  de  Tintégrale  qui  donne  la 
valeur  de  j^  diflërentions  la  première  des  deux  écjua- 
tions  qui  précèdent,  et  posons,  pour  abréger, 

b> 

—  =  c», 

a*  ' 

il  vient  ainsi 

b^       sin'ôrfô 

«  l/^i  —  c»sin»ô 

jr  =::af  f  — -    "^^  -^  Trf© »/T=^c^an^  )  » 

\J  V^i  — c>sin»Ô     •/  '  '^ 

et  en  désignant,  comme  Ta  fait  Legendre ,  les  fonctions 
elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce 

J    K  I  —  c»sm*$      J 

par  les  notations  F  (o,  6),  E(c,  9),  on  aura  définitivement 

y    =  «[F(c,ô)  -   E(c,Ç)]; 
on  a  d'ailleurs 


X  =  \/a*--b*sin^O. 
L'ensemble  de  ces  deux  équations  représentera  la  déve- 
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loppante  de  la  courbe  dont  les  arcs  sont  égaux  aux  ordon- 
nées d'une  hyperbole.  Si  a  =  b,  Thyperbole  devenant 
ëquilatère,  la  développée  donnée  est  la  chainette 


=êC"-^^"'1 


on  aura 


«   . 


^(^''^=/^'     E(c,  «)  =  /cos(>rfe. 
jc  =:  acos  ô,     sin  0  == < —  , 

.    .  ,  H-  sinO 

y  -hasmO  =a\ — , 

cosô 


^-f-i/a»— ^»  =  ûl 


a  -h  l/a*  —  X* 


Telle  est  donc  Téquation  de  la  développante  de  la  chai- 
nette. 

4»«  Exemple  :  Les  arcs  de  la  développée  sont  les  coor- 

e 

données  de  la  logarithmique  a  =  e^;  cette  développée  a, 
comme  on  Ta  vti,  pour  équation 

V  6»  «  —  a»  =  a  tang ^ : 

a 

on  trouvera  pour  la  développante 
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et  en  posant 0  :=:z  6f, 

x-ha  , 

a  .         r  -r-  o 

0    «    —  0'  =  •^— , 


et  enfin 


^h 


.  y 

z=L  a  sec  - 


—  h 


cos: 
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Applications  géométriques.  Deuxième  application  à  la  quadrature  deë  sur- 
faces planes. 


73.  Considérons  deux  courbes  planes  dont  les  coordon- 
nées correspondantes  soient  y,  Y,  puis  un  segment  A 
compris  entre  ces  deux  courbes  CM ,  cm  ,  et  deux  lignes 
Mq/Wo,  Mm,  ou  j:=jCo,  x=X,  perpendiciJaires  à  l'axe 
des  X ,  Taccroissement  de  ce  segment 

correspondant  à  Taccroissement  ÙlX  de  la  variable  indé- 
pendante, est  évidemment  égal  au  produit  de  Ax  par  une 
valeur  de  la  différence  Y  -^  y  moyenne  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  oette  même 
différence  dans  Fintervalle  Ax,  moyenne  qu'on  pourra 
représenter  par  Y  —  j<-  +  c ,  e  désignant  une  quantité 
très  petite  qui  s'évanouira  avec  Ax  :  on  aura  donc 

AA=Aa:(Y— ^+f),       3L  =  Y— 7,       dk-={'Y'^y)dx. 

Si  Ton  substitue  à  Y  et  y  leurs  valeurs  en  x,  cette 
expression  prendra  la  forme  f{x)dx^  et  en  intégrant 
entre  les  limites  Xq,  X,  on  aura 

X 

'Y-~j)rf^. 
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Si  l'on  avait  compté  les  segments  à  partir  d'une  cer- 
taine droite  fixe  CqCq^  on  aurait  trouvé,  en  appelant  A^ 
la  valeur  initiale  CoCo/HoMo  de  ce  segment,  ou  sa  valeur 
correspondante  à  a:  =  Xo,  et  A  la  valeur  correspondante 


A  ^  Ao  =  r'(Y-r)^. 


Corollaire  i**".  Pour  calculer  le  segment  compris  entre 
la  courbe  CM  et  Taxe  des  x,  il  suffit,  dans  rexpressîon 
qui  précède,  de  faire y^  =  05  on  trouve  de  cette  manière 

A=   r   Ydx,     ou     A--Ao=  f'Yiùc, 

tf  X(j  J  Xq 

ou  enfin ,  en  comptant  le  segment  à  partir  de  x  =:  j:^, 
Ao  =  o,     A=  r    Tdx. 

J  Xq 

Corollaire  2"*".  Pour  un  autre  segment  renfermé  entre 
deux  courbes  dont  les  ordonnées  seraient  ^\y' ,  on  aurait 

et  si  Ton  a 

Y'  -y  =   m{Y  -j^), 


A'=  f^{T  -yydx, 

J  Xo 


c'est-à-dire  si  les  sections  linéaires,  faites  dans  les  deux 
segments  par  des  lignes  perpendiculaires' à  Taxe  des  x, 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant ,  on  aura  aussi 

nX 
X'  =  m  I      (Y  —  y}da:  =  mk, 

et  par  consécpient  les  deux  aires  seront  enti^  elles  dans 
le  même  rapport.  C'est  ce  qui  arrivera ,  par  exemple ,  si 
l'équation  d'une  des  courbes  étant  f(x^y)  =  o,  l'équa^ 
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lion  de  Tautre  est 

.■      4.0=  - 

Si  en  efiet  de  la  première  équation  on  tire 

Y  —  p{x),    y  =  x{^)y 
on  tirera  de  la  seconde 

r  =  h^{x\    y'   =  hx{x\ 
et  par  suite 

on  aura  donc,  dans  ce  cas, 

A'  =  hk. 

Si  Y  et  y^  Y'  et  y  sont  respectivement  les  deux  bran- 
ches  inférieui^  et  supérieures  de  deux  courbes  fermées, 
A  et  A'  seront  les  aires  de  ces  courbes. 

Eln  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire ,  mais  échan- 
geant Tune  contre  l'autre  les  deux  ordonnées  x,  y,  on 
prouverait  que  les  aires  des  courbes  fermées  représentées 
par  les  équations 

/(*»  y)^  =  o>   /f  ^»  r  j  —  o, 

ou  par  les  équations 

sont  entre  eUes  dans  le  rapport  de  Tunité  à  la  constante  a, 
et  Ton  en  conclurait  que  les  aires  des  deux  courbes  fer- 

mées/* (a;, j")  =  o,  f  [-%  ï)  =  ^?  ^^^  entre  elles  dans 

le  rapport  de  Funitéau  produit  ab.  De  sorte  que  pour  dé- 
terminer Taire  d'une  courbe  plane  fermée  de  toutes  paru 
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et  représentée  par  une  équation  de  la  forme 


/ 


(^'  !)■ 


il  suffit  de  mesurer  Taire  de  la  courbe  dont  Téquation 
serait /(a:,  y)  =  o,  et  de  multiplier  cette  dernière  par 
le  produit  aJ. 

Lorsque  dans  l'équation/ f-,   ~J  =  o,    on    suppose 

b  =  a^  cette  équation,  réduite  à  la  forme 


/ 


représente  une  courbe  semblable  à  la  courbe  y (x,j^)=o, 
et  dont  les  dimensions  sont  à  celles  de  cette  seconde 
courbe  comme  le  nombre  a  est  à  Tunîté.  Cela  posé,  il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède  que  les  aires  comprises  dans  deux 
courbes  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
dimensions  des  deux  courbes. 
Corollaire  3™*'.  Comme  on  a 

A'=r'(Y'-r')  =  (*-a:,)D', 

D  et  D'  étant  des  valeurs  moyennes  des  diflFérences  Y  —  y, 

A  D 
Y'  — y\  on  en  conclura  p  =  —,  c'est-à-dire  que  le  rap- 
port de  deux  surfaces  planes  est  toujours  une  quantité 
moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  peut  acquérir  le 
rapport  des  sections  linéaires  faites  dans  ces  deux  surfaces 
par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x^  qui  peut 
être  d'ailleurs  une  droite  quelconque  menée  dans  le  plan 
de  la  coui4)e. 
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Enfin  réquation 

A  =  {x  -r  ^o)D 


donne 

A 


X JTo 


=  D, 


ce  qui  prouve  que  le  rapport  d'une  surface  plane  à  sa 
projection  sur  un  axe  quelconque  tracé  dans  le  plan  qui 
la  renferme,  est  toujours  une  moyenne  entre  les  divei-ses 
longueurs  qui  représentent  les  sections  faites  dans  cette 
surface  par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  dont  il 
s'agit. 

13.    applications.    i°.  Le    cercle  x*   -f-  j^'   =   /'*, 
y  =  V^ï^  —  x^\  posons 

on  aura 


.«» 


doù 


—  -^tx*  — 4^r»arctang^-+-C=^x  VO*  — x'  — |r»arctang h 

Si  maintenant,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait  x^  =  o,  il 
viendra 

y  2         ,  X 

"^X/r-^x- 
ou 

A  ■::=i\xy  H-  y  r*  arctang  -. 
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Il  serait  facile  de  vérifier  directement  cette  équation  en 
remarquant  que  le  segment  se  compose  d^un  triangle  et 
d'un  secteur.  Si  l'on  suppose  x  =  r  ely  =  o,  on  aura, 
pour  l'aire  du  cercle ,  Trr*. 

2**.  L'ellipse  --  +  y;  =  i  ^  on  aura 

A  =  -  f'\/a*  —  xS 
et  en  supposant 


ou 

6x 


a  =  I  xj^ -4- T  û^  arctang- 


la  surface  de  l'ellipse  entière  est  ?ra&. 

3^  L'hyperbole  ~  -g  =  i,   ou  ^^  -  J  =i. 


'0 

posons 

on  en  tirera 

a" 


x»  =  ±:- 


"?' 


Jkr  \/x^  Zf:a*=  j  txdx  =  ^te>  —  T  J^^  =  T  ^*  =F «•  J  Tir 


--=*"■-  s  '  m  -  -*'^^-  -'«■'  (t^-^-^' 
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Pour  rhyperbole  —  — 't^ =1,011  aura,  en  prenant  a:o=o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même , 

Telle  est  la  valeur  de  Taire  comprise  entre  Taxe  des  abs- 
cisses, l'ordonnée  y  et  Tare  d'hyperbole  qui  joint  le 
somniet  au  point  C^,^).  Sî  l'on  retranche  cette  aire  de  la 
surface  \  xy  du  triangle  rectangle  construit  avec  les  or- 
données or,  r,  le  reste  ^ailf  ~  +  t  )  ou  \ah\- r  re- 

présentera  le  secteur  hyperbolique  compris  entre  Taxe 
des  a:,  Tare  de  l'hyperbole  et  le  rayon  mené  du  centre  au 
point  (x,  y).  Sî  ce  dernier  point  s'éloigne  à  l'infini ,  la 
surface  du  secteur  devient  elle-même  infinie.  En  dési- 
gnant par  Ç,  n  les  coordonnées  de  l'asymptote  qui  s'ap- 
proche indéfiniment  de  l'hyperbole  prolongée  du  côté  des 
X  et  des  y  positives ,  on  aura 

Y  \         X         Y         X —  £  1,    .         j 

et  en  supposant  yj  =  jr,  t  ==  -, r  =         ■?  *  «re  du 

secteur  hyperbolique  sera 

Si  l'hyperbole  était  équilatèrc,  on  aurait  i  =  a,  et 
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l'aire  du  secteur  serait 


i»-C-T-^-)- 


Si  la  même  hyperbole  était  rapportée ,    non  pJus  k  ses 
axes,  mais  à  ses  asymptotes,  son  équation  deviendrait 

^  =  >\ 
et  Ton  trouverait 

L'aire  du  segment  ou  du  secteur  hyperbolique  est  dom 
exprimée  à  l'aide  des  logarithmes  pris  dans  le  système  doni 
la  base  est  le  nombre  e=  2,71828. . .  et  que  Ton  a  dési- 
gné poiu*  cela  sous  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques. 
4°.  La  parabole  jr*  =  2px  :  en  supposant ,  pour  abré- 
ger, Xq  =  o,  on  trouvera 

de  sorte  que  l'aire  comprise  entre  l'axe  de  la  parabole. 
un  arc  de  cette  courbe  qui  a  le  sommet  pour  origine  et 
une  ordonnée  perpendiculaire  à  l'axe,  est  égal  aux  deux 
tiers  de  la  surface  du  rectangle  circonscrit. 

5°.  Lacourbey  =  Ax*":  on  trouve,  en  prenant 0:0=^' 

6®.  La  logarithmique  y  =  aïxia  désignant  une  cons- 
tante positive,  Ton  aura,  en  supposant  o^o  ==  1 9  x>i, 


="/, 


ixdx'y 


«n  intégrant  par  parties  ,  on  trouve 

Jdx\x  =  x\x  ^-^  f  dx  ^=1  xhc  —  jr  H- C, 


TRBIZIISME    LEÇON.  l43 

ot  par  suite 

A  =  a{x\x  —  x-t-i). 

On  verra  que  Taire  comprise  entre  le  demi-axe  des  j  né- 
gatives ,  la  partie  de  la  logarithmique  qui  a  ce  demi-axe 
pour  asymptote,  et  Taxe  des  x  est  égale  à  a  et-  n'est  par 
conséquent  pas  infinie. 

X  X 

7*^.    La    chaînette   j  =  a  ^- — .On  aura,  pour     , 

la  surface   comprise  entre  Taxe  des  x,  la  chaînette  et  les 
deux  ordonnées  a  ex. y  correspondantes  à  j:=  o  et  a:  =  a:, 

X  X 

A=:  a» =flS, 

2  ,  . 

S  étant  l'arc  de  la  courbe,  comprise  entre  le  point  le  plus 
bas  et  le   point  (x,  y). 

8®.  La  cycloïde  ,  représentée  par  les  équations 

jr=  R  (tf  —  8in#),     7  =  R  (i  —  COS4»), 

on  aura  ,    en  désignant  par  cOq  la  valeur  de  co  correspon- 
dante à  a:  =:  oTo,  et  comptant  les  aires  à  partir  de  Xo, 

Xdx  =   f     x*déÊ  =  K*  f     (i —CCS •)»€/«»  '     ^ 

/*• 
==:  R*    I        (l  —  2COS#+COS*«)^«, 

ou  parce  que 

I  -f-  COS2»  P  • 

COS'«= ,         A=:RM       (I  — 2C0S#H-|c0S2«)Jar, 

2  •/  û»o 

et  en  faisant  x^  =  o,  co,,  =  o, 

A  =  R*  (f  #  — 2sin«  -f- 1  sin2âr). 
Pour  avoir  l'aire  comprise  dans  une  branche  entière  de 
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cycloïde ,  il  faut  poser  w  =  aîr,  on  trouve  alors 
A  =  3îrR*. 

Cette  aire  est  donc  équivalente  au  triple  de  la  surface  di 
cercle  générateur. 

9^.  On  demande  Taire  comprise  dans  la  courbe  fermée 
jjtm  +jr««  =   1-  reprenons  Téquation 


il  faudra  prendre 


\  I 

Y=(i  —  j:»")Ï^,   /o=  — (i— JP»*)^,     ^o  =  — 1,     X=:i; 

on  aura  donc 


si  m  =  I ,  il  vient  A  =  t:,  ce  qui  devait èlrc 

lo^.  On  demande  Taire  comprise  dans  Tintérieur  de 
la  cx)urbe 


pW-4-i^^anH-.    ^,^ 


on  aura 


considérons  le  cas  où  m  =  i ,  et  faisons 

X  =  sin*"+'^, 
il  viendra 

A=4(a«4-i)  /   cos"+»^sin»'»^rf^=(8/H-4)  f    cos*"+»^(i— cos'fH 
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puis  en  développant  (i  —  cos'^)"  et  intégrant, 

.    r  1.3,5... (2/1 -hp    /II. 3.5... (2/1-4-3)     /t(ii«i)i.3.5...(2/i-f-5)  1 

»  "^  ^^"'La.4.6...(2«4-2)  "  1  24.6...(2/H-4)"*"    1.2    2.4.6...(2;i-h6)^^*'"J- 

Si  Pou  suppose  à  la  fois  m  =  i ,  n  =  i ,  Téquation  de  la  ' 
courbe  se  réduit  à  x*  +  JK*  =  i  ?  et  l'on  a 

r^/      1  6  \-j       c  /^'-^        i.3.5\      I  3        3 

et  en  ayant  égard  au  deuxième  corollaire  (n^  73)  ,  on  en 
conclurait  que  Taire  de  la  développée  de  TelKpse,  repré- 
sentée par  Féquation 

dans  laquelle 

a^—  b^     '            a^  —  b^ 
A  = ,      B  = ; , 


a  étant  le  grand  axe,  et  b  le  petit  axe  de  Tellipse,  a  pour 
mesure 

g,rAB_g«— ^^ . 


T.  II.  «» 
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Applicationa  géométrique.  —  Troisième  application  à  1«  quadriture  d» 
fiurfaces  courbes. 


là.  Lemtne.  Si  l'on  projette  sur  un  plan  un  élément  a 
de  surface  courbe  dont  les  deux  dimensions  sont  très  pe- 
tites, et  si  l'on  prolonge,  quand  il  sera  nécessaire,  les 
arêtes  du  cylindre  projetant  jusqu'à  ce  qu'elles  ren- 
contrent le  plan  tangent  mené  à  l'élément  a  par  un  de 
ces  poinU,  le  rapport  de  l'élément  a  à  la  petite  aire  a 
ainsi  déterminée  sur  le  plan  tangent,  aura  pour  limite  l'u- 
nité 5  de  sorte  que  la  projection  a  de  l'élément  a  sera 
sensiblement  égale  k  a  cost  x  (i  +  i)  =  a  (cost  +  c), 
T  étant  l'angle  que  forme  le  plan  tangent  avec  le  plan  de 
projection,  et  /,  s,  des  (p:iantités  très  petites. 

Démonstration.  Par  le  point  de  contact  C  du  plan 
tangent  avec  l'élément  a,  je  fais  passer  un  troisième 
plan  ,  il  coupera  les  aires  a  et  a',  suivant  deux  lignes 
AB,  A'B'  qui  seront  deux  dimensions  correspondantes 
mais  quelconques  de  ces  aires;  or,  de  ce  que  nous  avons 
dit  sur  un  arc  de  courbe,  on  conclura  facilement  que  le 
rapport  de  l'arc  AB  à  la  portion  de  tangente  A'B'  a  pour 
limite  l'unité.  D'ailleurs  deux  surfaces  dont  les  dimen- 
sions correspondantes  sont  sensiblement  égales,  ne  peu- 
vent différer  elles-mêmes  que  de  quantités  très  petites; 
donc  l'aire  a  de  la  surface  courbe  est  sensiblement  égale 
à  la  portion  a'  du  plan  tangent,  et  l'on  aura 
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iï'  =  a(i-f-i),   lim—  =  i; 

si  maintenant  on  appelle  d  la  projection  commune  dea 
aires  a,  ci  ^  et  r  Tangle  du  plan  tangent  avec  \b  plan  de 
projection,  on  aura 


a"      cosr 

75.  Considérons  maintenant  une  portion  d'aire  curvi- 
ligne située  sur  la  surface  ^  =  F(j:,  y)  et  terminée  d'une 
part  par  deux  plans  AB,  DC  ou  x  =  oTo,  jî  =  X,  et  de 
Vautre  par  deux  portions  de  cylindres  AD,  BC  dont  les 
équations  soient 

y  ==  4)(ir),       Y  =r  x[^)f 

et  proposons-nous  de  déterminer  cette  aire  qui  sera  évi- 
demment une  certiiine  fonction  de  x. 

Pour  cela  coupons  Taire  dont  il  s'agit  par  deux  plans 
perpendiculaires  à  Taxe  des  x  et  séparés  par  un  intervalle 
infiniment  petit  ùx  ou  dx^  Ces  plans  détermineront  une 
bande  abcd  qui  sera  l'accroissement  AA  de  l'aire  ABCD 
correspondant  à  Aa:,  accroissement  dont  on  pourra  dé-^ 
duire  la  différentielle 

de  l'aire  A,  et  par  suite  cette  aire  elle-même, 

/•X 

A  =    I      4W^- 

Reste  à  'évaluer  la  fonction  ^  (x)  ou  la  différentielle 
jf  (x)  dx.  au  moyen  des  données  de  la  question.  Pour 
cela  partageons  la  bande  abcd  7=  B  en  éléments  in- 
finiment petits  dans  deux  dimensions,  par  des  plans 
perpendiculaires  à  J'axe  des  j  et  séparés  l'un  de  l'au- 
tre par  un  intervalle  ^y^^dy  :  l'élément  mnpq  qui  a  pour 
projection  mulp'q  =  AarZiyest  l'accroissement  A3  de 

ÏO.  . 


t48  CALCUL    INTÉGRAL. 

la  bande  B  correspondant  à  Taccroissement  Z^'.  On  a 
d'ailleurs ,  en  vertu  du  lemme  déjà  démontré,  et  en  dési- 
gnant par  T  l'angle  du  plan  tangent  avec  le  plan  jy. 


n  n  p  q 
COSr  -h  I         COST  -H    c 

donc 


m'n'p'q'                ùiX\x 
mnpq  =  A^B   =  = — 


A^B Ax       dx 

^y        cosT-i-i       cosT-4-*' 

^^    dB       dx      «     -  r^  ^r 

^         dy       cost  t/^icosr  .  ^ 

et  par  conséquent 

T  ou  l'angle  du  plan  tangent  avec  le  plan   ;rj^   est  en 

même  temps  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  1  are 

dz  dz 

des  z  \  on  aura  donc ,  en  posant  —  =/?,  —  =  ^, 


cosr  = 


=,    séCT=:V^/7»+  ^* -4- I- 


1 


Si  l'équation  de  la  surface  avait  été  donnée  sous  la  forme 

u  ■=  F(ar,  jr,  z)  =  o, 
on  aurait  eu 

du 


cosr 


on  aura  donc,  en  substituant, 

Arrrf       f     dxdy\/p^ -^  q^ -^  l. 
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OU 


A=    r      f    dxdy 


m^- 


(du 


\dz) 


du 
dz 


Au  moyen  de  Téqaation  de  la  surface  qui  donnera  z  en 
fonction  de  x,  j^,  on  ramènera  V'p^  +  q^  +  i,  ou 


>/(£)Mïy— 


m 


du  ' 

dz 

à  la  forme  F  (x,  jr)  ^  une  première  intégration  faîte  par 
rapport  à  jr  entre  les  limites  jr  =  y(x),  Jr=  ^(x)^ 
donnera 

et  Faire  curviligne  cherchée  sera  enfin  exprimée  par  l'in- 
tégrale  r    F{x)dx. 

76.  On  peut  encore  démontrer,  comme  il  suit,  et  plus 
rigoureusement  peut-être,  la  formule  fondamentale 

A=rl        I      9i^CTdxdy, 

J  XqJ  y 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'évaluer  la  portion  de 
surface  courbe  comprise  entre  les  quatre  plans  x  =  x^, 
X  =  x^y  =  y  fit  y  =^  y*  Cette  aire  A  sera  une  fonction 
de  X  et  de  j"  et  l'on  peut  poser 

A  =  <^{xy  y)', 
elle  a  de  plus ,  pour  projection  sur  le  plan  xy\  le  rec- 
tangle {x  —  Xq)  (j^  —  j-q),  et  comme  elle  devra  s'éva- 
îiouir  en  même  temps  que  sa   projection,    c'est-à-dire 
pour  j:  =  Xo,  quel  que  soit  j*,  et  pour^  =  J"o  q^el  que 
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soil  or,  on  aura 

Enfin  l'élément  ou  raccroisseinent  A^^A^  ^(a:,^)  cor- 
respondant à  des  accroissements  très  petits  Ao:,  A^,  aura 
pour  projection  sur  le  plan  ay>  le  rectangle  AxA^,  et 
l'on  aura,  en  appelant  t  l'inclinaison  du  plan  Ungenl  en 
un  point  de  l'élément , 

AjAx  =  (cost  -+-  fi)  a^a,^(j:,/); 
on  en  conclut 

^*<p  {^9  y) 


Ay 


AJC  1 


A^         "~  cosr  -h  t' 

puis  en  faisant  décroître  indéfiniment  la  valeur  de  àjy 

d^  à^^{xyX) i__ 

djr       àx  COST  4-e" 

et  en  faisant  aussi  Ax  =  o, 

dydx  coSr 

OU 

djr       dx 

En   intégrant    l'équation  ^  ^'^  ^-'  ^^  =    ■     ■  ■■'  '*  ^**" 

°  ^  û[y         Ao:  cosr  -h  e 

les  limites  /,  F,  on  aurait 

pour  1^  valeur  de  l'aire  qui  a  pour  projection  sur  le  plan 
ooy  le  rectangle  déterminé  par  les  quatre  lignes  x  =  J. 

X  ==  o: .+-  Ar,  j^  =y,  y  =  Y, 
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iVIultiplious  par  dy  Féquation  —  ■■  •    '  ^^  =  sécr,  et  inté- 
grons à  partir  de  jo,  il  viendra 

mais  <p(aP,  jTo)  =  o,  donc 

par  suite 

et  enfin,  puisque  9(^^09  j)  =  o^ 

f(x,  /)  =  A=:    1         /      sécr  «te </^. 

Concevons  maintenant  que  Taire  à  évaluer  soit  com*^ 
prise  entre  deux  plans  x  =  x^^  a?  =  j:,  et  deux  surfaces 
cylindriques  j^  =:y(x),  Y  =z  x(jc)>  elle  sera  Une  cer- 
taine fonction  de  Tabscisse  x  et  Ton  pourra  poser 

A  =  /(x)  : 

r accroissement  de  cette  aire  Af(x)  correspondant  à  Ar 
sera  une  petite  surface  dont  la  projection  sur  le  plan  œjr 
est  renfermée  entre  deux  plans  x  =  Xj  x  =  x  +  Ax,  et 
deux  petites  portions  de  lignes  courbes  appartenant  aux 
courbes  y  =  <f  (x),  Y  ■=.  y^  {pc).  Cette  projection  est  com- 
prise entre  deux  rectangles,  Tun  inscrit,  l'autre  circons- 
crit, correspondant  à  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des 
valeurs  de  la  différence  Y —  y  entre  les  limites  x  et 
X  +  Aa;  5  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  la  dif- 
férence Y  —  y^  seront  d'ailleurs  deux  quantités  de  la 
forme 
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0  et  0'  désignant  deux  nombres  plus  petits  que  Funité.  Le$ 
rectangles  inscrit  et  circonscrit  seront  les  projections  de 
deux  nouvelles  aires  dont  Tune  est  inférieure ,  l'autre  su- 
périeure à  l'aire  Af(x).  Déplus,  chacune  de  ces  aou- 
velles  aires  étant  comprise  entre  quatre  plans 

sera  mesurée,  en  vertu  de  ce  qui  précède ,  par  une  ex- 
pression de  la  forme 

Jy    COSr  +  i  •/y(x-t-Ô'Ar)  COSr-h  6 

il  en  sera  donc  aussi  de  même  de  l'aire  A  f{x^^  et  Ion 
aura 

^f(x)  =àx  }  -^ , 

J  ç>(j- 
ct  en  passant  à  la  limite 

df[x)  ^     rxi')     dy 
dx  J  ff{x)     cosr  ' 

on  en  tirera ,  en  intégrant  à  partir  de  Xq  ,  et  remarquant 
que  l'aire  f{x)  s'évanouit  quand  on  y  fait  x  =  Xq, 

J  Xq         ^  f{r)       COSt         J  Xo    Jj      COSt 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
77.  Corollaire  i''.  On  a 


a/(^__   fXi^-^^^)        dy 
àx  J  (f,(x-+-î/^)  cosr  •+-  t  ' 


X 


y 

sécrdy  =  (K  —  y)séct, 


t  désignant  une  quantité  moyenne  entre  les  diverses  va- 
leurs que  reçoit  l'angle  r,  tandis  que  j^  varie  entre  les  li- 
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mi  les  j^,  J^,  on  aura  donc 

(I^— /)  8écrd:r  =  sécT  /     (r— /)d:ar  =PsécT. 

P  désignant  la  projection  f      (IT —  y)dx  de  la  surface 

J  Xq 

courbe  A  sur  le  plan  xy-^  T  une  moyenne,  entre  les 
diverses  valeurs  de  t,  qui  correspondent  aux  diverses  va- 
leurs de  jc,  et  par  conséquent  une  moyenne  entre  les  di- 
verses inclinaisons  de  la  surface  A  par  rapport  au  plan 
xyi  Comme  ce  plan  ay  est  d'ailleurs  quelconque,  il 
s^ensuit   que  le  rapport  entre  une  surface  courbe  et  sa 

projection   sur  un  plan  quelconque,  est  une  moyenne 

entre  les  sécantes  des  diverses  inclinaisons  de  la  surface , 

par  rapport  au  plan  dont  il  s'agît. 

Corollaire  a"*".  Si  l'inclinaison  t  devient  constante  et 

égale  à  T,  on  aura 

A  =  séc  T   1        I     dxdy  =  P  secr, 

et  Ton  en  conclut  que  lorsqu'une  surface  a  dans  tous  se^ 
points  la  même  inclinaison  par  rapport  au  plan  :r^, 
une  aire,  mesurée  sur  cette  surface,  est  équivalente  au 
produit  de  sa  projection  sur  le  plan  xy  par  la  sécante 
de  l'inclinaison. 

Cette  proposition  permet  de  calculer  directement  l'aire 
de  certaines  surfaces  courbes.  Supposons ,  par  exemple , 
qu'on  veuille  calculer  la  surface  d'un  tronc  de  cône  droit , 
qui  a  pour  base  des  cercles  dont  les  rayons  sont  R  et  r, 
on  a 

P  =  t(R»  —  r%     A  =  ^(R  -h  r)(R  —  r)sécT. 
Or,  si  l'on  désigne  par  /  Tapothème  du  tronc  de  cône, 
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on  a 


jk -, 

R  —  r  =z.   Icosr,      =  (R  —   r)sécf 

COSr 


donc 


.           arR  •+-  ajrr  , 
A  = 1, 


la  surface  d'un  tronc  de  cône  droit  est  donc  égale  au  pro- 
duit de  son  apothème  par  la  demi-somme  des  circonfé- 
rences des  bases. 

78.  Lorsque  Téquation  de  la  surface  se  réduit  kz=f{x)^ 
c'est-à-dire  lorsque  la  surface  devient  un  cylindre  dont 
la  génératrice  est  paraUèle  à  Taxe  des  y,  on  a 

^  =  •'  =  "'  di  =  f^'^' 

A  =   f^  f^ dxdyVi+{f'{x)]\ 

Alors  si  Ton  veut  calculer  l'aire  comprise  entre  deux  gé- 
nératrices et  deux  courbés  planes  parallèles  à  la  base,  il 
faudra  supposer  que  Y  et  y  sont  deux  quantités  cons- 
tantes dont  la  différence  est  la  distance  D  des  deux  plans 
ou  Tépaisseur  de  la  tranche  cylindrique  \  donc 


=  D   /     se 


sécr  dlr. 


Mais  dans  le  même  cas,  r  ou  l'inclinaison  de  la  surface 
par  rapport  au  plan  xy^  est  aussi  l'inclinaison  par 
rapport  à  l'axe  des  x  de  la  courbe  qui  sert  de  base  au  cy- 
lindre dans  le  plan  zx^  et   par  conséquent  l'intégrale 


j 
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sécrdoc  représente  évidemment  l'arc  s  compté  sur 

cette  courbe  entre  les  génératrices  données:  il  en  résulte 
que  Taire  d'une  portion  de  surface  cylindrique  comprise 
entre  deux  génératrices  et  deux  courbes  renfermées  dans 
deux  plans  parallèles  à  la  base,  est  égale  au  produit  de  la 
distance  de  ces  deux  plans  par  Tare  compris  sur  Tune  des 
courbes  entre  les  deux  génératrices,  et  par  conséquent 
Taire  d'une  surface  cylindrique  droite  est  égale  au  pro- 
duit de  la  hauteur  par  le  périmètre  de  sa  base. 

Comme  exemple  de  calcul  on  peut  déterminer  la  por- 
tion de  surface  du  cylindre  jc*  —  Ro:  +  z"  =  o,  renfer- 
mée dans  la  sphère  x*  -hj*  +  ^*  =  R*,  la  portion  de  la 
surface  cherchée  est  terminée  sur  le  plan  xy,  par  la 
parabole  j^*  =  R  (R  —  or),  projection  sur  ce  plan  de  Tin- 
tersection  dû  cylindre  et  de  la  sphère;  oh  aura  par  con- 
séquent 

on  a  de  plus 

Les  limites  x^ ,  X  seront  d'ailleurs  x^  =  o,  X  =  R; 
on  aura  donc,  pour  Taire  mesurée  du  côté  des  z  posi- 
tives, en  remarquant  que  sécr  ne  dépend  que  de  x, 

I    sècTdfdx=  f     sécr</4?(r— /)  =    /     R'— ^=2R% 

et  pour  la  surface  totale  interceptée  par  la  sphère 

A  =  4R*. 
Si  Ton  cherchait  la  portion  de  la  surface  de  la  sphère 


iec 


l56  CALCUL    INTÉGUAL. 

comprise  dans  rinlérieur  du  cylindre  du  côté  des  j' posi- 
tives et  du  côté  des  z  positives ,  on  trouverait 

ar«  =  o,     X=R,    j  =  V/'R (R  —  x),      Y^  V^R»  —  x*, 

/     dxdy      .  ; 

o  «^  V/IV— R*  KR*— X»— -^» 

on  a  d'ailleurs 

{-y==L==  =  arcsin      .   -^         -h  C, 

J  V^R»  —  ;p*  — ^»  V/^R»— X» 


donc 


R4-Jc' 
Posons 


A  =  R  /      ctr  arccos  l/- 

«  =  arccos  1/ ,     x  =  R tang  »«, 

▼    RH-  X 

il  vient 

/<ix  arccos  l/r; =    tudx^ux — lxrfa=iix  — R/( i]du 
y  Rh-x       J                     J                        j  Vcos»a         / 

=  (x  -^  R)a  —  R  tangii  4-  C, 
et  par  suite 

A=:R  f   rfxarccos  V- =:(~-.i)R». 

i/o  vR-hx        \2         /         • 

En  doublant  cette  dernière  quantité ,  on  obtiendra  la  por- 
tion de  la  surface  sphérique  interceptée  par  le  cylindre 
du  côté  desj  positives,  et  correspondante  à  des  valeurs 
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soit  positives,  soit  négatives  de  Tordonmée  z.  En  désignant 

cette  portion  par  A,  Ton  aura  I 

A  =  (^  -  a)R>  =  (i,i4i59...)R*.  i 

79.  Concevons  qu'après  avoir  tracé  dans  le  plan  xy 
une  courbe  représentée  par  Téquation  y  =  f  (x),  on 
fasse  tourner  cette  courbe  autour  de  Taxe  des  x ,  elle  en- 
gendrera une  surface  de  révolution  dont  Téquation  sera 

et  la  portion  de  cette  surface  située  du  côté  des  z  posi- 
tives entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  sera 
donnée  par  Féquation 

pourvu  que  la  fonction  f{x)  ne  change  pas  de  signe  entre 
les  limites  OTofX.  Comme  on  a 

on  aura 

or 

/-/(*)  dy  

a".  La  valeur  numérique  du  produit 


l58  CALCUL    INTÉGHAL. 

est  précisëmeut  la  normale  JN  à  la  couri>e  génératrice  :  oo 
aura  donc 

A  =  *  /     Ne/*, 

et  Faire  totale  de  la  surface  de  l'évolution  sera  donnée 
par  Téquation 

A  =3  2^    /•    Niilr. 

J  Xq 

80.  On  peut  arriver  d^une  manière  directe  à  une  for- 
mule importante  qui  comprend  la  précédente  conune  cas 
particulier.  Appelons  B  Taire  mesurée  sur  la  surface  de 
révolution  entre  deux  plans  fixes  qui,  passant  par  Taxe 
des  X ,  comprennent  entre  eux  un  angle  a  et  deux  pLuii 
X  =  Xq,  a:  =  j:  perpendiculaires  à  cet  axe  ;  puis  dési- 
gnotis  par  t  Tinclinaison  de  la  génératrice  au  point 
(x,  J'i  z)\  si  Ton  attribue  à  x  Taccroissement  Ax:,  A^B 
sera  ime  petite  portion  de  surface  dont  Tinclinalâon  par 
rapport   au  plan  yz   restera  sensiblement  la   même  en 

tous  ses  points  et  différera  très-peu  de  -  —  t.    Donc,  en 

vertu  d'un  théorème  ci-dessus  démontré,  on  aura,  en  ap- 
pelant P  la  projection  de  Aj.B  sur  le  plan^^, 
ÀxB 


■  =  860 1 

\2 


p y.    -^l-Hi; 


mais  P  est  la  différence  entre  deux  secteurs  dont  les  rayons 
jr  et  j^  +  bkf  comprennent  entre  eux  un  angle  a,  on  aura 
donc 

et  par  suite 
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et  en  passant  à  la  limite 


=  l'^^(^-^> 


dx 


mais 


.  sécf-  —  T  )=±tangT6éc(  -  —  T  )=— r-^  = =  sécT, 

dx        \^  J  \a  /         MDr  COST 

et  d'ailleurs  le  produit  zt:  j^  sec  ?  est  ^al,  en  valeur  abso- 
lue ,  à  la  normale  N  de  la  génératrice  ;  ou  trouvera  donc 

Si  on  veut  Taire  engendrée  par  la  révolution  complète 
de  l'arc  de  la  génératrice  compris  entre  les  limites  x^,  X, 
il  faudra  supposer  a  =  27r;  on  aura  ainsi 


X 


ou,  ce  qui  revient  au  même , 

A  =  ajT   I      /  sécr«&p  =r  2îr  f      y  \/\  -^  y'^dx. 

Exemple  :  i°  La  courbe  génératrice  est  une  droite  pa- 
rallèle à  Taxe  des  x,  et  située  à  une  distance  R  de  cet 
axe  ;  on  aura 

N  =  R,     A  =  aîrR(X  — ;Co): 

la  surface  latérale  d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire, 
est  le  produit  de  la  hauteur  du  cylindre  par  la  circonfé- 
rence de  sa  base. 

2?,  La  génératrice  est  un  cercle  dont  le  rayon  est  R,  et 
dont  le  centre  est  situé  sur  l'iji^e  des  x  :  on  a 

N  =  K,    A  =  a»R(X  — or*); 
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la  surface  de  la  zone  sphérique  est  donc  égale  au  prodik 
de  sa  hauteur  par  la  circonférence*  d  un  grand  cercle.  El 
prenant  X  —  j:^  =  aR  pour  avoir  la  surface  de  la  sphère, 
on  trouvera  qu'elle  équivaut  à  c[uatre  fois  la  surface  Ai 
grand  cercle. 

3°.  La  génératrice  est  une  ellipse 

^  +  r-  =  " 

la  surface  engendrée  est  Tellipsoïde 

X»        r>  -h  a» 


en  supposant  a  >  6  et  posant  e  = ,  on  a 

à  .  y 

N  =  -  K  û*  —  ff»x% 
a 

or  si  Ton  pose  ~  =  a\  il  viendra 

a'    J  Xo 

—fidx  V^a*  —  ic*  est  Taire  correspondante  aux  abs- 
cisses Xo,  X,  dans  l'ellipse  qui  aurait  pour  équation 


f  =  >■ 

b* 


Donc  si  Ton  fait  tourner  une  ellipse  autour  de  son  grand 
axe,  la  surface  de  la  zone,  engendrée  par  la  révolution 
d'un  arc  de  cette  ellipse ,  sera  le  produit  du  nombre  tt  par 
la  surface  comprise  entre  Us  plans  qui  renfermeront  les 
deux  bases  de  la  zone  dans  une  seconde  eUipse  que  Ton 
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déduira  de  la  première  en  faisant  croître  le  grand  axe 
dans  le  rapport  de  i  k-y  e  étant Texcentricité  :  on  trou- 
vera, par  ce  moyen,  que  Taire  totale  de  rellipsoïde  de  ré- 
yoliition  est  donnée  par  Téquation 

..        !i^ab  ae 

A  =  2irô*  H arctang  -j-. 

Si  Ton  supposait  à  <  ft ,  ou  si  Tellipse  tournait  autour 

,                                                                              \/A«  — a* 
de  son  petit  axe ,  on  aurait ,  en  posant  e  = -. , 

et  par  suite  N  =  —  y/ ^,  +  a:% 

A'  étant  (n°  73)  Paire  comprise  entre  les  plans  x  =  x^y 
x=X, dans rhypcrbole  t; —  ==  i,  et  Ton  aura  par 

conséquent,  pour  l'aire  totale  de  ce  second  ellipsoïde  de 
révolution , 

A=2vA»-h  —  If   _   y 

4**.  La  génératrice  est  une  hyperbole 

a*      b*         *  b*       a*  ' 

les  surfaces  engendrées  auront  pour  équations 

^      r*  H-  a*  Y*  ■+-  z*       j:* 

et   représenteront    un    hyperboloïde  de    révolution    k 
deux  nappes  distinctes  ou,  à  une  seule  nappe.  En  posant 

ae  =  V^à*  4-  b'y 
T.   II.  Il 
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on  troa^era 

A'  désignant  la  surface  comprise  entre  les  plans  x=  x^ , 
X  =X,  dans  les  hyperboles  qne  Ton  déduit  des  premières, 

en  faisant  décroître  Taxe  réel  dans  le  rapport  de  i  â  — • 

5^.  La  génératrice  est  une  parabole  j^  =  ^P^^  ^  P^* 
raboloîde  engendré  a  pour  équation  ^  +  z'  =  apjr  ^  on 
trouvera 

Si  l'on  fait  x^  =  o,  et  par  suite  N^  =  p^  on  aura 

6**.  La  génératrice  est  ITiyperbole  3cy  =  ^a',  la  sur- 
face engendrée  a  pour  équation 

^{r*  +  «•)  =  7^^. 

De  Téquation 

A  =  2W   I     ^  sécrd!a: 
on  tirera 


de 

plus  on  a 

A  = 

,      dx 
secr  — ; 

tangr  = 

-y  = 

et 

par  suite 

2 

\x 

=  la-|)a-i.ltaDgr, 

I          £/r 

2sînrcos7' 

tangr 

dx  _ 
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Jto  SinTCOS'r 

\COSro        COSr  **2  ^  a/ 

X 

7^.  La  génératrice  est  ]a  logarithmique  j"  =  e'. 
La  formule 


A  =  air  f  xdxy/i-h/^ 


donne 


4  =  2x     r^^dlrV/i-hy-, 
de  plus 

X  XX 

donc 

A  —  a»a*  /  ,  d/V^i  -h/'  : 
or 

donc 


8®.  La  génératrice  est'la  chainettey  =a On  a 

II.   . 
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et  en  faisant  x^  =  o,   on  aura 

^="r(-^^  ^="[-5('^-'"^)]- 

9®.  La  génératrice  est  la  cycloïde 

«  =  R  (#  — .  sin  #),     ^  =  R  (i  —  cos#X 
d'où 

A  =  a'flrR»  r*fï— cos#)^rf«  =  8irR*   f   sin'-Ar; 
on  a  d'ailleurs 


-I 
donc ,  en  supposant  w^  =  o, 

A=4»B.*(  X— 3cos — Hxcos  — J. 

L'aire  de  la  surface  de  révolution,  engendrée  par  la  demi- 
cycloïde  entière,  s'obtiendra  en  faisant  co  =  air,  et  sen 

A  =  -V^R»  =  5(8R)«. 

81 .  Si  l'on  faisait  tourner  autour  de  l'axe  des  x,  non 
plus  la  courbe  y  =.f{x)^  mais  celle  qui  est  représentée 
par  l'équation 

h  désignant  une  constante  positive,  on  aurait 

4-  iiTrh  (     dx  \/i  -+-  y*  =r  A'  4-  ^irbsy 
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en  désignant  par  A'  la  jportion  de  surface  engendrée  par  la 
courbe  y  =  f{x)^  et  par  s  Tare  compris  sur  la  courbe 
y  =  f(oc)  entre  les  points  correspondants  aux  abscisses 


X. 


Si  l'on  remplaçait  b  par —  4,  mais  en  supposanty(j:)<i; 
A'  —  ^Tzbs  représenterait,  non  plus  Taire  A,  mais  cette 
aire  prise  avec  le  signe  —  \  on  aurait 

A  -H  A'  =  nwbs. 

On  conclura  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  fait  tourner 
successivement  un  arc  de  courbe,  i®  autour  d'un  axe  choisi 
arbitrairement,!!^  autour  d'un  axe  parallèle  séparé  du 
preniier  par  la  distance  b  \  la  différence  entre  les  deux 
surfaces  engendrées,  si  les  deux  axes  sont  situés  du  même 
côté  par  rapport  à  Tare  générateur,  ou  leilr  somme,  si  les 
axes  de  révolution  sont  situés  de  différents  côtés  de  l'arc 
générateur,  sera  égale  au  produit  de  ce  même  arc  par  la 
circonférence  que  décrirait  un  point  du  second  axe  tour- 
nant autour  du  premier. 

A  l'aide  de  ce  théorème ,  que  l'on  peut  étendre  au  cas 
même  où  l'arc  de  courbe  sera  rencontré  en  plusieurs 
points  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation, 
on  prouvera  sans  peine  que  toute  courbe  qui  a  un  centre, 
en  tournant  autour  d'un  axe  qui  ne  le  rencontre  pas ,  en- 
gendre une  surface  équivalente  au  produit  de  son  péri^ 
mètre  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  autour  de 
cet  axe. 

82.  La  formule  fondamentale  A  =>   /        /     dxdy  sécr 

J  Xq     J  JTo  

suppose  que  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  ocy 
n'est  coupée  qu'en  deux  points  par  im  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  des  x  ;  s'il  en  était  autrement ,  alors ,  pour 
déterminer  l'aire  A ,  il  faudrait  la  partager  en  plusieurs 
parties,  dont  chacune  put  être  calculée  à  l'aide  de  la  for-^ 


l66  CALCUL    IHTÉGRÂL. 

mule  qui  précède.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
les  quantités 

Xoi  yti  x*i  •••>  x»i 

rangées  par  ordre  de  grandeur,  soient  des  fonctions  de  x 
propres  à  représenter,  entre  les  limites  x  =  x^,  j:  :=  z, 
les  ordonnées  des  diverses  lignes  qui  convprennent  entre 
elles  les  différentes  parties  de  la  projection  de  Taire  A, 
on  •  partagera  l'aire  A  en  autant  de  parties  correspon- 
dantes qui  seront  mesurées  par  les  intégrales  doubles 

//    'técrdjrdx,       f      f    'sécréff^,  etc.; 

en  ajoutant  toutes  ces  int^ales,  on  obtiendra  la  valeur 
de  A.  On  aura  donc 

A=  /       I     'iàcrdxdx  -f-   /     /    'sécrrfjdlretc.  .. 
=   /     ij    'sécr/(r-f-f     'sécrflTr -l-etc. ,.  )<ir. 

Dans  la  même  hypothèse ,  la  projection  de  l'aire  A  sera 
représentée  par  l'expression 

=  /       (/.  —  ro  H-  ^3  —  r.  -H  ete.  •  .)dx. 

Si  la  surface  A  était  rencontrée  en  plusieurs  points  par 
des  droites  parallèles  à  l'axe  des  ^,  c'est-à-dire  si  à  une 
même  valeur  de  x  correspondaient  plusieurs  valeurs  âe 
séc  r ,  on  ne  pourrait  pas  la  déterminer  à  l'aide  des  équa- 
tions ci-dessus  établies,  mais  il  sera  possible,  dans  tous 
les  cas,  de  la  décomposer  en  plusieurs  parties  dont 
chacune  puisse  être  calculée. par  les  méthodes  indiquées. 
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Applications  géométriques.  —  Troisième  application  à  la  cubature  des 

solides. 


83.  Le  problème  de  la  cubature  des  solides  consiste  .à 
déterminer  le  volume  compris  sous  une  enveloppe  don- 
née, n  est  d'abord  facile  de  prouver  que  le  volume  Y  d'tm 
cylindre  droit  à  base  quelconque  B,  est  égal  au  produit 
de  sa  base  B  par  la  hauteur  H,  en  sorte  qu'on  ait  V=BH« 

Démonstration.  Plaçons  le  cylindre  de  manière  qae  la 
génératrice  étant  parallèle  à  Taxe  des  x,  le  plan  de  la  base 
coïncide  avec  le  plan  zy.  Désignons  par/'(jc)  la  section  li- 
néaire ,  faite  dans  la  base  par  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  des  z^  par  6  et  1^  la  portion  de  la  base  B  et  du  vo- 
lume V  comprise  au-dessous  du  plan  sécant  \  si  nous 
donnons  k  z  vax  accroissement  Az,  b  el  v  prendront  des 
accroissements  ùkh^  Ai^  :  de  plus  on  aura  évidemment 

A*  =  A*  [/(«)  -f-  •],      aV  =  HA«[/(«)  -f.  1'  ], 

e,  e'  désignant  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  Az, 
<ît  par  conséquent 

s  =  /w.  a  =  «/w. 

et  en  intégrant  depuis  z  ^=  z^  jusqu'à  ^  =  Z,  z  =  Zo, 
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Cl  ^  3=  Z  étant  les  équations  des  platis  qui  terminent  le 
volume  cylindrique  V,  on  aura 

B=  f   /(a)A,     V  =  H   r^/(«)rfz  =B  X  H; 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

Si  la  section  f{z),  faite  dans  la  base  B  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  Taxe  des  z^  se  transfonnait  en  un  système 
de  plusieurs  longueurs  distinctes,  représentées  par /i(z), 
ft  (^)if*(^)^  •  •  •  >  ^^  diviserait  la  base  B  et  le  volume  V 
en  parties  Bi,  Bt, . . . ,  Vi,  V„  correspondantes  à  ces  lon- 
gueurs*, on  trouverait  ainsi 

V,  =  HB,,     Va  =  HBj,     V3  =  HB3, . .  • , 
V  =  V,  +  V.  H-  V, . . .  =  H  (B.  +  B,  -H  B3 . . .  )  =  BH. 

Supposons  à  présent  que  Ton  cherche  le  volume  V, 
terminé  par  une  enveloppe  quelconque  comprise  entre 
deux  plansj;=:a:o,  a:=X.  Soit  F(j:)raire  delà  section  faite 
daitB  le  volume  V  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des 
X  et  correspon^ntà  Tabscisse  x,  et  nommons  f^la  portion 
du  volume  compris  entre  les  deux  plans  x  =  0:09  x=x» 
Si  Ton  attribue  à  a:  un  accroissement  Ao:,  le  volume  V 
recevra  un  accroissement  AF  =  Aa:[F(a:)-He],  e  dési- 
gnant une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax  :  en  effet,  le 
volume  très-petit  A^sera  compris  entre  deux  cylindres, 
Tun  inscrit  au  volume ,  l'autre  circonscrit,  ayant  tous 
deux  pour  hauteur  Ao:,  et  pour  bases  des  aires  très-peu 
différentes  de  F  (x).  DeTéquation  cpii  précède ,  on  tire 

et  en  intégrant  entre  les  limites  x^  et  x,  ou  Xo  et  X, 

i'=:'f'F{x)rix,     V  =   /'    ¥{x)dx. 
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Cette  formule  subsiste  dans  le  cas  même  où  Taire  F(x) 
de  la  section  faite  dans  le  volume  V  par  un  plan  perpendi- 
culaire à  l^axe  des  x,  se  change  en  une  somme  de  plusieurs 
airesFi(ji:),  Fi(jc),  F^Çx), . . .  terminées  par  divers  contours. 
Alors  le  volume  V  çst  la  somme  de  plusieurs  volumes  re- 
présentés par  les  équations 

et  Ton  a 

Y\x)Ax^Ç    F,(x>ir-4-etc.  =  r    [F,(ar)4-F,(x)-hetc...>£r  =  /   F(x>te. 

84.  Corollaire  i*^'.  Si  la  section  F(a:)  est  constante ,  et 
égale  à  B,  ce  qui  arrivera  si  le  volume  f^est  une  portion 
de  surface  cylindrique ,  on  aura 

V  =  B  r     dx  =  B(X  —  a?o)  =  BH, 

en  désignant  par  H  la  distance  des  deux  plans.  On  en 
conclut  que  le  volume  compris  dans  un  cylindre  oblique 
dont  B  représente  la  base  ,  et  H  la  bauteur,  est  équiva<^ 
lent  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire  2"".  Si  la  section  F  (x)  est  toujours  sem- 
blable à  elle-même,  ce. qui  arrivera,  par  exemple,  si  le 
volume  est  une  portion  de  cône  dont  le  sommet  coïncide 
avec  Torigine  et  dont  la  base  soit  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  Taxe  des  x-,  Taire  de  la  section  F  (.r)  sera  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  distance  au  sommet ,  et  en  ap- 
pelant 6  la  base  du  cône,  et  H  sa  hauteur,  on  aura 

B     "H''     '^^^  -    H«  ' 
„         fHBar'^fe       B     /-H  BH'       ,  _„ 
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Le  volume  d'un  càae  à  base  quelconque  est  le  tiers  cli. 
produit  de  sa  base  par  sa  kauteur. 

Le  volume  du  tronc  de  cône  compris  entre  les  plan» 
.ro  =  A,  X  =  H,  serait  donné  par  Téquation 

ïi'Jh  H»V    3     y' 

en  désignaat  par  è  la  petite  base  du  tnHic  de  cône,  par  A, 
sa  hauteur,  on  aura 

b      h'       h  /*      ,       „      . 

B  =  Hï'     H-Vb'    *■=«-*' 

et  parce  que 

H3  —  h^  =  (H  —  /*)(H»  4-  HA  -f.  **), 

on  trouvera 

c'est-à-dire  que  le  volume  d'un  tronc  de  cône  est  le  tiers 
du  produit  qu'on  obtient  en  multipliant  sa  hauteur  parla 
somme  de  trois  surfaces  respectivement  équivalentes  aux 
deux  bases  du  tronc  de  cône  et  à  une  moyenne  propoi^ 
tionnelle  entre  ces  deux  bases. 

Si  l'on  ne  voulait  pas  emprunter  à  la  géométrie  ce 
théorème  que  les  sections  faites  dans  un  cône  par  des 
plans  parallèles  sont  proportionnelles  aux  carrés  de  la  dis- 
tance de  ces  plans  aux  sommets,  on  le  démontrerait  en 
procédant  comme  il  suit.  Supposons  que  f  (»?,  0  =  ® 
soit  l'intersection  du  cône  par  un  plan  perpendiculaire  â 
Taxe  des  x  et  situé  à  ime  distance  i  de  l'origine.  La  géné- 
ratrice qui  passera  par  le  point  y?,  Ç  de  cette  courbe  sera 
représentée  par  les  deux  équations 

'-  =  •>,  -  =  c. 
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et  si  entre  les  trois  équations  qui  précèdent  on  élimine 

yj,  Ç,  Téquation  résultante/*  f-,  -  j  =  o  sera  vérifiée  pour 

tous  les  points  de  toutes  les  génératrices  et  représentera , 
par  conséquent,  la  surface  conique  en  question.  Cela 
posé ,  les  sections  faites  dans  cette  surface  par  les  plans 
jc  =  /i,  a:  =  H,  auront  pour  équatioA 

et  leurs  surfaces  a,  A,  d'après  un  théorème  démontré 
(n®  72),  auront  pour  ejq^ression  AiA',  AjH*,  Ai  étant  Taire 
de  la  courbe/*  (^,  z)  =  ci;  donc 

a   __   h* 
Â  ~    H^' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
85.  Corollaire  3°^  On  a 

par  conséquent  le  volume  d'un  corps  est  égal  au  produit 
de  la  distance  entre  les  deux  plans  parallèles  qui  le  ter- 
minent par  une  valeur  moyenne  entre  les  aires  des  sec- 
tions que  déterminent ,  dans  ce  volume ,  des  plans  inter- 
médiaires et  parallèles  aux  premiers.  Il  en  résulte  que  le 
rapport  entre  un  volume  donné  et  sa  projection  sur  un 
axe  quelconque  est  une  moyenne  entre  les  aires  des  dif- 
férentes sections  faites  dans   le    volume   par  des  plans 
perpendiculaires  à  l'axe.    On  prouverait  encore  que  le 
rapport  entre  un  volume  et  sa  projection  sur  un  plan 
est   une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  que  peut 
acquérir  le  rapport  des  longueurs  interceptées  par  l'enve- 
loppe de  ce  volume  sur  une  sécante  constamment  paral- 
lèle au  plan. 
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Corollaire  4"*.  Pour  un  second  volume  V,  on  aura 


et  par  suite 


J  X. 

f     ¥{x)dx 


V        jx. 


7—    /-X  * 

/     F{x)dx 

mais  si  dans  Tëquation  connue, 

/    f{x)dx=  f    (p{x)x{x)dx  =  (p{li)  f    x{^)^f 


on  fait 


/(*)  =  F(*),    >j{*)  =  fW,    ^W=|^. 


on  en  tirera 


t/  Xo 


On  en  conclut  que  le  rapport  entre  les  deux  volumes 
Vet  V  est  une  quantité  moyenne  entre  les  diverses  va- 
leurs que  peut  acquérir  le  rapport  des  deux  sections  faites 
dans  ces  deux  volumes  par  un  plan  constamment  paral- 
lèle i  un  plan  donné  5  et  parce  que  (n**  72)  le  rapport  des 
deux  sections  est  lui-même  une  moyenne  entre  les  di- 
verses valeurs  du  rapport  des  longueurs  interceptées  par 
ces  deux  sections  sur  une  droite  mobile  constamment  pa- 
rallèle à  un  axe  donné ,  il  sera  vrai  que  le  rapport  entre 
les  volumes  renfermés  dans  deux  enveloppes  est  une 
moyenne  entre  les  valeurs  du  rapport  des  longueurs  in- 
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terceptées  par  ces  enveloppes  sur  une  droite  constamment 
parallèle  à  ixn  axe  donné. 

Corolluîre  5"**.  Il  résulte  du  corollaire  4"*?  i°  <pie «îles 
sections  faites  dans  deux  volumes  par  un  système  de 
plans  parallèles  les  uns  aux  autres  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant,  les  deux  volumes  seront  entre  eux  dans 
le  même  rapport  ^ 

a®.  Que  si  les  longueurs  interceptées  par  deux  enve- 
loppes sur  une  droite  constamment  parallèle  à  un  certain 
axe,  sont  entre  elles  dans  im  rapport  constant,  les  deux 
volumes  terminés  par  ces  enveloppes  seront  entre  eux 
dans  le  même  rapport  :  c'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple, 
si  l'un  de  ces  volumes  V  étant  terminé  par  la  surface  fer- 
mée qui  aurait  pour  équation 

/(x,  y,  z)  =  o, 
Tautre  V  '  était  compris  dans  une  des  surfaces 

En  efièt,  si  de  la  première  équation  on  tire 

on  tirera  des  autres 

ou 

ou 

z  =  <:4(x,  Xj  z)y 

ce  qui  prouve  que  les  longueurs  interceptées  par  les  deux 
enveloppes  sur  des  droites  parallèles  à  un  des  axes  sont  dans 
le  rapport  constant  a,  ou  ft,  ou  c,  et  par  suite  le  volume 
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V  sera  au  volume  \\  dans  le  rapport  de  Tunité ,   a  a,  ou 
A,  ou  c. 

Si  l'on  compare  successivement  Tun  à  l*autre  le»  vo- 
lumes renfermés  dans  les  quatre  surfaces  représentées  fyu- 
les  équations 

/{J^y  fy  »)  =  o»     fi^y  /;  »j  =  O,- 

on*  conclura  de  ce  qui  précède  que  les  rapports  du  second 
volmne  au  premier ,  du  troisième  au  second  et  du  quar 
trième  au  troisième ,  sont  mesurés  par  les  nombres 
a,  &,  Cy  et  par  conséquent  le  rapport  du  quatriènoie  yo- 
lume  au  premier  aura  pour  mesure  o&c.  Donc,  pour 
déterminer  le  volume  compris  dans  une  surface  courbe 
fermée  de  toutes  parts  et  représentée  par  une  équation 
de  la  forme 

dans  laquelle  a,  b,  c  désignent  trois  constantes  positives, 
il  suffit  d'évaluer  le  volume  compris  dans  la  surface 
courbe  /(x,  j^,  z)  =  o,  et  de  multiplier  ce  volume  par 
le  produit  des  trois  constantes  a,  &,  c.  Si  Ton  suppose 

c  =  i  =  a,  l'équation  /(  ~,  "^ï  -  )  =  o,  réduite  à  la 

forme 

représente  Tenveloppe  d'un  solide  semblable  à  celui 
qui  termine  la  surface  /(x,  y,  z)  =  o,  de  plus  les 
dimensions  du  second  solide  seront  à  celles  du  premier 
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comme  le  nombre  a  est  à  Timité  ^  et  il  résulte  des  propo- 
sitions  ci— dessus  établies,  que  les  volumes  compris  dans 
deux  solides  semblables  sont  entre  eux  comme  les  cubes 
de  leurs  dimensions  respectives. 

86.  Pour  appliquer  la  formule  A  =  I     ¥(jjc)dx^  il  suf- 

iira  de  calculer  Taire  F(jif)  de  la  section  faite  dans  la 
surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  x-^  or 
cette  aire  sera  facile  à  déterminer  à  Taide  des  principes 
déjà  établis. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées ,  que  x^,  X  étant  deux 
constantes,  y^  T  deux  fonctions  de  la  variable  x,  et 
jz,  Z  deux  fonctions  des  variables  ar,  y^  on  demande  le 
volume  renfermé  d'une  part  entre  les  deux  surfaces 
courbes  représentées  par  les  équations 

d'autre  part  entre  les  deux  surfaces  cylindriques  repré- 
sentées par  les  équations 

d'autre  part  enfin,  entre  les  deux  plans 

La  section  EFF'E'  =  F  (x),  faite  dans  le  volume  par 
un  plan  parallèle  au  plan  jz ,  et  correspondant  à  une  va- 
leur particulière  de  Fabscisse,  sera  comprise  entre  quatre 
lignes,  savoir,  delix  courbes  E  F,  E'F',  tracées  sur  les  sui^ 
faces  z  =  ^,  ;:  =  Z,  et  deux  lignes  EE',  FF,  parallèle*  à 
Taxe  des  z ,  et  situées  sur  les  cylindres^  z=.y^y:=:zY\  et 
pour  obtenir  les  équations  de  ces  quatre  lignes,  il  suffit^ 
dans  les  équations 

z  =  2,   2  =  7,    jr  =  j„,    r  =  ^> 
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de  faire  de  x  une  constante.  Cela  posé,  si  Ton  nomme 
f{pi:^y)hi  section  linéaire  GG'  feite  dans  la  surface  F(x) 
par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  jr  correspondant  à 
une  valeur  particulière  de  j^  on  aura  évidemment 

et  Ton  tirera,  par  suite,  des  formules  connues, 

J  fo  ^  yo  J  xoJ^o 

Il  y  aura  donc,  dans  le  cas  le  plus  général^  trois  inté- 
grations à  faire  ,  Tune  par  rapport  à  z  et  prise  entre  les 
limites  z=zZq^  z=Z,  qui  sont  des  fonctions  de  x  et  de  j"  ; 
la  seconde  entre  les  limites  jTq^  JT,  qui  sont  fonctions  de  x 
seulement  *,  la  troisième  entre  les  limites  constantes  x^,  X, 
si  les  deux  surfaces  cylindriques  jr  =  jr^,  y  =z  Y  se 
coupent  suivant  deux  génératrices;  et  si  l'on  suppose  que 
Xq,  X  désignent  précisément  les  abscisses  des  points  si- 
tués sur  les  génératrices  dont  il  s'agit,  le  volume  V  sera 
limité  en  tous  sens  par  les  deux  surfaces  et  par  les  deux 
cylindres.  11  en  serait  encore  de  même  si  les  deux  sur- 
faces cylindriques  se  touchaient  suivant  les  génératrices 
correspondantes  aux  abscisses  Xo,  X.  Ces  deux  surfaces 
cylindriques  se  déduiraient  à  une  seule  si  les  deux  fonc- 
tions j^o,  JT  représentaient  deux  valeurs  àey  tirées  d'une 
seule  équation  entre  j^  et  x. 

Enfin  dans  cette  même  hypothèse,  il  peut  arriver  que, 
les  surfaces  ^  =  z^,  z  =  Z  étant  distinctes  Tune  de 
Tautre,  se  coupent  suivant  une  courbe  tracée  sur  la  sur- 
face cylindrique;  ou  que  jSq,  Z  soient  les  deux  valeurs  de 
z  tirées  d'une  seule  équation  F(x,  j,  z)  =  o  propre  à 
représenter  une  surface  convexe  et  fermée  de  toutes 
parts,  et  à  laquelle  la  surface  cylindrique  se  trouverait 
circonscrite.  Dans  le  premier  cas  le  volume  V  serait  li- 
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mile  dans  tous  les  sens  par  les  surfaces  •,  dans  le  second , 
V  désignerait  le  volume  compris  dans  la  surface 

87.  L'aire  F(x)  est  facile  à  déterminer,  lorsque  l'en- 
yeloppe  est  une  surface  de  révolution.  Concevons  que, 
après  avoir  tracé  dans  le  plan  xy  une  courbe  repré- 
sentée par  Téquationj-  =  ^(x),  on  la  fasse  tourner  au- 
tour de  Taxe  des  x,  elle  engendrera  une  surface  de  ré-^ 
volution  dans  laquelle  la  section  F  (ar),  faîte  par  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  des  x,  sera  précisément  un  cercle 
qui  aura  pour  rayon  l'ordonnée  de  la  courbe  génératrice. 
On  aura  donc 


et  par  suite 


F  (or)  =  ,jrS 


=  '  l'y' 


Exemples: 

i**.  La  courbe  génératrice  est  un  cercle  x^  +^  =  R*» 

le  volume  d'un  segment  sphériqœ  compris  entre  deux 
plans  parallèles  dont  Tun  passe  par  le  centre  de  la  sphère 
surpasse  le  volume  du  cône  construit  sur  la  hauteur  du 
segment  et  sur  la  plus  petite  base  d'une  quantité  précisé- 
ment égale  à  la  surface  de  la  zone  qui  enveloppe  le  seg- 
ment multiplié  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère.  Si  la 
hauteur  de  ce  même  segment  devient  égale  au  rayon  H , 
le  volume  V  a  pouj^  valeur  \  wR*,  et  le  double  de  cette 
quantité,  JîtR',  représente  le  volume  entier  de  la  sphère. 
On  en  conclura  (d^  85)  que  le  volume  de  Tellipsoïde  a 
pour  mesure  le  produit  {'Kabc, 

T.    II.  12 
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!2k^.  Lagénératriee  co«Bcideav«e  la  paFabol«y*  =  iyKr^ 
on  aura ,  en  posant  j?o  =  ^y 

Vz=9p  I   ixdx  =  wpx*  =  \wx*x, 
1/0 

Le  soBcCe,  engendré  par  la  révolution  d'une  portion  de 
paFftbole  comprise  entre  le  sommet  et  un  jJan  or  =  jr,  a 
pesr  mesure  ht  moitié  du  produit  du  volume  du  cylindre 
circonscrit. 

3**.  La  génératrice  est  la  courbe  y  =  Kaf  \  en  posant 
x^  =  o,  on  trouvera 

/»X  Jt»*+'  I 

V  =:ïrA*  I    x^dx  =  jrA» = r  »jr. 

Le  volume  du  solide  de  révolution  est  au  volume  du  cy- 
lindre circonscrit  comme  1  est  à  aa  +  i. 

4**.  La  génératrice  est  la  logarithmique j  =  olx-,  on 
aura,  en  posant  oTo  =  o,,    . 

V  =  wa*  Ç\\{x)Ydx=zwa^x  {  [l(x)]»  —  2Ja: -h 2 } . 

%  Téquatî^L  de  ki  logarithmicpe  ^la*t  aise  sous  1»  fème 
y  =  e'^.on  trouverait,  en  posant  toujpuns  x^  =  o, 

5^.  La  génératrice  est  la  chaînette 


r  =  « 1 -i 


on  aura,  en  posant  x.  =o, 

69.  Quelquefois  on  facilite  rëyaluation  du  volume  en 
remplaçant  la  variable  x  par  une  autre  variable. 

Prenons  pour  exemple  le  cas  où  la  gënëratrice  est  la 
cycloïde 

X  =  R  (41»  —  9,mm)y     j  =  R  (i   —  do»#), 

on  a 

dx  =  ydm^     j^éx  =  y^dm  =  R5(i   —  CMmfdm^ 

V  =  irR3  r*(i-.co§#)5d5É, 

et  en  supposant  x^^  szo,  té^  =  o, 

V  =  »R3    r*(i   —  cosmfdm; 
d'ailleurs 

=a-i(i«—  i5<àciS«+6GûS24v— cos3«), 
et  par  suite 

y  =  -7-(io«  —  iSsin*  +  3siii2«  —  ysinS*). 
4 

n  suffit  de  faire  dans  cette  équation  (ù  =  mt  pour 
avoir  le  volume  du  solide  engendré  par  la  révolution  de 
la  première  branche  de  la  cycloïde  qui  se  trouve  ainsi 
dotmé  par  Téiquation 

SU.  Si  Ton  faisait  tourner  autour  de  Taxe  des  Xy  non 

13.  . 


1 
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plus  une  seule  courbe  représentée  par  l'équation  y  =zf{x)^ 
mais  deux  courbesj^=  /,  y  =  Y\  y^  JT  étant  deux  fonc- 
tions de  la  variable  x  dont  les  valeurs  sont  toujours  posi- 
tives entre  les  limites  x  •=•  Xç^^  x  •=-lL\\e,  volujne  engen- 
dré par  leur  révolution  aurait  évidemment  pour  mesure 
la  différence  des  intégrales 

%  f    Y^dx,     n  f    r*dx, 

JXq  JXq 

et  Ton  aurait 

/•X  nX    pY 

V=rxJ      (r*— jr»)/ir=:2îr/     j      ydydx. 

On  arriverait  très-simplement  à  cette  même  équation  en 
remarquant  que  la  section  F  (j:)  faite  dans  le  vtJume  V 
est  la  différence  de  deux  cercles  dont  les  rayons  sont  y 
et  Y»  De  sorte  que  Ton  a 

F(j?)  =  ir J^  —  îrj»  =  »  ( 7*  —  y%  etc. 

89.  Si  lesordonnéesj^,  1^ croissent  toutes  d^une  même 
quantité  6 ,  ou  si  l'axe  de  révolution  s'éloigne  de  tous  les 
points  des  deux  courbes  d'une  même  quantité  i,  le  nou- 
veau solide  engendré  sera  donné  par  l'équation 

V'  =  ^ /'^  [(r+i)' -  (r -f- ^)*]  rfor 

•/xo 

=^'7Tf^{Y--'yydX'^2wbf     (r-jr)^; 

1/   Xo  t/  Xq 

mais  f      (^y  -^ y)dx  est  l'aire  A  de  la  surface  plane 

renfermée  entre  les  deux    courbes  y   =:  y^  y  =:  Y] 

n  j   (Y^^y*)dx  est  le  volume  déjà  calculé  V;  on  a  donc 

V  =  V  H-  2jrèA. 
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On  en  conclut  que  si  Ton  fait  tourner  une  surface  plane , 
!*•  autoui*  d'un  axe  situé  dans  le  plan  de  cette  surface, 
mais  qui  ne  la  traverse  pas  ;  2®  autour  d'un  axe  paraUèle 
plus  éloigné  de  la  surface  dont  il  s'agît,  et  situé  à  la  dis- 
tance h  du  premier,  les  valeurs  des  solides  engendrés  par 
la  révolution  de  la  surface  autour  du  second  et  du  pre- 
mier axe ,  donneront  pour  différence  un  volume  égal  au 
produit  de  cette  même  surface  par  la  circonférence  du 
cercle  dont  le  rayon  coïncide  avec  la  distance  entre  les 
deux  axes. 

Si  la  surface  plane  A  est  divisible  en  deux  parties  sy- 
métriques par  une  droite  menée  parallèlement  à  l'axe  des 
x  et  à  la  distance  b  de  cet  axe,  on  devra  avoir 

et  l'on  aura 


mais  on  a  aussi 


A=  (^{  [b  +/(*)]-  [é-/(x)]  }dr  =  a  /'^  /(*)rfx, 

J   Xq  JXq 

donc  V  =  27riA,  et  par  conséquent  lorsqu'une  surface 
plane  est  divisible  par  un  axe  en  deux  parties  symé- 
triques, le  solide  engendré  par  la  révolution  de  cette  sur- 
face autour  d'un  second  axe  parallèle  au  premier  et  tracé 
dans  le  plan  de  la  surface ,  mais  de  manière  qu'il  ne  la 
traverse  pas,  est  équivalent  au  produit  de  la  même  sur- 
face par  la  circonférence  du  cercle  qui  a  pour  rayon  la 
distance  entre  les  deux  axes.  Ainsi,  par  exemple ,  le  solide 

x^      y* 
V  qu'engendre  la  révolution  de  l'ellipse  —  -f-^  =  1  au- 
tour de  la    tangente  menée  par  l'une  des  extrémités  de 
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Taxe  nb  est  équivalent  au  piroduit  de  la  suiface  de  Fd- 
lipse  Vdib  par  la  circonférence  ipie  décrit  le  centre  de 
cejtte  cofirbe;  donc  V  =  27r*ai*. 

90.  On  peut  déduire  de  la  fQrmulp  V  =  /    F{x)clx  un 

thjéorëijAe  rei|iiarquable  dont  voici  Ténoncé.  Étant  don-  ' 
i^és  deipc  plans  '  parallèles  à  un  axe  avec  un  contour 
'ferpoié  dans  Yua  de  ces  deux  plans,  si  Ton  fait  mouvoir 
une  d|x>ite  fie  inanière  qu^elle  passe  successivement  par 
les  différents  points  de  ce  contour,  et  forme  toujours  un 
angle  droit  ayec  Taxe  que  Ton  considère ,  le  volume  V 
du  solide  compris  entre  la  suiface  courbe  engendrée  par 
la  droite ,  et  le^  deux  plans  donnés,  sera  le  produit  de  sa 
hauteur  par  la  demi-somme  des  surfaces  planes  qui  lui 
servent  de  bases. 

Démonstration.  Prenons  Taxe  donné  pour  axe  des 
Xj  et  soit  b  la  distance  des  deux  plans  parallèles  à  cet  axe  ; 
si  Ton  coupe  le  volume  V  par  un  plan  perpendiculaire  au 
même  axe  et  correspondant  à  Tabscisse  a:,  la  section  F(x) 
qui  en  résultera  sera  évidemment  un  trapèze  dans  lequel 
les  côtés  parallèles  se  réduiront  aux  sections  linéaires 
faites  par  le  plan  coupant  dans  les  deux  bases  du  volume 
Y.  Si  l'on  désigne  par  f(x)  et  {(x)  les  deux  sections  li- 
néaires dont  i|  s'agit,  pn  aura 


2 

Mais  en  appelant  A  et  A'  les  deux  bft^s,  on  a  aussi 

J  Xo  J  X^ 

donc 
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91 .  Pour  montrer- une  application  de  U  foratiale 
•X     J'Y 


V  =  /        f    zdxdx, 


cherchons  1»  volume  V  renfermé  entre  le  plan  jy, 
une  surface  cylindrique  dont  la  génératrice  soit  paral- 
lèle à  Taxe  des  z,  et  la  surface  du  paraboloïde  hyperbo- 
lique représenté  par  Téquation  j?^  =  cjk  ,  d'où  z  =  — ^ 


on  aura 


^=y!x''^''-^'^=ii^'*-^'^^- 


Si  la  base  de  la  surface  cylindrique  se  réduit  au  cercle  re- 
présente par  Téquation 

(x  -  ay  -H  (r  -  *)•  =  H% 
on  aura 

j=^— ï/r»  —  (x  —  a)*,    r=^H-V/R»~^  (x  -^  a)S 

r»  —  /*  =  4*  v/r«  —  (x  —  «)«, 

et  par  conséquent 

^    /«aH-R         y -, ^r- 

V  =  2-/  V^R»— (x  — a)>X^<3tr, 

OU,  en  posant  a:  —  a  =  Rf , 

Vrrz  a*R»r"^'(fl-+-R/)V/ir^w^*> 
on  a  d'ailleurs  éyidemment 

r    '  i  i/i— /»  rfr  =  o. 
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tandis  que  Fintégrale 


/:, 


dtV^i  —  /?, 


représentant  la  moitié  de  la  surface  du  cercle  qui  a  pour 
rayon  Tunité,  est  équivalente  à  -\  on  aura  donc 

«    *^ 
Y  =  srR»  — . 
a 

Le  volume  cherché  est  le  produit  de  la  base  ttR*  par  une 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  longueurs  a,  b  et  c. 
Si  Ton  substituait  à  la  surface  cylindrique  qui  a  pour 
base  le  cercle,  un  système  de  quatre  plans  perpendicu- 
laires aux  axes  des  x  et  desy,  x  =  Xq,  x  =  X,  j^  =  jTo^ 
j^  =  Y,  on  trouverait 

=  (X  - X.)  (  Y  -  j.„)^».r«+  ^»Y  +  Xj^o  +  XY^ 
en  posant 


-='•7 

.       »3 

-    c   '   "*- 

XY 

c' 

V  =  (X- 

-x.){Y- 

r.)'-^ 

Ajoutons  que  pour  construire  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique y  il  suffira  de  tracer  le  quadrilatère  gauche  dont  les 
sommets  coïncident  avec  les  extrémités  des  ordonnées 
«1,  -^8,  Zs,  Z4,  et  de  faire  mouvoir  sur  deux  côtés  opposés 
de  ce  quadrilatère  une  droite  qui  reste  constamment 
comprise  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  autres  côtés. 

On  arrive  ainsi  à  la  proposition  suivante.  Si  après 
avoir  tracé  sur  les  quatre  faces  latérales  d^im  prisme  droit 
à  base  rectangulaire  un  quadrilatère  gauche,  on  fait  mou- 
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voir  une  droite  sur  deux  côtes  opposés  de  ce  quadrilatère, 
de  manière  qu'elle  reste  constamment  parallèle  aux  plans 
des  faces  qui  renferment  les  deux  autres  côtés;  le  vo- 
lume compris  entre  la  surface  engendrée  par  cette  droite 
et  le  rectangle  qui  sert  de  base  au  prisme  sera  le  produit 
de  ce  rectangle  par  le  quart  de  la  somme  des  quatre  lon- 
gueurs comptées  sur  les  arêtes  du  prisme  entre  les  som- 
mets du  rectangle  et  ceux  du  quadrilatère. 

92.  La  formule  V  =   /    F(x)  £&  prouve  aussi  que  , 

pour  déterminer  le  volume  Y  compris  sous  une  enve- 
loppe donnée,  il  suffit  de  mener  un  axe  quelconque  et 
de  tracer  dans  un  plan  fixe  passant  par  cet  axe  une  courbe 
auxiliaire  telle  que  la  section  faite  dans  le  volume  par  un 
plan  mobile  pei^ndiculaire  à  Taxe  soit  toujours  équiva- 
lente au  rectangle  construit  sur  une  ligne  donnée  b  et 
sur  la  section  linéaire  faite  par  le;  plan  mobile  dans  Faire 
renfermée  entre  la  courbe  auxiliaire  et  Taxe.  Si  Ton  sup- 
pose cette  aire  limitée  dans  le  sens  de  Taxe  par  les  deux 
droites  suivant  lesquelles  le  plan  mobile  ,  parvenu  aux 
deux  positions  extrêmes  qu'il  peut  prendre,  coupe  le 
plan  fixe ,  et  si  on  la  multiplie  par  la  longueur  b ,  le  pro- 
duit obtenu  sera  précisément  la  mesure  du  volume  pro- 


En  effet,  si  Taxe  que  Ton  considère  est  pris  pour  axe 

des  X,  et  si  F  (x)  est  la  section  faite  dans  le  volume  par 

F(x) 
un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  -~  sera    l'ordonnée 

de  la  courbe  auxiliaire  ou  la  section  linéaire  faite  dans 
l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  5  donc  cette  aire 
sera 

et  si  l'on  multiplie  cette  intégrale  par  la  longueur  i,  on 
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obtiendra  évidemment  le  volume 


¥{x)dx. 


Exemples:  x^. Siie  Yolume  V  se  troure  renfermé  dans 
un  cône  ou  dans  une  pyramide  à  base  quelconque,  dont  le 
sommet  coïncide  avec  Torigine ,  et  si  Ion  prend  pour 
axe  des  x  une  droite  perpendiculaire  à  la  base ,  la  section 
F(x)  sera  proportionnelle  à  x*,  et  par  suite  la  courbe 
auxiliaire  sera  une  parabole  qui  aura  Torigine  pour  som- 
met et  pour  axe  Taxe  des  a:;  et  puisque  Taire  comprise 
entre  une  parabole ,  son  axe  et  une  ordonnée  est  le  tiers 
du  rectangle  circonscrit,  on  en  conclura  que  le  volume 
compris  dans  un  cône  ou  dans  une  pyramide  à  base  quel- 
conque est  le  tiers  du  volume  du  cylindre  ayant  même 
base  et  même  hauteur^  donc,  etc. 

a°.  Si  la  section  F(x)  se  réduit  à  un  trapèa»  dont  les 
côtés  parallèles  représentent  les  sections  linéaires  faites 
dans  deux  surfaces  planes  dont  les  plans  soient  parallèles 
à  Taxe  donné,  et  si  Ton  suppose  que  la  longueur  b  re- 
présente la  distance  des  deux  plans,  Tordonnée  de  la 
courbe  auxiliaire  sera  précisément  la  demi-somme  des 
sections  linéaires  dont  nous  venons  de  parler,  et  l'on  en 
conclura  sans  peine  que  Taire  comprise  entre  Taxe  desx 
et  la  courbe  auxiliaire,  est  la  demiwsonune  des  deux  sur- 
faces planes.  On  déduira  inunédiatement  de  ce  qui  pré- 
cède le  théorème  n^  90. 

On  déterminerait  avec  la  même  facilité,  à  Taide  du 
dernier  théorème,  le  volume  compris  entre  deux  plans 
dans  une  sphère,  dans  une  hyperboloïde,  dans  un  ellip- 
soïde, etc. 
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Autre  méthode  ponr  arriver  aux  formnlos  qui  résolvent  le  problème  de  U 
quadrature  des  airet  planes  et  de  la  cobature  des  solides. 


93.  Comme  le  problème  de  la  qaadratm*e  des  surfaces 
et  de  la  cubature  des  solides  est  très-important ,  il  ne  sera 
pas  inutile  de  présenter  sa  solution  sous  un  nouveau 

•^  point  de  vue  plus  général  et  de  résumer  ainsi  les  leçons 

i  qui  précèdent. 

Si  Ton  considère  une  surface  plane  ou  courbe ,  mais 
entièrement  fixe,  la  position  d'un  point  sur  cette  surface 
se  trouvera  déterminée  par  le  moyen  de  deux  coordon- 
nées rectanjpilaires  ou  obliques,  rectilignes  ou  curvi- 
b'gnes,  (etc.,  que  nous  désignerons  dans  tous  les  cas  possi- 
bles par  ]es  lettres 

X    et    y; 

et  une  ligne  cjuelconque ,  tracée  sur  cette  surface,  pourra 
être  représentée  par  tme  équation  dont  le  premier  mem- 
bre renferme  les  deux  variables  x  ely,  ou  au  moins  l'une 
d'entre  elles.  Dans  le  dernier  cas,  c'est-à-dire  lorsque 
Inéquation  donnée  renfermera  une  seule  des  variables  a: 
et  y ,  nous  dirons  que  la  ligne  correspondante  est  de  pre- 
mière espèce.  Ainsi  les  lignes  de  première  espèce  sont 
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celles  qui  auront  des  équations  de  la  forme 

f{x)  =  o,     ou    f{y)  =  o, 

par  conséquent  celles  dont  les  équations  résolues    par 
rapport  à  Tune  des  variables  se  réduiront  à 

X  =  const.,     ou    ^  =  const. 

Au  contraire,  nous  appellerons  lignes  de  deuxième  es- 
pèce toutes  celles  dont  les  équations  seront  de  la  forme 

/(■*>  r)  =  o» 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

94.  Ces  définitions  étant  admises,  il  est  clair  qu'à 
chaque  valeur  donnée  de  x  ou  de  j^  correspondra  toujours 
une  ligne  de  première  espèce ,  et  que  par  un  point  donné 
on  pourra  toujours  faire  passer  deux  de  ces  lignes.  Nous 
appellerons  lignes  coordonnées  des  x  et  des  j^  les  deux 
lignes  de  première  espèce  qui  ont  respectivement  pour 
équations 

j  =  o,     X  =  o. 

h'origine  des  coordonnées  sera  le  point  d'intersection 
de  ces  deux  lignes,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  le 
point  dont  les  coordonnées  se  réduisent  à  zéro. 

Soient  maintenant  M  le  point  qui  a  pour  coordonnées 
xetjT'^  N  un  deuxième  point  qui  ait  pour  coordonnées 
X  +  Aj:,  y  +  Ay,  Ar,  Ay  étant  deux  accroissements 
très-petits  attribués  aux  variables  x  et  y  *,  et  désignons 
par  a  la  petite  aire  MNPQ  comprise  entre  les  quatre 
lignes  de  première  espèce  qui  passent  par  les  points  M 
et  N.  L'aire  a  dépendra  en  général  des  quatre  quantités 

Xy  Xy  A.r,  àx> 
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et  s'évanouira  toujours  en  même  temps  que  le  produit 
HxÙQf"^  car  il  suffira,  pour  la  rendre  nulle,  d^égaler  à 
zéro  un  des  facteurs  de  ce  produit.  Mais  si  Ton  fait  dé- 
croître indéfiniment  Ax  et  Ay,  le  rapport conver- 
gera vers  une  limite  qui  ne  pourra  plus  *  dépendre  que 
des  variables  x  et  y^  et  qui ,  dans  plusieurs  systèmes  de 
coordonnées,  se  réduira  simplement  à  une  quantité  cons- 
tante. Ainsi,  par  eicemple,  on  aura  pour  un  système  de 
coordonnées  rectangulaires  tracées  sur  une  surface  plane 

a  =  AxAjr  ^  et  par  suite =  i . 

Pour  un  système  de  coordonnées  obliques  tracées  sur 
une  surface  plane  et  comprenant  entre  elles  Tangle  o) , 

a  =  àxàjrsinêtf 

a 
— —  =:  sin«.  etc. 

Donc,  si  l'on  fait  en  général  lim. =  u,  on  aura  u=i 

dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires,  u  =  sixio) 
dans  le  cas  des  coordonnées  obliques,  etc.  D'autres  sys- 
tèmes de  coordonnées  pourront  fournir  pour  la  quantité 
u^  au  lieu  d'une  valeur  constante,  une  valeur  variable, 
c'est-à-dire  ime  fonction  de  x  et  dejr.  J'ajoute  qu'après 
avoir  trouvé  la  valeur  de  ix,  on  en  déduira  sans  peine 
l'aire  comprise  dans  un  contour  quelconque  :  c'est  ce  que 
nous  allons  faire  voir 

95.  Considérons  d'abord  un  contour  formé  par  quatre 
lignes  de  première  espèce ,  savoir  :  ceUes  qui  passent  par 
le  point  fixe,  dont  les  coordonnées  sont  x^^y^j  et  celles 
qui  passent  par  le  point  mobile,  dont  les  coordonnées 
variables  sont  x,  jr. 

L'aire,  dans  ce  contour ,  sera  variable  elle-même,  et 
nous  la  représenterons  en  conséquence  par  ^(jCj  J^)« 
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Cela  posé  y  si  Ton  désigne  par  la  caractéristiîpie  ^:,  Tae- 
croissement  que  reçoit  une  fonctioii  de  x  dans  la<]piell^  on 
fait  croître  x  de  Ax,  et  par  la  earactériBti<{De  A^  Fac- 
croissement  que  reçoit  tine  fonction  de  y  dans  laquelle  on 
fait  croître j^  de  Ay,  on  aura  a  =A^.  A^y^Çx^y),  et  parce 

^)ne)e  rapport  -  a  pour  limite  Tunité 

€  étant  un  nombre  très-petit. 

En  divisant  les  deux  membres  de  Téquation  précé- 
dente par  Aj7,  Ayy  et  passant  auxlimitses-,  on^condura 

dxdy 
ou,  >en  d'autres  termes , 

En  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  i^,  a 
partii*  de^=/oj  ®^  ayant  égard  à  la  condition  fj^x^j^^o 
qui  doit  être  vérifiée,  quel  que  soit  j; ,  on  trouvera 

Intéjgrant  de  nouveau  par  rapport  à  or,  à  partir  de 
x  =Xf,^  et  ayant  égard  à  la  condition  x(jPoîJ^)  =o,  qui 
doit  être  vérifiée,  quel  que  soit  y^  on  obtient  la  formule 

U  est  essentiel  d'observer  que  de  l'équation 


«n  tire 


^»x{^f  x)  =  AJ<H- t)f   udy\ 
J  y^ 
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^arconsequenl  A,;f(ar,;7^),  c'estrà-direraire  comprMed'mie 

-^Tt  entre  le»  Ugnes  de  première  espèce  quî  eorrespondent 

MK  abscisses  xetx  +  ÙXj  de  Vaiure  entre  les  lignes  de 

première  espèce  qui  correspcmdeiit  anx  ordannëesj^o,  Xj 

est  représenté  par  un  produit  de  la  forme 


Ax(H-i)/     udfj 


6  étant  un  nombre  très-petit. 

Si  Ton  fait  j^  =  Y,  Y  désignant  une  quantité  cons- 
tante ,  le  produit  précédent  deviendra 


et  représentera  Taii^  comprise  entre  les  lignes  de  pre- 
mière espèce  qui  répondent  d'une  part  aux  abscisses 
X,  X  +  Aor,  de  l'autre  aux  ordonnées  j-q  et  Y. 

96.  ConceTOBs  maintenant  que,  oTo  désignant  toujotirs 
nne  quantité  constante,  on  représente  par  y,  Y^  non  plus 
deux  valeurs  constantes-  de  y,  mais  deux  fonctions  de  la 
variable  x^  et  cherchons  Taire  comprise  d'une  part  entre 
les  lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équation 

de  l'autre  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  cor- 
respondent aux  abscisses  Xq  et  or;  cette  aire  sera  variable 
ayec  x^  et  si  on  la  représente  par  7(0:),  elle  recevra  pour 
accroissGQient  Aa)(j:),  quand  on  fera  croître  x  de  Ax. 
Soit  PQRS  l'accroissement  dont  il  s'agit,  renfermé  d'une 
part  entre  les  lignes  de  première  espèce  PR  et  QS  cor- 
respondantes aux  abscisses  x,  x  +  Ax,  de  l'autre  entre 
les  portions  PQ ,  RS  des  lignes  de  deuxième  espèce  qui 
ont  pour  ordonnées  aux  points  P  et  R,  ^  et  Y\  il  est 
elair  qu'on  pourra,  sans  changer  k  valeur  de  Taire  PQRS, 


I 
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remplacer  séparément  ou  simultanément ,  i^  la  ligne  de 
deuxième  espèce  PQ,  dont  l'ordonnée  au  point  P  est  F, 
par  une  Dgne  de  première  espèce  FQ'*,  2?  la  li^ne  de 
deuxième  espèce  RS,  dont  l'ordonnée  au  point  R  est  j^ 
par  une  ligne  de  première  espèce  R'S'^  on  aura  donc  en- 
core 

Asçi^e)  =  P'Q'R'S'. 

De  plus ,  la  ligne  R'S'  coupera   évidemment  la  ligne 
RS,  et  par  suite  aura  une  équation  de  la  forme 

r  =  r  H-  •'> 

e'  désignant  un  certain  accroissement  que  reçoit  y  con- 
sidéré comme  fonction  de  x,  lorsqu'on  fait  croitre  x 
d'une  certaine  quantité  plus  petite  que  Aj?.  De  même  la 
ligne  P'  Q'  aura  une  équation  de  la  forme 

e"  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  PQ  corres- 
pondant à  une  abscisse  comprise  entre  x  et  x  •+-  Ax  ] 
cela  posé,  on  trouvera ,.  en  vertu  de  ce  qui  précède (u**  95), 

P'Q'R'S'  =  (i  +  i)Aa? /'  ^*   udf, 

et  par  conséquent  aussi 

A,^(a:)  =  (i-f-i)Aa:  /  udfy 

e'  et  e"  étant  des  nombres  qui  décroîtront  indéfiniment 

avec  Aj7.  Si  l'on  divise  par  Ax  les  deux  membres   de 

Téquation  précédente,  on  en  conclura,  en  passant  aux 

limites, 

pi 
D,^(ar)  ==  j     udx, 

puis  en  intégrant  à  partir  de  x  =^  Xq,  et  ayant  égard  à 
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bi  condiliou  <f  (x^)  =  o , 

ç(x)  =  f    dxj     ^X=f   y  udxdj. 

Mais  il  faut  se  rappeler  alors  <{ue  la  première  intégration 
doit  être  faite  par  rapport  à  /,  dans  les  limitas  y  et  ï 
qai  dépeinient  de  la  variable  x^  et  la  deuxième  par  rap- 
port à  X,  À  partir  de  la  limite  x^  qcd  est  une  qus^tité 
,  constante. 

Si ,  en  désignant  par  ^,  JT,  deux  fonctions  de  x^  et  par 
x^j\^  deux  quantités  constantes ,  on  cherchait  Tai re  com- 
prise, d'uxie  part  entre  les  li^es  de  deuxièmes  espèce  q[ui 
ont  pour  ^nations  y-=-y  et  ^=jr,  de  Fautre  entre 
les  deux  lignes  de  première  espèce  qui  ont  pour  équations 
x=Xo  et  x=:  X,  on  trouvewt  pour  la  valeur  de  cette 
aire  que  j 'appellerai  A , 

A=;   I       j     ttàxdy^ 

f         dans  le  cas  particulier  oixy^  Y  deviennent  constants ,  la 
valélir  précédente  de  A  se  réduit ,  comme  on  pouvait  le* 
prévoir,  à  la  valeur  précédemment  obtenue. 

Scohe.  H  est  essentiel  d'observer  que  la  méthode  ci- 
dessus  exposée  peut  servir  à  déterminefl*  non-seulement 
la  sfirfacc  comprise  entre  les  lignes  que  représentent  les 
équations  ci-dessus ,  mais  aussi  toute  autre  quantité  as-^ 
sujettie  à  croître  ou  à  décroître  avec  cette  même  surface. 
Une  semblable  quantité  se  trouverait  encore  exprimée 

par   rintégrale    f       f     udxdy^  si  Ton  désignait  par 

{u±ie)Ax/^9  uon  plus  l'élément  de  la  surface,  mais 
râément  correspondant  de  la  quantité  cherchée. 
'  Si  la  6urface  donnée   se  trouvait  terminée  par   un 
C(mtour  quelconque,  il  serait  facile  de  la  décomposer  en 
T.   n.  i3* 
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plusieurs  parties  à  chacune  desquelles  on  pourrait  appli- 
*    quer  la  méthode  précédente. 

97.  Après  avoir  établi  les  principes  généraux  relatiis 
aux  quadratures  des  surfaces ,  passons  au  problème  des 
cnbatures. 

Là  position  d^un  point  dans  l'espace  se  trouve  complé- 
tefient  déterminée  par  le  moyen  de  trois  coordonnées 
rectangulaires  ou  obliques,  rectilignes  ou  curviUgnes, 
polaires,  etc.,  que  nous  désignerons,  dans  tous  les  cas, 
par  les  trois  lettres  x^y^z.  Cette  notation  étant  adoptée , 
une  surface  qijplconque  p<mrra  être  représentée  par  une 
équation  dont  le  premier  membre  renfermais  les  trois 
variables  or,  y^  r,  ou  deux  de  ces  variables ,  o«i  au  moins 
Tune  d'elles.  Pour  distinguer  ces  trois  cas  Tun  de  Tautre , 
nous  dirons  qu'une  snvî^ice  est  àe  première,  de  deuxième, 
de  troisième  espèce,  suivant  que  son  équation  renferme 
une,  ou  deux,  ou  trois  variaUes.  En  conséquence,  Té- 
.  quation  d'une  surface  de  première  es|>èce  aura  l'une  des 
trois  formes 

/W  =  o,    f[y)  ±:=  o,    f{z)  =  0, 

ou,^ce  qui  revient  au  même,  Tune  des  suivantes 

.2*=  <?,     y  zzz  c'y     z  =  c'\     ' 

L'équation  d^une  surface  de  deuxième  espèce  aura  l'une 
des  trois  formes 

f{xyy)  =  o,    /(«,«)  =  o,    f{yyz)  =  o, 

ou ,  si  Ton  veut,  l'une  des  trois  formes 

y  =/W,    ^  =/W,    ^=/0')- 

Enfin  l'équation  d'une  surface  de  troisième  espèce  sei^a 
de  la  fonne 

/(x,j,  s)  =i  o, 
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à  laquelle  an  peut  substituer  la  suirante 

Cela  posé ,  il  est  clair  qu'à  chaque  valeur  donnée  de  ar,  y 
ou  X  correspotidra  toujours  une  surfaoe  de  première  es- 
pèce ,  et  que  par  tiii  point  doniié  on  pourra  toujours  faire 
passer  trois  semblables  surfaces.  Nous  appellerons  surfaces 
coordonnées  àesyz^  des"^  et  des"!^,  les  trois  surfaces 
de  première  espèce  qui  auront  pour  équations  respectives 

^  =  o,     jr  =z  Oj     z  =  o. 

Ces  surfaces  se  couperont  suivant  trois  lignes  que  nous 
appellerons  lignes  coordonnées  des  a:,  desjr  et  des  z-^  è'< 
ces  lignes,  en  un  point  qui  sera^V otigine  des  coordon- 
nées-, par  suite,  l'origine  sera  le  point  dont  les  troîi 
coordonnées  se  réduisent  à  zéro. 

Une  ligne  pouvant  être  considérée  comme  TitiPlersee- 
ûon  de  deux  surfaces ,  sera  naturellement  représentée  par 
deux  équations;  si  ces  équations  sont  de  la  formé 

«      =      O,  /{Xy     j)      =      O, 

la  ligne  se  trouvera  située  dans  la  surface  coordonnée  des 
xjr,  et  ne  sera  autre  chose  que  l'intersection  de  cette  sur- 
face coordonnée  avec  la  surface  de  deuxième  espèce  à  la- 
quelle appartient  l'équation /'(ar,  y)  =  0. 

En  général ,  il  est  clair  que  toute  surface  de  deuxième 
espèce,  représentée  par  une  équation  entre  deux  va- 
riables, coupera  Tune  des  trois  surfaces  coordounées 
suivant  une  ligne  de  deuxième  espèce  à  laquelle  appar- 
tiendra l'équation  dont  il  s'agit.  Nous- dirons  que  cette 
ligne  est  la  base  de  la  surface. 

98.  Considérons  maintenant  l'élément  de  volume  ter- 
miné par  les  six  surfaces  de  première  espèce,  qui  passent 

i3.. 
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par  les  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  respective- 
ment 

Ce  volume ,  équivalent  dans  le  cas  des  coordonnées  rec- 
tangles au  produit  AorA^Az,  s'évanouira  dans  tous  les 
cas  avec  ce  produit,  et  pourra  être  représenté  par  une 
expression  de  la  forme 

w  désignant  la  limite  vers  laquelle  converge ,  pour  des 
valeurs  décroissantes  de  Ax^  Aj,  Az ,  le  rapport  du  vo- 
lume ci-dessus  mentionné  au  produit  en  question ,  et  le 
nombre  e  étant  assujetti  à  décroître  indéfiniment  avec  ce 
même  produit.  Dans  chaque  système  de  coordonnées,  la 
quantité  %v  ne  pourra  être  qu'une  quantité  constante ,  ou 
une  fonction  déterminée  des.variables  x,  j^,  z.  De  plus, 
après  avoir  trouvé  la  valeur  constante  ou  variable  de  cette 
quantité  iv,  on  en  déduira  facilement  l'expression  du  vo- 
lume renfermé  dans  une  enveloppe  quelconque. 

En  effet,  cherchons  d'abord  le  volume  i^  compris  entre 
les  six  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  les 
points  dont  les  coordonnées  sont 

4?  H-   Ao:,      r    -+-   ^y»      «• 

On  pourra  considérer  ce  volume  comme  l'accroissement, 
par  rapport  à  x  et  j",  d'un  autre  volume  renfermé  entre 
les  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  les  deux 
.  points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 

Désignons  par  ^(x,  y,  z)  ce  dernier  volume,  et  suppo- 
sons que  les  caractéristiques  A^,^  A^,  A.  indiquent  les  ac- 
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croissements  que  reçoivent  des  fonctions  de  J:,  j,  z, 
quand  on  y  faît  croître  x  de  ùx ,  ouy  de  Ay,  ou  ^  de  A^, 
le  volume  cherché  sera 

et  de  plus  on  aura  évidemment 

^M^^^x^(xJ  x^  z)  z=  {fv  -h  •)^jcàjrâa. 

En  divisant  par  A.  les  deuic  membres  de  Téquation  pré- 
cédente ,  puis  faisant  converger  A,  vers  la  limite  o,  on 
obtiendra  la  formule  siuvanle 

D,.4^A,4{4?,   x^  z)  =  {tv  -^  i)àxàX9 

puis  en  intégrant  par  rapport  à  -s,  à  partir  de  z  =  Zq  ,  et 
observant  que  Ton  a,  quels  que  soient  x  ety^ 

"i^i^y    r>    «o)   =    O, 

on  obtiendra 

OU  9  ce  qui  revient  au  même, 

p  =  A,  A,  4(x,  >-,»)=:(i  -hi)  t^x^y  f     mizy 

e  désignant  un  nombre  qui  aura  des  valeurs  différentes 
dans  les  diverses  formules,  mais  toujours  des  valeurs 
très-petites  quand  ùx  et  A^  seront  eux-mêmes  très- 
petits. 

Si  Ton  voulait  obtenir  le  volume  compris  d'une  part 
entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  correspondent 
aux  coordonnées 

de  l'autre  entre  les  surfaces  dd  première  espèce  qui*ont 
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pour  équations  z  =  Zq,  i?  =  Z,  il  suffirait  4e  remplacer  z 
par  Z  dans  le  deuxième  membre  de  la  formule  \  on  trou- 
verait  ainsi ,  pour  représenter  le  volume  cherché ,  une 
expression  de  la  forme 

(i   +  fJA^A/  I      wd%y 

e  désignant  toujours  une  quantité  infiniment  petite. 

99.  ConcevQns  maintenant  que,  x,  X  désignant  deux 
quantités  constantes,  y\  JTdeux  fonctions  de  Ia,variable  jr, 
z  etZ  deviennent  des  fonctions  des  deux  variables  x  ctjr^ 
et  cherchons  le  volume  compris  d'une  part  entre  les  sur- 
faces de  première  et  de  deuxième  espèce,  qui  ont  pour 
équations 

de  l'autre  entre  les  surfaces  de  troisième  espèce  qui  ont 
pour  équations 

Ce  volun^e  croîtra  ou  décroîtra  en  même  temps  que  Taire 
comprise  entre  les  quatre  bases  des  surfaces  de  première 
et  de  deuxième  espèce  ;  et  si  I'oq  désigne  paT(u+c)AjcAy 
Télément  auquel  se  réduit  ce  volume  dans  le  cas  où  Ton 
remplace  les  s^irfaces  a:=X,  jf=  Y  par  les  deux  surfaces 
de  première  espèce  qui  correspondent  aux  coordonnées 

Xy  X  -h  XTy     y,     jr  -h  Âr, 

on  obtiendra ,  pour  Texpression  du  volume  cherché , 

pX    nY 

I        l      udxdy, 
J  Xq  J  y 

D  reste  à  trouver  la  valeur  de  u,  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  celle  du  volume  élémentaire 

ocMBpris  d'i^ie  part  entre  les  surfaces  de  première  espèce 
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qui  correspondent  aux  coordonnées 

de  Tautre  entre  les  surfaces  de  troisième  espèce  qui  ont 
pour  équations  x  =  -8,  z  =  Z. 

Or,  sans  changer  ce  volume  élémentaire,  on  pourra 
évidenunent  remplacer,  i^  la  petite  portion  de  surface  de 
troisième  espèce  qui  prend  son  origine  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x,  y,  2,  et  qui  se  termine  à  celui 
dont  les  coordonnées  sont 

X   -+-    AX,      J    -f-    AJ,      Z    -h    Ai^3, 

par  une  portion  correspondante  de  surface  de  première 
espèce  dont  Féquation  serait  de  la  forme  z  =  z  +  €\ 
e  étant  une  quantité  infiniment  petite  en  nléme  temps 
que  Aj7,  Ay\  a^  la  petite  portion  de  surface  de  troisième 
espèce  qui  s^étend  depuis  le  point  correspondant  aux 
coordonnées  x,  j^,  Z,  jusqu'à  celui  dont  les  coordonnées 
sont 

JC    -f-    AX,       jr    -h    AJ,       Z    -f-    lijZ, 

par  une  partie  correspondante  de  surface  de  première 
espèce  dont  Féquation  soit  de  la  forme  z  =  Z  +  e", 
e"  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite.  De 
plus,  pour  obtenir  le  volume  compris ,  d'une  part  entre 
les  surfaces  de  première  espèce  qui  sont  représentées 
par  les  équations 

s  =  z  -f-  1',     z  =  Z  -f-  l'S 

de  l'autre  entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  cor- 
respondent aux  coordonnées 

Xy      X      -h      ^Xy  /,       r       H-       AJ, 

il  suffira  évidemtnent  de  remplacer  dans  la  formule 


/•2 

P  =  (l  -h  1)  AJCAJ  i     fVrfx, 
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Zq  par  j?+  e'  et  Z  par  Z  +  e".  On  trouvera  en  conséquexKCr 
pour  représenter  ce  volume ,  une  expression  de  la  forme 

fVdZy 

«H-  * 

e""  étant  une  quantité  infiniment  petite.  En  égalant  cette 
expression  à  (u  +  e)Axùy,  on  trouvera 

/•Z-t-i" 

puis,  en  passant  aux  limites, 


=/; 


Z 

wdz. 


La  valeur  de  u  étant  ainsi  déterminée ,  la  formule  qui 
exprime  le  volume  compris  entre  les  surfaces  données 
deviendra 

i-x    /.y  /Z 

fil     wdxdydz. 

On  aura  donc,  en  désignant  par  V  le  volume  cherché  et 
supposant  les  intégrations  faites ,  i**  par  rapport  à  z  entre 
les  limites  variables  z^  Z\  a*"  par  rapport  à  y  entre  les  li- 
mites variables  y^  Y-^  3^  par  rapport  à  a:,  entre  les  li- 
mites constantes  x^^  X, 

/»X    pY    ^z 

Scolie:  U  est  essentiel  d'observer  que  la  méthode  pré- 
cédente peut  servir  à  déterminer  non-seulement  le  vo- 
lume compris  entre  les  surfaces  dont  il  s'agit,  mais  encore 
toute  autre  quantité  assujettie  à  croître  ou  à  décroître 
avec  ce  même  volume.  Une  semblable  quantité  se  trou- 
verait encore  exprimée  par  l'intégrale  qui  forme  le 
deuxième  membre  de  la  formule  ci-dessus;  si  l'on  dési- 
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gnait  par 

non  plus  rélément  du  volume  V,  mais  rélément  corres- 
pondant de  la  quantité  cherchée. 

Ajoutons  que  si  le  volume  donné  se  trouvait  terminé , 
non  par  les  surfaces  données,  mais  par  un  contour  quel- 
conque ,  il  serait  facile  de  le  décomposer  en  plusieurs  par- 
ties, de  manière  que  chacune  de  ces  parties,  ou  la  partie 
correspondante ,  pût  être  facilement  calculée  par  la  mé- 
thode que  nous  venons  d^exposer. 

100.  On  peut  remarquer  que  si  Ton  divise  par  AxA^Az 
les  deux  membres  de  Téquation 

on  en  conclura ,  en  passant  aux  limites, 

de  plus ,  il  est  permis  de  prendre  pour  \^^(x^  y,  z)  le  vo- 
lume compris  entre  les  sîx  smfaces  de  première  espèce 
qui  correspondent  aux  coordonnées  o,  a:  ;  o,  j"^  o,  ^  5  il 
suffit  donc  de  connaître  ce  dernier  volume  pour  en  dé- 
duire la  valeur  de  w. 

Pour  donner  une  première  application  des  formules 
précédentes,  supposons  d'abord  les  coordonnées  x,  jr^  z 
rectangulaire^.  Dans  cette  hypothèse,  le  volume  «p(jc,^,  ^) 
compris  entre  les  six  plans  de  première  espèce  qui  pas- 
sent par  Torigine  et  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
XjjTj  z.  se  trouve  déterminé  par  Téquation 

de  laquelle  on  tire 

dxdydz 


a02  CALCUL    INTÉGRAL. 

On  aurait  pu  encore  arriver  au  même  résultat ,  en  ob- 
servant que  le  volume'  renfermé  entre  des  plans  rectan- 
gulaires qui  passent  par  les  points  dont  les  coordonnées 
sont 

X,  7,  a,     X   -h  A^,     X  H-  A/,     z  -h  àz, 

se  réduit  à  un  parallélipipède  rectangle,-  dont  les  dimen- 
sions sont  respectivement  égales  à  Ao?,  A^,  Ae ,  eu  sorte 
qu'on  a 

et  par  suite 

lim.  «'i(i±<)=i,     w  =2  i. 

Cela  posé ,  on  aura 

nX    pY    i'Z  /»X     rY 

y  =z  j     j     J    dxdydz=:\      j     {Z^zylxdy. 

Si  Ton  considère  des  coordonnées  obliques  mais  tou- 
jburs  rectilignes,  en  désignant  par  a  le  volume  du  paral- 
lélipipède qui  aurait  pour  arêtes  trois  droites  respective- 
ment parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  et  de  plus 
égales  à  Tunité  de  longueur,  on  trouvera 

et  par  suite  -w  =  «, 

/«x  pY  p%  .X  /-y, 

V  =:  «  /        /       /     dxdydz  =  a   \       j     {Z  —  z)dxdy, 
*^  Tq  à  y  J  s  •/xo  Jy 

Concevons  maintenant  que  la  position  du  point  dans 
Tespace  se  trouve  déterminée  par  le  moyen  des  coordon- 
nées polaires 


r  désignant  le  rayon  vecteur  mené  du  point  que  Ton  con- 
sidère à  un  point  fixe  pris  pour  origine  ;  u  Tangle  que 
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forme  ce  rayon  vecteur  avec  un  axe  fixe ,  on  plutôt  avec 
un  demi-axe  passant  par  Torigine^  et  9  Tangle  formé  par 
un  plan  fixe  qui  renferme  ce  demi-axe,  avec  le  plan  qui 
passe  par  le  même  demi-axe  et  le  rayon  vecteur.  Les  sur- 
faces de  première  espèce,  c'est4-dire  les  surfaces  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme 

«  =  c,     ou     6  =  c',     ou     r  =  c", 

seront  évidemment  ou  des  surfaces  coniques  droites  à 
bases  circulaires  qui  auront  pour  axe  Taxe  fixe,  ou  des 
plans  passant  par  l'axe  fixe ,  ou  des  surfaces  sphériques 
qui  auront  pour  centre  Torigine. 

Les  équations  u  sz  o,  9  =o,  r  =  o  appartiendront  en 
particulier,  la  première  au  plan  fixe ,  la  deuxième  à  Taxe 
fixe,  la  troisième  au  point  unique  pris  pour  origine. 

Cela  posé,  le  volume  représenté  par  ^(a,  9,  r)  se 
trouve  terminé,  i  ^  par  deux  pkns  qui  r^ifenneront  Taxe 
fixe,  eicompvendroat  entre  eux  un  angle  égal  i  u\2^  par 
vue  portion  de  surface  eonique  dont  la  génératrice  for- 
mera avec  Taxe  fixe  Fangle  44^  3^  par  uue  portion  de  zone 
sphérique  dont  la  hauteur  est  équivalente  à 

r(i   —  cosa), 
et  l'aire ,  au  produit 

axr[r(i   —  cosa)]  =  2jr/-»(i    —  cosa). 

Le  volume  sera  donc  une  partie  de  secteur  sphérique 
qui  a  pour  base  cette  zone  et  dont  le  volume  est  en  con- 
séquence 

•jr.îi«T*(i   —  cosa)  =  |îrr*(«    —  cosa). 

Ajoutons  que  le  voltune  ^(u,  d,  r)  sera  au  secteur  sphé- 
rique dans  le  rapport  de  d  à  27r ,  d'où  Ton  conclura 

^'(".  ô,  r)  =  --^r3(i    —  cosa), 
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OU ,  ce  qui  revient  au  même , 


^(a,  0,  r)  =  y(i  —  co5«)0; 


on  aura  donc 


dudddr 


et  par  suite 


Jr 


r*  sin  uduSdr, 

Dans  ces  dernières  équations  j  relR  sont  des  fonctions 
des  variables  u  et  6^  B  et  0  des  fonctions  de  la  seule  va- 
riable u ,  et  Uq,  U  des  quantités  constantes. 

On  arriverait  encore  à  cette  expression  du  volume  V 
en  remarquant  que  l'accroissement  infiniment  petit  du 
volume  correspondant  aux  accroissements  simultanés 
du,  dOj  dr  peut  être  considéré  comme  un  parallélîpi- 
pède  recungle  dont  les  trois  dimensions  sont  rduj  rsinudOy 
dr,  et  qui  a  pour  valeur  r*  siu  udOdr, 
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DIX-SEPTIEME  LEÇON. 


Réduction  des  intégniles  multiples.  Prcrotôra  mélhode:  par  un  cbaoge- 
ment  de  coordonnées. 


KM.  La  réduction  des  intégrales  multiples  a  été,  dans 
ces  dernière  temps,  Tobjet  des  recherches  d'un  grand 
nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  nous  nommerons 
seulement  MM.  Gauchy,  Lejeune-Dirichlet,  Liouville, 
Lamé,  Catalan,  Tortolini.  Nous  avons  pensé  qu'on  nous 
saurait  bon  gré  d'exposer  avec  quelques  développements 
la  marche  qu'ils  ont  suivie  et  les  résultats  importants 
auxquels  ils  sont  arrivés. 

La  première  méthode  de  réduction  consiste  à  substituer 
aux  anciennes  coordonnées  des  coordonnées  nouvelles 
dont  l'emploi  rendra  l'intégration  plus  facile. 

La  position  d'un  point  dans  l'espace  est  ordinairement 
déterminée  par  trois  cooixlonnées  rectilîgnes  Xj  j-,  z^  pa- 
rallèles à  trois  axes  fixes,  ou  par  trois  coordonnées  polaires 
qui  peuvent  être,  par  exemple,  le  rayon  vecteur  r  ou  la 
distance  du  point  à  l'origine  des  coordonnées  \  l'angle  0 
que  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  zy  fait 
avec  l'axe  des  y,  et  l'angle  u  du  rayon  vecteur  avec 
Taxe  des  x.  Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires  les 
coordonnées  polaires  sont  liées  aux  coordonnés  rectilignes 
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par  les  équations  (Connues 

X  =  rcosw,     y  =  rcosucosO,     z  =  rsinasinÔ. 

i02.  Dans  ses  intéressants  Mémoires  sur  la  théorie  de 
la  chaleur,  M.  Lamé  a  fait  usage  d'un  nouveau  genre  de 
coordonnées  qu'il  a  appelées  elliptiques.  Un  point  quel- 
conque de  l'espace  est  alors  considéré  comme  Tintersec- 
tion  de  trois  surfaces  dépendantes  chacune  d'un  paramètre 
variable.  Ainsi,  pair  exemple,  un  point  quelconque  de 
l'espace  peut  être  défini  comme  l'intersection  des  trois 
surfaces 


A*         A»  —  A*        A»  —  r»  ■ 
X»  X*  z* 


x^  y*  a*       _ 

V  "^  f»  —  b*  "*"  »»  —  r«  ~  '  ' 

En  supposant 

A<c,    A>c>à,    <«>à<c,     »<^<<;, 

ces  trois  suHaces  sefoUt ,  la  première  un  ellipsoïde ,  la  se- 
conde un  hyperboloïde  à  tme  napj^ ,  la  troisième  un  hj- 
perboloïde  à  deux  nappes.  Les  distances  focales  2&,  5tc, 
2il/V  — i*  des  sections  principales  sont  un  élément 
commun  à  toutes  les  surfaces  que  l'on  peut  obtenir  en 
faisant  varier  les  trois  paramètres  X,  fx,  v.  Cette  propriété 
a  fait  donner  à  ces  surfaces  le  nom  d'homofocaies. 

En  employant  une  méthode  d'élimination  convenable  ^*% 


V*)  M.  Jacques  Binet  a  donné  ,  pour  faire  cette  élimination,  un  moyen 
d^ttutant  plus  inj^énicux  et  plus  simple,  qu'il  s^appTique  à  un  nombre 
quelconque  dVquàtions;  roiti  en  cfnot  11  consiste.  Cofistd<^roAs  n  éqn*- 
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on  arrivera  anx  trois  équations 

bcx  =  Xftt, 

<iui  donnent  x,  j,  z  en  fonction  de  A ,  jut ,  v  ;  et  les  valeurs 


tions  de  la  forme 


t'-^r^'^tZ  -+-  etc.  =   I, 


^-H^ 


-f-  etc.  =   I , 


î.-«  f.-6  e.-> 

r-^ — ^T^-^t *-  etc.  =  I, 


et  cberchonf  les  valeurs  des  n inconnues  l,  u,  {[;...  exprimées  au  moyen  de 
fi»  Si»  ?•>•••>  «>  C,>,....  Pour  cola,  posons 

La  difiërenoe  F  (x)  — /(x)  sera  un  polynôme  du  degré  n  ~  i ,  et  puisque 

dans  la  fraction     *  p"*x        le  de{;ré  du  numérateur  sera  inférieur  au 
r  (x) 

moins  d^une  nnité  an  degré  du  dénominateur,  on  aura  identiquement ,  en 
▼erlu  des  principes  qui  donnent  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles, 

gW-/W_F(c)-/(a)       I         F(g)-/(6)       I 

F(x)  ï"(c)        x-cc"*"      F' (6)        x-6  t 

En  taisant  tour  I  tour,  dans  cette  équation , 

X  =  f, ,    X  =  I,,    X  =  Ç,,.-> 

tt  ayant  égard  aux  équations 

F(«)=o,    F(6)  «o,    F(>)  =  o,..., 

/(f»)  =  o,    /(f,)  =  o,    /(f.)  =  ô,..., 
on  trouTora 
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de  x*,y^^  t^  satisfont  à  une  même  éqoatWn  du  sixième 
degré.  En  effet,  en  ordonnant  l'équation 

.       ^        ^^ 


A»       >.'—  b*       A»  — C* 

par  rapport  à  X,  et  posant 

A  =  X»  -h  r*  -h  2»  -h  A*  -I-  c\ 

B   =  .r»  ( J*  4-  c*)  -H  ^*c»  H-  z^b*  +  A»c>, 
C   =  b^c^x\ 

on  trouve 

A«  —  Aa^  -H  Ba»  —  C  =  o. 

Si ,  au  lieu  de  partir  de  Téquation  de  Tellipsoïde ,  on  éuit 


F'Wf.-ocj     F'(6)f.-6     F(>)f,->      *••-'' 

/M    '      /(g)    I ZM^L. 

-F'Wf,-.«     F'(6)f,-6     F'(>)f.«>      -      •' 

/W     ' ^/(?)_j ZM-J -, 

F'Wf.-cc     F(€)f,-6     F'(>)f.-.>      ••— '• 

Ces  équations  sont  des  équations  identiques,  vraies  quels  que  soient 
<c ,  6  ,>,...,(,,{,,  ^, , ....  Or  elles  se  réduisent  ooz  équations  proposées 
quand  on  (ait 

/(«)   _  .  __  («-g.)(«-g.)(«-g.) 
F'(.)-«-  (— 6H«->)...       • 

■/•(S)   _  . f6-f.)(6-g.)(6-f.) 

r'CS)-"--  (S-«)(6->)...       • 

_J'<y)  =  V  =_  (>-g.)(>-f.)(>-g.) 


DoDc  ces  dernières  râleurs  rendront  aussi  identiques  les  équations  pro- 
posées, et  sont  les  valeurs  eberchéos  des  inconnues  f,  »,  (5. . . , 

Pour  revenir  an  cas  des  trois  équations  que  nous  avons  d^abord  coaii- 
dérées,  il  suffit  évidemment  de  poser,  dans  les  formules  qui  précèdent  « 

î-*',  •  =  >■*.  ?  =  «•;  f.=^',  f.=A»%  f.=.'i  «=o,  6  =  »',  y=c: 
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parti  des  équations  des  hyperboloïdesT,  "on  serait  arrivé  k 
la  même  équation  du  sixième  degré ,  et  par  conséquent 
X',  fx',  v'  étant  à  la  fois  racines  de  cette  équation,  Ton 
aura 

A»  -h  ^*  H-  »»  =  A,      A>»  4-  A»f»  4-  i»**»*  =  B,       AV«'^*  =  C. 

Or  si  entre  ces  trois  équations  jointes  à  Téquation  du 
sixième  degré  on  élimine  tour  à  tour  X ,  ou  |ui ,  ou  y,  on 
retoml>era  sur  les  équations  des  surfaces  homofocales. 

103.  Ces  surfaces ,  qui  ont  entre  elles  huit  points  de 
commun»  jouissent  de  propriétés  relatives  fort  remarqua- 
bles. Leurs  plans  tangents  au  point  (a:,  y,  z)  ont  pour 
équations 

A»    "^A»  — A»        A»— t*  ' 

fi  ._r« <     _j 

xi        x*f  «Ç 


6*  —  ,*     c»  — 


et  sont  perpendictikires  l'un  à  l'autre  ;  car  en  appelant 
a,  6,  7  ^  a ,  6',  /  -,  a\  6",  /  les  angles  que  les  perpendicu- 
laires à  ces  trois  plans  font  avec  les  axes ,  on  a 


COStf 

cosC 

oosy 

X 

r 

2 

A» 
COS-c' 

cos^'    _ 

A»--r» 
ces  y' 

'jr 

X 

z       ' 

cos«'^ 

cosC" 

cosy" 

X 

•     X 

z 

14 
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Or  les  équations  cpii  donnent  x^  y^  z  en  fonction  de 
X,  fju  V,  conduisent  aux  identités 

-r-T  +  /.,   L>\f  ^  L^\  —  r ,  ~ , \ /  . — ;-  =  cos «  cos «'  -h ces 9 cos * '  -f- etc.  — .), 

r=cos«a)S«"-4-cosCcos^''' -l-etc  =0, 


X*  V*  a' 

En  vertu  de  ces  identités,  les  cosinus  des  angles  que  font 
entre  eux  les  plans  tangents  étant  nuls,  ces  plans  sont 
perpendiculaires  entre  eux.  Il  en  résulte  qu'une  surface 
homofocale  coupe  normalement  toutes  les  siuHfaces  des 
deux  autres  systèmes. 

Considérons  en  particulier  un  des  ellipsoïdes  représenté 
par  Téquation 

À*  "*"  A»  —  ô*       A»  —  c>  ^  '  * 

En  un  quelconque  M  de  ses  points  passent  deux  hyperbo- 
loïdesy  Tun  à  une  nappe,  l'autre  à  deux  nappes,  ayant 
les  mêmes  foyers  que  cet  ellipsoïde,  tels  que  leurs  plans 
tangents  étant  toujours  perpendiculaires  au  plap  tan- 
gent de  Tellipsoïde ,  ils  se  coupent  suivant  une  courbe 
k  double  courbure,  dont  le  plan  osculateur  soit  toujours 
normal  à  Fellipsoïde  proposé.  Soit  M'  un  point  de  cette 
intersection  voisin  de  M  et  situé  sur  un  second  ellipsoïde 
qui,  infiniment  voisin  du  premier,  ait  pour  paramètre 
X  +  rfX  -,  appelons  d^s  l'élément  MM',  et  d^Xy  dxjr^  d^z 
ses  trois  projections  sur  les  axes.  Il  est  évident  qu'en  pas- 
sant de  M  à  M',  /ix  et  v  restent  constants,  et  que  X  est  la 
seule  coordonnée  elliptique  qui  varie.  On  aura  donc,  en 
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différentiant  par  rapport  à  l   les  trois  équations  cpù 
donnent  a:,  y^  z  en  fonction  de  1,  fx,  v, 

bcdxX  :=ftfd\y 


et  par  suite,  toute  réduction  faite, 

Pareillement  si  l'on  désignait  par  d^s^  d^s  les  éléments 
des  courbes  d'intersection  de  Tellipsoïde  avec  Thyperbo- 
loïde  à  deux  nappes,  ou  de  Thyperboloïde  à  une  nappe 
avec  Fellipsoïde,  on  trouverait 

.           \/a*  —  f*l/V»  —   f* 
Of  J  =  —7 : .  .  I 

Toutes  les  courbes  dont  J^^^,  d^s  sont  les  éléments,  et  sui- 
vant lesquelles  un*  même  ellipsoïde  est  coupé  par  tous  les 
byperboloïdes  bomofocaux,  ne  sont  autres  que  les  lignes 
de  courbure  de  sa  surface.  En  eflfet  {Calcul  différentiel^ 
n**  198),  l'équation  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde 
dont  les  axes  sont  i*,  X*  — A*,  >•  —  c',  est 

X  (c»  —  b^)dydz  —  c*jdida:  H-  h^zdxdy  =  o, 

ou,  en  divisant  par  dxdffdz^ 


du,s  =z 


(^'-*')£-^'i+*'i=»' 


14.. 
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^ii 

dxj           \dr      dxj 

Quand  on  chemine  sur  une  des  courbes  dont  d^^s  est  l'é- 
lément ,  X  et  V  sont  constants,  fx  varie  seul,  et  Ton  a 


X 

X 

"  df^x 

f^ 

-<¥' 

X 

fi'  —  b^ 

z 

z 

fi^—C^ 

dz        du.z  f*dfit 

Or  ces  valeurs  substituées  dans  Téquation  des  lignes  de 
courbure  la  rendent  identique,  donc  les  courbes  dont 
dfj^s  est  l'élément ,  forment  un  système  de  lignes  de  cour- 
bure de  l'ellipsoïde  5  il  en  est  de  même  des  courbes  rf^, 
pour  lesquelles  on  a 


^   — : 


dx       dfX       r/c  '      dy       dfX  vdf      ' 

z  z     >*  — c' 

dz        df  z  fdv 

expressions  qui  rendent  encore  identique  l'équation 

^  '  dx  df  dz 

H  reste  donc  prouvé ,  en  vertu  de  ce  qui  précède ,  que 
toutes  les  surfaces  bomofocales  de  deux  quelconques  des 
trois  systèmes  rencontrent  normalement  une  surface 
courbe  quelconque  du  troisième  système  et  tracent  sur 
elle  toutes  ses  lignes  de  courbure. 

104.  Quelquefois,  aux  trois  surfaces  que  nous  avons  con- 
sidérées on  substitue  des  variétés  de  ces  surfaces,  la  sphère, 
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par  exemple ,  à  Tellipsoïde  ;  les  deux  cônes  obliques  à  base  • 
elliptique  aux  deux  hyperboloïdes.  Dans  ce  cas,  en  appe- 
lant rie  rayon  de  la  sphère,  ou  son  paramètre ,  J  et  c>  J 

deux  constantes,  \k^    etv<i<c  deux  autres  para- 
mètres variables ,  on  aura  les  trois  équations 

0?*  -4-  r*  •+-  »*  =  ^^ 

je  y^  z"       __         «»  7*  a*       _ 

^       ^»  —  ^*  ""  c*—  ^»  ~  ^'     7>  "^  /»»—  r»  "~  c*—  f*  ""  ^' 

dont  les  deux  dernières  représentent  les  cônes  asympto- 
tîquesdes  hyperboloïdes  à  une  ou  à  deux  nappes.  Les  deux 
cônes  et  la  sphère  formant  un  ensemble  de  surfaces  or- 
thogonales, les  coordonnées  x,  j*,  z  sont  liées  aux  coor- 
données r,  |x,  V  par  les  équations 

bcx  =z  rftff 

C2  V^^  — A>  =  rl/c»  —  /!•»  V^c*  —  t». 

Nous  montrerons  bientôt  le  parti  que  Ton  peut  tirer 
de  la  transformation  des  coordonnées  pour  la  réduction  de 
certaines  intégrales  multiples. 

Mais  auparavant  rappelons  en  peu  de  mots  les  formules 
générales  qui ,  dans  le  calcul  intégral ,  servent  au  chan- 
gement des  variables  indépendantes. 
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Continuation  de  la  leçon  précédente.  —  Formule  générale  pour  la  trans- 
formation des  variabled  dons  les  intégrales  multiples. 


105.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'une  intégrale 
double 

SS\}dxdjr  =  ff¥  (or,  x)dxdx, 

et  qu'aux  variables  indépendantes  x,  y  on  veuille  subs- 
tituer deux  nouvelles  variables  t  et  «,  dont  xelf  soient 
des  fonctions  déterminées.  On  commencera  d'abord  par 
voir  ce  que  devient  la  fonction  U=  F  (x,  y)^  puis  on 
calculera  le  produit  dœdy  de  la  manière  suivante,  x,  y 
étant  des  fonctions  déterminées  de  t  et  de  m,  en  représen- 
tant para?;,  a:i,y;,ji  les  dérivées  partielles— ,  ^,  ^.^> 
on  aura 

dx  =  x'tdt  -h  x'udu^     dy  =z  x[dt  -f-  j^rfa. 

On  se  tromperait  évidemment  si ,  pour  obtenir  le  produit 
dx  dy^  on  multipliait  entre  elles  ces  deux  valeurs,  car 
dans  l'intégrale  double  donnée  les  deux  variables  xex  y 
étant  indépendantes,  y  doit  rester  constant  quand  on  dif- 
férentie  par  rapport  à  x;  la  dijfTérentielle  dx  suppose  y 
constant,  et  pour  l'obtenir  il  faut  nécessairement  faire 
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^X'  =  o  ^  on  a  ainsi  ' 

da:z=xidt-h^idUf     o=Xtdt'^Xudu; 
en  éliminant  du  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

Xu 

Si  Ton  substituait  cette  valeur  dans  l'intégrale  double  et 
qu'on  'éliminât  à  la  fois  .r  et  i/,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible, elle  deviendrait  fonction  seulement  de  y  et  de  t. 
Dès  lors  ces  deux  variables  devraient  être  indépendantes, 
Texistence  de  dy  supposerait  dt  nul ,  et  Téquation 

dx  =  x'tdt-^xidu^ 

réduite  monittitanément  à  djr  ^=:jr'„duy  donnerait  la  va- 
leur de  ify^  et  par  suite  de  dxdy.  Par  cette  transforma- 
tion, l'intégrale  double  deviendrait 

Prenons  pour  exemple  l'intégrale 


le  produit  dxdy  est  déjà  calculé  en  vertu  de  ce  qui  pré- 

cède:  reste  à  déterminer  -r-  et  -7-  en  fonction  de  t  et  de  m. 
'  €tx     djr 

z  fonction  de  a:  et  de  j  est,  par  rapport  à  ^  et  11,  une 

fonction  de  fonction  *,  on  aura  donc 

dz  ^^  dz  dx       dz  dy 
di'^HH'^l^W 
ou 


«1 

dz     ,        dz     . 

du 

dt  (le       dz  dy 
dxdu       dydu 

•  4* 


\ 
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t 

OU 


De  ces  deux  équations  on  tire  facilement  les  valeurs  de 

dz     dz 
-,^,qu,sont 

En  substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  dxdy  dans 
Tintégrale  double,  on  la  ramène  immédiatement  à  la 
k)rme 

106.  Passons  à  l'intégrale  triple 

fffUdxdxdz  =  ///F  (x,  r,  z)dxdydz. 

Aux  variables  j?,  j^,  «  on  veut  substituer  trois  nouvelles 
variables  ?,  m,  ^',  liées  aux  premières  par  des  équations 
données.  En  désignant. encore  par  x[^  xi^  -^o^oj^'jj^o 

^tj  ^ûî  ^p  les  dérivées  partielles  -=-,  -r-, , .  . ,  on  aura 
*■  ai      au 

dx  =  x[  dt  -h  x'^du  -+■  x',  dvy 
^/  =  ït  ^i  H-  x'udu  -f-  jrldv^ 
dz  :=:  z't  dt  -{-  z'u  du    -f-  zl  dp. 

Pour  obtenir  la  valeur  du  produit  dx  dy  dz^  dans  lequel 
X,  y^  z  sont  considérés  comme  des  variables  indépen- 
damcs,  on  calcule  d'abord  la  valeur  de  dx  en  supposant 
y  çxz  constants,  c'est-rà^ire  en  faisant  rf)^=:o,  dz=Oy  on. 
détermine  ainsi  dx  en  fonction  de  dt  au  moyen  des  trois 
équations 

dx  =:  x[ dt  -+-  xidti  H-  xldvy 

.  0  =  j;  rf/  4-  ru^^fii  -h  j^^*', 

G  =  z[  dt  -h  «1  fia  -h  »»'  <^f , 


• 
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entPe  lesquelles  on  élimine  facileaient  riu  et  du.  On  trouye 
fie  cette  manière 

Xu^—Xp^u  Xu%  —  X^^i 

^_  ^t  iXn  K  —Xp  gg)  -^  Xi  \^u  Xy  —  Z^  X^)  4-g|  {x^^  —  J,  ^»)  ^^ 

~  X'u^—xl^  V 

Cette  valeur  ramenant  le  produit  dxdydz  aux  variables 
f,  jTy  Zy  on  trouvera  dy  en  faisant //f  =  o,,//z  =  o,  ce 
qui  donne 

djr  =  j^^rfa  -\-  jrldp;     o  =  «i  rfa  -+-  «^  ^p. 

Mettant  dans  la  valeur  de  dv  celle  de  J»^  qui  est ^^-, 

il  viendra 

^  = j-^ du. 

Enfin  les  variables  actuelles  étant  t^  u  et  ^,  pour  obtenir 
dz^'il  faudra  faire  dt  :=  o,  du  =  o,  et  Ton  aura 

dz  =  z^  du. 

Multipliant  entre  elles  les  valeurs  de  dx^  dy^  dz^  on 
changera  l'intégrale  triple///  ^ dxdydz  en 

SSjydtdudp[x[  [x'X  -xl^'t)-^x'i{^'^l  -  ^lx\)-hZt{Xuxl-xlxu)\ 

Si  V  était  égal  à  i ,  ou  si  Tintégrale  triple  donnée  était 
simplement  ///  dxdy  dz^  elle  deviendrait 

fffdfd'*^''[x't  ix'u^'Xl  «»)  'i-x'ti^xi'zl  xl)  ^  Zt(xiy,rXyjri)]^ 

107.  Ces  formules  de  transformation  ont  été  employées 
d'abord  par  Enler,  en  1769,  puis  par  Lagraugc  en  1773. 
La  démonstration  que  nous  venons  d'en  donner  d'après 
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M.  Lacroix  laisse  beaucoup  à  désirer.  On  n'avait  d^aill«urs 
étudié  jusqu'ici  ce  changement  de  variables  qae  dans  le 
cas  d'une  intégrale  double  ou  triple,  il  restait  encore  à 
donner  et  à  démontrer  rigoureusement  la  formule  géné- 
rale de  transformation.  Cette  lacune  a  été  remplie  tout 
récemment  par  M.  Jacobi  d'abord,  puis  par  M.  Catalan. 
M.  Cauchy,  à  ma  prière,  s'est  aussi  occupé  du  même 
sujet*,  et,  comme  toujoul*s,  la  méthode  qu'il  a  suivie  est 
remarquable  par  sa  précision  et  son  élégance.  Potu*  bien 
comprendre  ce  qui  va  suivre,  rappelons-nous  que  la  valeur 
de  l'une  quelconque  des  n  inconnues  déterminées  par 
les  n  équations  du  premier  degré 


celle  de  l'inconnue  x,  par  exemple,  est  donnée  par  la  for- 
mule symbolique 

_(b^A){c^A)...{h-^k){c^b)..,{h^b) (h^g) 

dans  laquelle,  après  le  développement,  on  doit  remplacer 
les  exposants  o,  i,  2,...,  n  par  des  indices.  La  seule  in- 
spection de  cette  formule  prouve,  i®  que  le  dénominateur 
commun  des  valeurs  des  inconnues  est  indépendant  des 
termes  constants  ft^,  Ati,...,  ft„',  *à^  que  le  numérateur  de 
chaque  inconnue  se  déduit  du  dénominateur  commun  en 
remplaçant  les  coefficients  de  cette  inconnue  par  les 
quantités  constantes  AEq,  ^i ,  Ai , . .  • . 
Si  l'on  représente  par  la  notation 

2  («oftiC»...ér«-.i /'«-.) 
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la  somme  qix^on  obtient  quandau  produit  ao&iCi...^„_iA„.i 
pris  avec  le  signe  +,*  on  ajoute  tous  œux  qu'on  en  peut 
déduire  à  l^aide  des  échanges  opërés  entre  les  indices 
0,  i,a,  3,...,n —  2,  w  —  I,  chacun  des  nouveaux  pro- 
duits étant  pris  avec  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  suivant 
qu'on  le  déduit  du  premier  à  Taide  d'un  nombre  pair  ou 
d'un  nombre  impair  d'échanges  successifs,  le  dénomina- 
teur cx>mmun  D  sera  égal  k  la  somme 


ZdOaahtC^.  .  .gn^^K 


etV 


on  aura 


_S(±/o6,C,...g«_,/i^,) 

Si  les  constantes  Xti,  A,, . . . ,  ft„_t  étaient  nuUes  ,  on  aurait 
évidemment 


X 


_/oS(±^,C> gn^t/l,»^i) 


108.  Cela  posé,  considérons  l'int^rale  d'ordre  n 

S==fff...F{x,x,h'-yi)dxdjdz..dt==zfff...Vdxifydz..,dt, 

et  supposons  qu'il  s'agisse  de  substituer  aux  variables 
X,  jr^  Zy...^t  d'autres  van ables  |,  y?,  Cv«?  '^  liées  aux  pre- 
mières par  les  n  équations 

«  =  /.({,«,  Ç,-  ..,r),...,  f=/„_x(j,  ny  Ç,...,r). 

Admettons  que  dans  S  on  intègre  en  premier  lieu  par 
rapport  à  x,  on  devra  alors  regarder  jr^  z^. .  ..^t  comme 
constants  dans  les  équations  données  qui  renfermeront 
ainsi  n-f-i  variables  Ç,  >?, . . . ,  t,  X]  et  en  les  différentiant 
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on  trouvera 

o  =  D^jrfî-f-  D^j^jj -+-... -h  D^/^/r, 

0  =:  Djfrff  -f-  D/rfv    -h. .  .-h  D^/^r. 
et  par  conséquent ,  si  Ton  fait 

M  =  S(±  D^rDfZ D^f), 

on  aura 


Par  suite 


s  =  ///... uI^^^:%-^^ 


En  considérant  maintenante^  comme  seul  variable, 
z, . . .  ,£  comme  constants ,  on  trouvera 

dy  =  "ù^ydn  4-  Dç/rfÇ  -4-... -h  D^/A-, 


o  =  D.frf»    -h -H-  D^^//r, 


et  en  posant 


.  N   .  dy_dn 
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on  aura  donc 


D'ailleurs  la  dernière  des  sommes  L,  M,  N  doit  évi- 
denuxLent  être  remplacée  par  Tunilëj  car  si,  par  exem- 
ple, on  considère  seulement  trois  variables  x,  j'y  Zj  après 
les  deux  systèmes  d'équations  qui  ont  donné  dj^^  dm,  on 
obtiendra  Téquation  suivante 

iiz  =  D^zdZf     dz  =  Ne/Ç, 

de  laquelle  on  tire 

dz_d^ 

N  ""    I  • 

Donc,  après  avoir  éliminé  tontes  les  variables  x,^,  ^,. . ., 
on  aura  définitivement 

S  =  ///... ULe/W,^Ç...rfr 

Pour  obtenir  la  somme  du  second  membre ,  il  faut  per- 
muter   de   toutes   les  manières  possibles   les   variables 

i.  109.  Scolie.  Xy  j^  Zy...y  s  étant  n  —  i  variables  fonc- 

\  lions  de  »  —  i  autres  variables  Ç,  î7,  Ç, . . . >  ^J"?  on  aura, 

,  en  vertu  de  ce  qui  précède , 

Supposons  maintenant  que  ces  mêmes  variables  x,  j^, . . . ,  5 
soient  fonctions  de  n  autres  variables  Ç,  yj,  ^, . . . ,  cr,  r, 
T  étant  lui-même  une  fonction  dépendante  de  |,  y?,  ^, . . . ,  a 
déterminée  par  Téquation 

f(*,   y  y  2,-M^)  =  o, 
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t  désignant  une  nouvelle  fonction  de  Ç,  »î,  Ç, . . . ,  ff,  f. 
Dans  l'expression 

il  faudra  remplacer  Tun  quelconque  des  facteurs  D^ =~- 

par  la  somme  ;^  +  ^  jI*  ^^  dîfférentîant,  par  rapport 
à  X,  Téquation  f  =  o,  on  a 


dx'^drdX  ~"   ""'      ^^"^  -   rfA  ~   ~  D^f 
et  par  suite 

dp       dpdr        ^  ^_  _  ^      ^K^ 

Mais  puisque  A  est  fonction  de  jr,  j^,  z, . . . . ,  f,  on  aura 
aussi 

Dxf  =  D^fDxx  4-  DyfDx/  -^.  D,  f  Dx*  4-.  • .  H-  D«  fDx^; 

en  substituant,  on  trouvera  que  VeTÇTesiàoiï.dxdydz...ds 
doit  être  remplacée  par  l'expression 

On  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  :  si  les  n  variables 
x,y,  ^v»  ^>  fonction  de  n  autres  variables  Ç,  yj,  Çv'm^> 
sont  liées  entre  elles  par  Téquation 

on  aura  nécessairement 

dxdydA.,.dt        ^,_.  ^      ^      ^  ^    .  i^  d»fd^  ...dr 
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Exemple  :  Si  les  variables  Ç^  v?»  ^9 9  t  étaient 

liées  aux  variables  x,  j,  ^, ,  f  par  w  équations  li- 
néaires 

r  =  «,_,  a?  -h  bn^xX  -h  r«_»a  -h ...  -h  ^«.jf, 
on  aurait 
<lx€lrdz.,  ,  .dt         _,   ,      -  ,      .dld%dt,,.dr      <^dri..,dT 

Si  de  plus 

il  viendra  * 

dxdy  dz,    .  dt d^  dtj  dl^ . , ,  dr 

t  ^  T  ' 

110.  Voici  en  peu  de  mots  comment  procède  M.  Cata- 
lan. Admettons  que  les  variables  I9  >79  (^9  •  •  •  9 1  sont  liées 
aux  variables  x,  j^,  z, . . . ,  t  par  les  n  équations 

/o=o,    /.  =0,...,    /i^,  =  0, 

et  supposons  que  dans  S  on  intègre  en  premier  lieu  par 
rapport  à  x\  on  devra  alors  regarder j^,  z^. , .,  t  comme 
constants  dans  les  équations  données  9  lesquelles  renfer- 
meront n  -f-  I  variables  I9  >Î9  Ç9 9  t,  x,  et  si  Ton 

prend  ^  pour  variable  indépendante,  on  aura 9  pour  dé- 
terminer, cir  en  fonction  de  d^y  les  n  équations 

,      D,/orir  -^B^/odf    -h...-+-DT/orfr  =  o, 
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qu^on  peut  mettre  sous  la  forme 



et  qui  donneront  pour  dx  une  valeur  de  la  forme 

Do   ^ 

En  substituant  cette  valeur  dans  S  et  employant  les 
équations  données  à  éliminer  a?,  77,  (^, . . . ,  r,  S  sera  ex- 
primé au  moyen  de  n  variables  j^,  ^>  •  •  •  >  ^  et  |.  Si  Ton 
veut  maintenant  intégrer  par  rapport  kjr^  on  devra  con- 
sidérer toutes  les  autres  quantités  comme  constantes,  c'est- 
à-dire  ,  en  répétant  le  raisonnement  ci-dessus ,  que  dj 
sera  donnée  en  fonction  des  nouvelles  variables  et  de  dn 
au  moyen  des  n  équations 

(*)  D,/orfa?    -f-D^/oflfr   H-D«/orfu-h...4-DT/o  rfr  =0, 

que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit 

J^s/odx   -(-p^/orfr  -f-...-HD-r/orfT  =— D,/oAj 

On  déduira  de  ces  équations 

djr  =   ^-d,; 

continuant  de  la  même  manière ,  on  verra  que  Ton  sera 


(*)  Quoique  dx  s^évanouiasd  avec  d( ,  quand  on  suppose  |  constant , 
on  différentie  par  rapport  à  x,  à  cause  des  variables  »,  f ,.  •  • ,  t  que  x  ren- 
ferme implicitement. 
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«iifin  conduit  à  résoudre  le  système  suivant 

J^s/adjc   -hJy^/odf    -+■ hD,/orfr  -hDr/odr    =  o, 

<{ue  Ton  pourra  écrire  comme  il  suit 
et  qui  donnera 


donc 


di  =   ^  -—  rfr; 


<Lcdjrdz..dt={-xY-  _  _  ...  j^. 


Mais  cette  expression  peut  être  considérablement  simpli- 
fiée. En  effet,  pour  obtenir  le  numérateur  Ni,  il  suffit 
de  remplacer  dans  la  valeur  de  Di  le  coefficient,  de 
dy,  D^fi,,  par  le  coefficient  de  dn^  D,fo,  entrant  dans  la 
même  équation  \  il  résulte  de  cette  observation  et  de  ce 
que  le  dénominateur  commun  ne  change  pas  quand  les 
seconds  membres  des  équations  linéaires  varient ,  que  le 
numérateur  N^  est  égal  au  dénominateur  relatif  aux 
équations 

l>«fo«o   -+-   Dj,fo«x    H-... 4-  DTfoa«_,  =   I, 

D,t,..«o  4-  D„f«_>,  4-... H-  D^f^.«„„,  =  ,. 

Or  ce  dénominateur  est  le  même  que  celui  du  groupe*  (i), 
donc 

N.  =  Do. 
T.  II.  i3 
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On  irouveraît  de  môme  que 

N,  =  D„     N3  =  D„ . . . ,     N„.,  ==  D,^„ 
donc 

et  par  suite 

dxdfdz.  ..dt  =  {'-  ,)- J!îL  dfe/jjrfC. .  .rfr. 

m.  On  peut,  à  Taide  d'une  règle  empirique  très- 
simple,  retrouver  celte  formule  de  transformation.  Ob- 
servons pour  cela  que  l'on  déduit  N^  de  D^  en  remplaçant 
le  coefficient.de  {ix  par  le  coefficient  de  rf^î  do^^c  puis- 
que le  dénominateur  commun  ne  dépend  que  des  coefC- 
cîenls  du  premier  membre ,  et  nullement  du  second 
membre,  non  plus  que  de  la  dénomination  des  incon- 
nues, on  'peut  dire  que  N^  est  le  dénominateur  commun 
relatif  aux  équations 

D|/«..  dS  -t-  Ti^fn^^dn  + . . . 4-  Dt/^,  dr  =  \, 

tandis  que  D„_i  sera  celui  qui  correspond  aux  systèmes 
d'équations 


Différentiez  donc  chacune  des  équations 

/o    =    O,      /,    =    0,...,      fn^r    =    O, 

en  regardant  comme  indépendantes  toutes  les  variables, 
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égalez  à  zéro  ou  à  une  constante,  la  partie  qui  dépend 
des  anciennes  dîâerentieUes  ^  et  à  zéro  ou  à  une  cons- 
tante la  partie  relative#aux  nouvelles  difTérentieUes;  vous 
aurez  de  la  sorte  deux  groupes  de  n  équations  chacun. 
Dans  le  premier  groupe  entreront  comme  inconnues  les 
différentielles  des  variables  primitives,  et  dans  le  second 
les  différentielles  des  nouvelles  variables;  si  vous  désignez 
par  D  le  dénominateur  pour  le  premier  groupe  et  par  A 
le  dénominateur  pour  le  second,  vous  aurez,  pour  la  for- 
«mule  de  transformation  cherchée, 

ï^dxdxdz..  ,dt=±MSdtid^.  .  .dr. 

On  emploie  le  double  signe  au  lieu  de  ( —  i)"  parce  que 
les  dénominateurs  D,  A  pouvant  changer  de  signe  sui- 
vant Tordre  dans  lequel  les  équations  qui  servent  à  les 
former  auront  été  écrites ,  il  est  impossible  de  décider  le 
signe  d'avance.  Dans  chaque  cas  particulier  Tindétermi- 
nation  cessera.  On  a  d'ailleurs 

D  =  2:(±  D,/oD,/....  D,/,^.)» 

Si  les  anciennes  variables  sont  données  en  fonction  des 
nouvelles  explicitement  par  des  équations 

on  trouvera 

D  =   I, 
et 

dxdxdz. .  .dr  —  2(±:  DjxD»^.  ..D^r)i/ï</jy. .  .rfr, 

comme  par  la  méthode  de  M.  Cauchy. 
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Continuation  de  la  leçon  précédente.  —  Rédaction  des  intégrales  mul- 
tiples à  Taide  d^un  changement  de  coordonnées. 


H2.  1*'  Exemple  :  Considérons  Pintégrale  double 

1        F(*j?.-h  d'y,  '^x  4-  Cy)dxdx. 
Si  après  avoir  posé 

ux  +  «'r  =  1,   ^j:  H-  cy  =  u, 

et  résolu  ces  équations  par  rapport  k'X  et  à  j*,  on  substi- 
tue à  Jxdy  sa  valeur  calculée  diaprés  les  règles  (pie  nous 
avons  données  pour  le  changement  de  variable  indépen- 
dante, on  trouvera,  en  désignant  par  h  la  valeur  absolue 

l/(a6'  _  a'6)«  de  la. différence  «6'  —  «6, 

ou  plus  simplement 

/      F(<.*  -H  «'r ,     ;*  -h  C'y)  =  -  /         /      F (x,  ^)  dx dy. 

Supposons  maintenant  que  Ton  remplace  les  variables 
X,  y  considérées  comme  représentant  des  coordonnées 
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rectangulaires  par  les  coordonnces  polaires  r  etuk  Taide 
des  formules  connues 

X  =  rcostt  =  ru,  ^  =  rmu  =  rv, 

il  \iendra 

I      F[(«cosa-f-«'sinw)r,  {ScmU'hC'ùnu)r]rdrdu 

I     /»a«  /»  * 
=  1  /        f      F(rco8ii,  r«ba)rf/r^ii, 
«i/o    */  o 

et  en  faisant 

IV  =  [(«  cosM  -f-  «'  sina)»  +  (f  .cosii  -+-  •'  sba)*  J« , 

/►a»  /»  »*     /licostt+tf'sinu      Ccosa+f'sinifN  ré^drdu 
o    Jo  \  ^  •  ^  )         ^ 

I       p^  p  * 

==:-    /       /      /{cosuy   smu^C^rdrdu . 

n    J  o     J  O 

Mais 

/      re^dr  =   i; 


donc 


f\       /*^*  .►/«cpswH-«'»ina     bcosa+b'sintfN 

^"^  Jo  A — ii^ — '  ~^ — ) 


w* 


=  ï  /      /(cosii,   9intt)^tt. 
^  t/o 


Si  Ton  supposait  les  coefficients  a,  a',  6,  6'  assujettis  à 
vérifier  les  conditions 

«»  -h  ff»  =  I,     *'»  -H  C»  =   1,     ««'  ^-  ^f'  =  o, 

on  aurait,  par  suite , 

ir  =:   I,     /v  =  (cos 'ic  -h  çin*tf)*  5=1, 


1 
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W     j     f[*  c^*  u-\-  u.'  sin  «,  to  cos  tt  +  V  sin  a)  rfir 

»/  o  ,/  o 

H3.  2"«  Exemple  :  Considérons  en  second  lieu  Tiiité- 
grale  triple 


»/   —  00    </  —  OOv    —  00 

Si  après  avoir  posé 

X-  =  |/(a6^/  -  *CV  -h  *'C"y  — -'Cy'^  H-  i*"fy'  ~  «"Cy'^)», 

on  calcule  dxdydz^  on  trouvera 


Supposons  maintenant  que  dans  cette  dernière  formule 
on  remplace  les  variables  x,  j^,  z  considérées  comme  re- 
présentant des  coordonnées  rectangulaii*es  par  des  coor- 
données polaires  r,  u,   9,  à  Taide  des  formules  connues 

jr  =  rcosu,     /  =  rainttcos&,      s  =  r  sin  if  sin  6, 

que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit 

en  posant,  pour  abréger, 

u  =2  cosri,     Y  =  sinM  cosO,     w  =  sinu  sin&, 
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on  trouTera 

=  7    J         f        f      ^{^^y   vr,   yfr)r^ûnudrdu<^. 
Si  d'ailleurs  dans  cette  formule  on  prend 

alors,  eu  ayant  égard  à  Téquation 

et  posant,  pour  abréger, 

=  [(«^    H-  *'v  -h  «'V)»  -h  (Cu  4-  C'v  -f-  C"w)'  4-  (>u   H-  y'v  +  y'w)»]«, 


on  aura 


=  7  /        /     /(">  V,  w)  sin  ududQ. 

Sî   l'on  supposait  les  coefficients  a,    a,   a",    6,  6",   6", 
ft  Jt  y"  assujettis  à  vérifier  les  conditions 

**  4-  C'  4-  y"  =  I,  «'»4-C'»+y'*  =  f ,  a"  -f-  C''»4-y"»=  r , 

«'«"  4-  C;''  4-  y'y"  =  o,     *"«  '4-  C'^  4-  y"y  =  o, 

^'  4-  bC  4-  yy'  =  o, 

on  aurait,  par  suite, 

(      /   /{«ij4-«'v  4-»"w,      (^u 4- C'v  4- ^'V,     yu4-y'v4-y"w)siniii/ik#9 

.0     J  o 

=   1        f    /l(u,  V,  w)sin«rf«i/^. 
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Si  les  coellicients  a,  cl^  ol\  etc.,  satisfaisaient  seulement 
aux  trois  dernières  conditions ,  alors,  en  posant 

p:={*>+C»H-y>)ï,  /5'=(»'»4.C''-4-/«}J,  |."=(«"»-|-C'"4>y^")i, 

on  trouverait 

Si  la  fonctiony(j:,  y,  ^)  se  réduisait  à  une  fonètion  f{oc) 
de  la  seule  variable  x ,  on  aurait  simplement 

/  y («  cos  tt  +  «'  sin  z£  cos  9  -h  «  sia  «  sm  0)  sin  tt^cM/i9 

o      i/o 

=  2îr  I     /[(«"  -f-  *'»  -+-  »'")*cos  a]  ûnudu. 

Cette  formtde  a  été  donnée  d'abord  par  M.  Poisson  en 
1819. 
Si  dans  Téquation  (A)  on  pose 

/(x,^,z)  =  ;/Q, 
les  valeure  de  r,  P,  Q  étant 

V  =  hx  +  ky  -!-(»,  Q  =  (ffx»  H-  £►/*  ^-  ^''  -+"  2</jz-|-aew-|-  a/xj)' 
pour  satisfaire  aux  conditions 

a'ct"  +  C'r  4-  y'y"  =  O ,      a" cl  +  5"f  4-  y^'v  =  O , 
tf*'  H-CC  -hvy'  =  G, 

qui  expriment  en  réalité  que  les  trois  nouveaux  axes  des 

coordonnées  sont  perpendiculaires  entre  eux,  il  suffira 

'  de  prendre,  pour  a,  6,  y,  s\    ci^  6',  y',  /^    a",  6",  y",  s\ 

trois  systèmes  de  valeurs  a,  S,  y,  5,  choisis  de  manière  à 
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vérifier  les  équations 

«  *  y 

et  correspondants  aux  trois  racines  de  Téquation  en  s^ 

a  —  5)(b  —  sXc  —  -f)  —  rf'(«  —  s)  ^e*{b  —  5)--/»(c—  j)-|-  iide/=  o. 

Âloi^ ,  en  effet ,  les  trois  nouveaux  plans  coordonnés  se- 
ront parallèles  aux  trois  plans  diamétraux  principaux  de 
la  çurface  du  second  degré 

ax*  -f-  by*  H-  cz*  4-  2^7*  -+-  ^ezx  -+■  i/xy  =  ^, 

et  par  conséquent  rectangulaires. 

Supposons  d'ailleurs  que  les  équations 

ax  -^rfy  -f-«=ix,  /t -H  * j^  -+- ifc  =  y,    car  H-rfr4-<r»=ï, 

étant  résolues  par  rapport  à  x,  y^  z,  donnent 

x  =  ax-hfy-Hez,     jr  =  fx  4- by -h  dz,     «=ex  H-dy-f-cz. 

Enfin  nommons  P,  Q  ce  que  deviennent  P,  Q  quand  on 
y  remplace  jp,  j^,  z par  u,  v,  w^,  et  posons 

D  =  {abç  —  flrf>  —  6c*  —  c/*»  4-  3i^)S 

K  =  (a/*»  4-  b*»  4.  c/»  4-2d*/4-  aeZ/i  4-af^it)T, 

on  tirera  de  b  formule  (A) 

Considérons  le  cas  particulier  où  Ton  aurait 

^=0,     /  =  o,     ft  =  r,     d  •=.  e -=z  f -=1  Oy 


on  aura 


P  =  Aar,     Q  =  [flj:»4-*(/**4-«*)]s     P  =  ^ru  =  ArcosK, 
Q  =  (aco3»tt4-6sin»«)^,     D  =  bV^â,     K  =  Aï/â=  — ^, 
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et  par  suite 

J»2,T  Pw     r  hcosu         "IsiRudiuiQ 2sra*  /"^^  /'-"  /Acostf^       MaduS 

o    Jo      Ljrcos»a-|-ftsm»a)^J^^  ^o*^«~"  ^'^ -^o    «/o     \i/a   Jcos,*adu\/^t 

et  en  effectuant  Tintégration  par  rapport  à  9, 

/5    r  A  cos  a  1  sin  iidu ira*  f'^f^  cosu\  sin  udu 

o      L(acos*a-h^sin»tt)*J    «»^^  """^Jo      \   \/2   )   «»'«  ' 

de  cette  dernière  équation  on  tire  facilement 

/vr — ^^^^î — ri — ^^ — ,=  •  rvf^Ud 

^o      L(flcos'a-+-6siii»w)« J(flcos*w4-^siii'M)T       h\^a*^ o      \  f/a  / 
et  l'on  en  conclurait,  en  posant  cosu  =  x, 

On  déduirait,  de  cette  dernière  équation,  des  théorèmes 
fort  remarquables  sur  la  transformation  des  fonctions  el- 
liptiques. 

H4,  S"**"  Exemple  :  Considérons  l'intégrale 


qui  donne  l'aire  d'une  certaine  surface xourbe 

Si  aux  coordonnées  rectangulaires  or,  ^,  z  on  substitue 
les  coordonnées  polaires  r,  u  et  d,  à  l'aide  des  équations 

4?  =  rco8a,     j^  =  r  sin  «  cosô,     3  =  rsiniesin0, 
l'équation  de  la  surface  deviendra 

^{f-y  Py   7)   =    "» 
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et  Taire  curviligne  sera  déterminée,  comme  nous  Tavons 
vu,  par  Téquation 


S  =  f/dudô\/X'  -+-  Y*  -h  Z% 
dans  laquelle 

On  a  d'ailleurs 

Xu  =  r^  cos«  —  r  sina, 
ar^  =  rjcosa, 

j^i  =  r^  sîn  tf  cosô  +  rcosu  cos6, 
T'a  =rg  sin«  cos6  — rsinu  sind, 

2^  r=  r« sÎD  K  sin 9  +  ''C08»sin^, 

z^  r=  r^  sin  a  sin 9  +  r sinix  cosd, 

et  par  ocMiséquent 

X^  r*  sina  cos© -H  rrisin'a, 
Y  =î  rr^  fin^  —  (ri  cosit  —  rstnK)r8in  u  cosO, 
Z  £=  rr^  GOftd  -h  (ri  cosa  —  rsina)  rsin  a  sinfi, 
X'4-  Y>  -h  Z'  =  r>  [r^'  4-  (r-  +  ri»)  8in>«]. 

Donc,  en  faisant 

R  =  l//-;»  -^(r»-hr;>)8in'«, 
on  trouvera 

S  =  ffKrdudB. 

Faisons  Fapplication  de  cette  formule  très-simple  à  l'el- 
lipsoïde 

**  .r*      »'  abc 

en  posant 

A  =  b^c\         B  =  flV%  C  =  a^b'y 

V  =:^cosa,        V  =  sinw  cosô,  w  =:  sinu  sin^. 
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On  a,  dans  ce  cas , 

r  — flAc(Bco5^a-f-Gsin*a  —  A)smttcos& 

(Au» -hBv»-HO»)« 
,   — abc{C  —  B)siii'ttSÎn9cos9 

^  (Au*  -h  Bv»  -f-  Cw»)« 

et  par  suite 

'  j  _  g*^'g*[A»cos'tf-4-(B  cos  »ô-h  Csin  'e)sin'tf] 
'^"^'""  ""  (Au»  4-  Bv*  -h  Cw«)5  ' 

,     .      (A»u»-hB»v>-+-Ow»)î 
(Au*  4-  Bv»  -+-  Cw*)ï 

Si  Ton  veut  obtenir  la  surface  entière  S  de  rellipsoïde,  il 
faudra  intégrer,  par  rapport  à  i*,  entre  les  limites  o  et  ir^ 
par  rapport  à  9  entre  les  limites  tt  et  —  n  ;  on  aura  donc 
définitivement 

.L..    f^   f'     ^    ..  (A»u>-hB*v»-+-C>w>)« 
./-TT    J  O  (Au»  -h  BV  H-  Cw»)î 

En  appelant  N  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de 
Fellipsoïde  sur  le  plan  tangent,  on  a 

1  /i»i»c» 


N  = 


d'ailleurs 


/^      /^       z^      r(A»u»4-  B»v»-h  C»w»)«  ' 
(A'u»  -h  B»v»  H-Ç»w»)«  =  -^  ; 


. ■  abc 

I/Au»  -f-  Bv»  h-  Cw»  = ■; 


r 


donc ,  en  substituant , 


r^      Ç^  r^  sip  u  du  d$ 
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H  est  facile ,  comme  nous  le  verrons ,  de  réduire  Tinté- 
grale  double  du  second  membre  à  une  intégrale  simple  ; 
mais,  pour  mieux  mettre  en  évidence  certaines  propriétés 
remarquables  de  TeUipsoïde ,  nous  lui  ferons  subit*  une 
nouvelle  transformation.  Appelons  a^  6  deux  nouveaux 
angles  ou  deux  nouvelles  coordonnées  polaires  liées  aux 
anciennes  j?,  jy  z  par  les  trois  formules 

x  =  a  cos«»     /  =  ^  sin  «I  cos  C,     z  =  ^  sin  «e  sinC. 

Le  point  déterminé  par  ces  équations  appartiendra  évi- 
demment à  rdlipsoïde  ,  car  on  a 

a^cos^a       ^'sin'tfcos^o        r^  sin'«i  sin'C 

1 ( rr    i; 

on  aura  d'ailleurs 

j:^  =  —  a9in«i,  j:^:=  o, 

^^  =  6cos«co8&,  Jg  =  —  ^sinasintr^ 

z^  =  c  cos«  sinCy  z^  =       c  sin«i  cos^, 

et  par  conséquent,  en  posant,  pour  abréger, 

{  =  cos«(,     y=sin«cos?,     Ç=rsin«sinC^ 
7L  =6cf  sin«i,     Y=rac9sinie,     Z=r  —  abl^smu^ 

V/X"-hY'-hZ>  =  sinrt  V/AS'H-Bu'-hCÇS 

S=  P      r  sin  « d<tdC\/Al-  H-  B«^  H-  C^S 

les  limites  des  variables  a,  6  sont  évidemment  les  mêmes 
que  celles  des  anciennes  coordonnées  u  et  d. 

En  désignant  toujours  par  N  la  perpendiculaire  abais-* 
sée  du  centre  sur  le  plan  tangent,  on  aura 

I  abc 


N  = 


/P      p       z»       \/kV  -H  Bu»  -h ce*  ' 
V^4  +  y4  +  ?i 
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etparsuilc 


La  comparaison  de  cette  valeur  de  S,  avec  celle  que  nous 
ayons  obtenue  plus  haut 

r^sinu  duiB 


_^    /•»       pr  r^smu  ditdB 


conduit  à  quelques  résultats  intéressants.  Pour  les  mettre 
en  évidence,  cherchons  d'abord  les  relations  qui  lient 
les  coordonnées  a,  6,  aux  précédentes  r,  u^  9;  ou  les 
coordonnées  |,  >?,  Ç  aux  coordonnées  tJ,  v,  w.  On  a  à  la 
fois ,  comme  nous  l'avons  vu, 

X  =  ru,     ^  =  rv,     3  =  rw, 

et  par  conséquent,  en  Taisant  toujours 

A  =  b^c\     B  =  a»c%     C=  a*b\ 
ul/Â  v»/^  ^  wV/C 


I/Au»  4-  Bv^-4-  O*  *  ï/Au»4-  Bv*  -h  Cw*  \/Au»  +  Bv» + Cw' 


Si  l'on  pose 

a'»'=  è^cos»^  H-  c>  sin*^, 

et  si,  après  avoir  pris  le  quotient  -,  on  remplace  u,  v,  w 

par  leurs  valeurs,  on  trouvera 

a  cos  «  ,       c  ^ 

cosit  ==      .  =r,     tango  =  ^  tangfc. 

K  a»  cos  *«  -+-  «'»  siu  »«  ^ 

Puisque  les  variables  u  el  0  soûl  indépendantes,  en  diffe- 
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reutiant  cos/i,  on  devra  regarder  ê,  et  par  suite  a ,  comme 
constant.  On  aura  dès  lors 


V/(«i*  cos  *<i  H-  »'»  sin  *  a)^  ' 

en  différentiant  Të^juation  qui  donuie  tang  fl,  on  trouvera 
de  même 

€lB(t  H-  lang»©)  =  î(i  ^-  tang*6)</^,  ' 
et  plus  simplement 

On  tire  des  écpiations  qui  précèdent 

abc  ûnoLiUdC 


sin  u  du  d$  z= 


«T  -+-  ^'»"  -+-  «^C'      «Y  +  ^^1*  -+■  ^Ç*  ""  «T-^-  ^^1^-^^V  ' 

abc  , 

'^(A.»  +  Bv»+Cw»)i  =  ^"'^'-^*'^'+-'^'^^> 

r^ànududB  =  abcûnadMdC. 

En  intégrant  les  deux  membres  de  cette  équation  remar-' 

quable  entre  les  limites  correspondantes ,  qui  sont  o  et  tt 

pour  u  eta,  —  TT,  +  77  pourS  et 6,  on  aura 

J^^-^  Jo   J-^  (Au«-f-Bu«-hCw»)T       ^         ' 

/-♦-^  r*         sintf^tt£/3  _     4*'     _      4îr 

7-^  ./o   (Au»  -4-  Cv"  M-Cw^)î  ""  «***c*  ""  AifiïC»* 

Cette  intégrale  définie  ,  donnée  d'abord  par  Poisson,  se 
déduit  facilement  de  la  formulejgénérale  du  n*^  113. 
Gomme  les  limites  des  variables  at,  €  sont  celles  des  va- 
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rîables  u  et  ^,  on  a 

J  — s:     «/o                N 

./; 

ûnuduS 

et  par  conséquent 

f'ir      f*9r  résina 

dttdB 

-■/:. 

i: 

N       " 

On  tire  de  cette  équation  une  conséquence  fort  remar- 
quable. Appelons  a\  V  les  deux  grands  axes  de^rellipse 
que  Ton  obtient  en  coupant  Tellipsoïde  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  tangent  dont  N  exprime  la  distance  au  centre^ 
d'après  les  propriétés  bien  connues  de  Tellipsoïde,  on  a 


abc=:  a'h'^y     N  =  '-^, 


abc 
7W 


et  par  suite 


S=ffa'b'am»dMdC, 


et ,  en  intégrant  entre  les  limites  —  tt,  +  tt  ;  o,  tt, 


r  f 


Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  éléments  supei^ 
ficiels  d'un  ellipsoïde,  divisés  respectivement  par  les 
aires  des  sections  diamétrales  parallèles  aux  plans  tangents 
de  ces  éléments,  est  égale  à  4*  M.  Chasles  a  donné  une 
démonstration  purement  géométrique  de  ce  théorème. 
H5.  Si  pour  transformer  Tintégrâle  triple 

on  avait  recours  au  système  de  coordonnées  polaires  dé- 
terminé par  les  équations 

X  =  rcosu ,     X  z=i  rsin  u  ces©,     z  =:  rsinic  sinfl. 
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on  trouverait,  comme  nous  Favons  déjà  vu, 

V  =  SSJr  *  sin  u  du  dbdr, 
et,  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  r, 

V=^//rîsina*/arf©; 
dans  le  cas  de  l^ellipsoïde 

on  a 

abc 


(Au*-|-Bv»-hCw»)i' 


et  par  conséquent,  en  intégrant  entre  les  limites  —  tt, 
4-  îî,  0  et  TT,  on  aura,  pour  le  volume  entier  de  TelUp- 
soïde , 

/•«       Ç^  a^b^c^  sin  u  du  dd 

./-^  Jo  3(Au»-f-Bv»-f-Cw>)^' 

ce  volume  est  d'ailleurs,  comme  nous  Pavons  vu,  égal  à 
^ffaic^  donc 

/«       /*w  sin  u  du  d6 ,        ^s»*    4** 

-^Jo    (Ao*-hBv>-hCw»){~'«**'^'  ""  A«B*Cî* 

On  retrouverait  de  cette  manière  la  valeur  de  l'inté- 
grale définie  du  premier  membre.  On  pourrait,  au  con- 
traire, partir  de  la  valeur  déjà  connue  de  cette  intégrale 
pour  calculer  le  volume  V  =  ^T:abc,  Ce  volume  s'obtient 
encore  immédiatement  à  Faide  des  nouvelles  coordon- 
nées polaires 

X  =1  a  co$«,     X  =:  b  sin«  cos^,  .  z  =  c  sin«  sin? ; 
T.  II .  i6 
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on  trouve  en  eflfet 

V=:j  /  '^       f'^r^sinudud)  =  j   /         /   abcsin^dmd*  =  jwabc, 

116.  Considérons,  pour  quatrième  exemple,  les  mêmes 
intégrales 

V  =  SJfdxdydz, 

qui  donnent  Taire  et  le  volume  d'une  surface  courbe  5 
'  mais  substituons  cette  fois  les  coordonnées  elliptiques 
r,  (X,  V  aux  coordonnées  rectangulaires  x^y^  z.  Désignons 
Par/';,a:;,y;,  z;;  r;,  x;,  j;,  ^;  les  dérivées partieUes 
de  /',  x^y^Zy  prises  par  rapport  à  (x  et  à  v,  et  posons 

on  trouvera 


S  =  ffd^df  \/V  -H  Y"  -+-  Z^ 
En  différentiant  les  équations 


z  = 7 1 

et  posant ,  pour  abréger , 


y/fi^—  b^  =m,     \/b^  —  f^  =n, 
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on  aura 

'    rr  H-^'/'g  ,  7»  -I-  ^>/> 


mnc\ 


Et  9Î ,  après  avoir  réduit  ces  trois  expressions  au  même  dé- 
nominateur, on  fait  la  somme  des  carrés  X',  Y',  Z',  il 
viendra 

•'•^  ^  mnpq 

/x  étant  toujours  compris  entre  h  et  c,  et  v  étant  toujours 
plus  petit  c[ue  6,  on  obtiendra  la  huitième  partie  de  Tel- 
lipsoïde  à  Taide  de  Vintégrale  définie  (^) 


Jo  J  h  ▼  ninna 


mnpq 


(*)  Noas  donoerons  plus  bas  dl  avec  plus  de  généralité ,  dtf ns  la  i^^ 
leçon,  le  moyen  de  déterminer  les  limites  correspondantes  des  varia- 
bles X,  7-,  s,  r,  /A  et  V.  Nous  montrerons  que  les  limites  o  et  &  pour  ym, 
&  et  c  pour  f  répondent  réellement  au  cas  où  Ton  veut  avoir  la  huitième 
partie  de  relHpsoide. 

16.. 
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Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  surface  donnée  est 
une  sphère  \  le  rayon  r  étant  alors  constant ,  on  a 


r^  =  o. 


et  en  désignant  par  S'  la  surface  entière  de  la  sphère ,  elle 
seia  représentée  d^abord  par  4^'**)  et  ensuite  par  huit 
fois  Tintégrale  qui  précède,  intégrale  qui,  dans  ce  cas, 
se  réduit  à 


J  0  J  h 


(^»-^  >»)rf^rfr 


En  égalant  ces   deux  valeurs  d^une  même  sui*face,  on 
trouvera 


/:/ 


^  /'t (^»  —  9*)iifcdf 


ir 


De  sorte  que  l'intégrale  définie  du  premier  membre 
est  la  huitième  partie  d'une  sphère  d'un  rayon  égal  à  Tu- 
iiité.  Cette  intégrale,  donnée  d'abord  par  M.  Lamé,  a  été 
vérifiée  par  M.  Poisson ,  et  démontrée  géométriquement 
par  MM.  Chasles  et  Terquem. 

117.  Passons  à  l'intégrale  triple 

V  =:  fjjdxdydz. 

On  sait  par  la  transformation  des  intégrales  que,  si  r,  jui,  v 
sont  trois  nouvelles  coordonnées ,   liées   aux  anciennes 

X,  y,  z,  par  les  équations 

dx  =  a,  dr  -^  C  d,u  -h  y  df, 
dy  zzt  a!  dr  -\-  l' dfA  -|-  >' ^y, 
dz   =  a!'dr  -f-  ÇJ'dfL  -h  y"d,, 

Tiniégrale  triple  devient 

V  —Jff{^'\y%'-^Zy')^^'\r^'^^y't')^y''[^'l^u,Q')^rd^^ 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  en  vertu  des 
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équations  qui  lient  x,j,  ^  à  r,  p,  v,  on  aura 

et  en  comparant  ces  valeurs  à  celles  qui  précèdent, 

fùv        -     r»  m 

bc^  bc*  bc 
mn               ^             n          ru  m  n 


on  aura ,  par  suite , 


En  faisant  la  somme  de  ces  trois  expressions  et  réduisant , 
on  trouvera  définitivement 


Ç  f  Çif^^  ■—  '")  r'drdfêdt 


mnpq 

Une  première  intégration,  faite  par  rapporta  r  entre  les 
limites  o  et  r,  donne 

V  =  ±     ff(^"-  f^)r^dud.  ^ 
'   JJ  mnpq 
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Dans  le  cas  d^une  sphère ,  r  est  constant,  et,  pour  obtenir 
son  volume  entier,  il  faut  effectuer  les  intégrations  entre 
les  limites  &  et  c  pour  [l^  o  et  b  pour  v,  et  multiplier  par 
8  ;  on  trouve,  de  cette  manière , 


Jo     Jh 


^  '      J  o  J  h  mnpq 


Ce  mode  de  transformation  s'étend  avec  facilité  au  cas  où 
Ton  conserverait  les  trdfs  coordonnées  eDiptîques  X,  p,  v* 
liées  à  x,  j,  -e  par  les  équations 


~  c\/c^^b^ 

En  posant,  dans  ce  cas, 


on  aura  ^ 

^k/A  -h   Avr.V   -h   >^' 

rfx  = . > 

bc 

I  f  kmxdx       hmftilfA hk  v  df  \ 
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et  par  suite 

—  bc'                       ^  - 

—  '■'*            c  — 

A» 

le'                      *  = 

JtntX               ^„ 

—                       ....        Ç"  —  - 

bi  l/c»  —  è»*      ' 

biy/c'—b* 

ch\/c-^b'' 

ckVc'  —  b'^ 

an^c'—b^ 

-11*  ^1  -  e^i^c^-b-)hir 

la  somme  de  ces  trois  expressions,  ordonnée  par  rapport 

à  X*,  fx*,  V*,  sera 

a4(^»  -.  ,»)  H-  /»<  (f'  —  A')  -h  f ^  (A'—  ^') 

et  en  remarquant  que 

a4(^»  —  »»)-4-^^(r'  —  A») -h  »*{A*  — lu')  =  (  A*  —  1^)  (iU»  —  »*)  (A>  —  I»), 

on  trouvera  définitivement ,  pour  le  volume  V, . 
On  obtiendra  le  volume  entier  de  Fellipsoïde 


A*         A"  —  é»'        A*  —  & 


=   I, 


en  intégrant  entre  les  limites  o,  h  pour  v^  &,  c  pour  fjt*, 
c,  X  pour  7,  et  multipliant  par  8  \  ce  qui  donne 

,/o   Jt   Je  ghiklm 
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Jo    Jh 


Ce  volume  d'ailleurs  est  égala  JttXV^X* — i*  l/i* — c'; 
on  aura  donc 

'  f  r  p(a:^^')(^;->-)(v->')       ,^>  ^^,_^.^^,,__, 

•/o  J  &  Je  ghiAim  o 

Telle  est  la  valeur  que  M.  Lamé  assigna  le  premier  à  l'in- 
tégrale triple  du  premier  membre.  M.  Poisson  a  vérifié 
depuis  Féquation  qui  précède. 

118.  Nous  avons  pensé  que  Ton  verrait  avec  plaisir  la 
démonstration  géométrique  que  MM.  Chasles  et  Ter- 
quem  ont  donnée  de  Téquation 

Si,  comme  nous  l'avons  vu(n**  103),  après  avoir  fait  croî- 
tre X  de  d\  de  manière  à  donner  naissance  à  un  second 
ellipsoïde  infiniment  peu  différent  du  premier,  on  prend 
à  chaque  point  M  de  la  surface  du  premier  ellipsoïde, 
l'épaisseur  dyjs  de  la  couche  comprise  entre  cette  surface 
et  celle  du  second  ellipsoïde,  puisqu'on  multiplie  le  rap 

port  —  par  l'élément  superficiel  d(ù  ==  df^sd^sdii  premier 

ellipsoïde,  la  somme  /  —  c/o)  de  tous  ces  produits ,  éten- 
due à  la  huitième  partie  de  la  surface  de  l'ellipsoïde ,  sera 
donnée  (n^  103)  par  l'équation 

Or,  en  exprimant  —  en  coordonnées  rectangulaires ,    à 

l'aide  de  cette  observation  bien  simple  que  d^s  est  l'élé- 
ment infiniment  petit  de  la  normale  à  l'ellipsoïde ,  et  que 

,  ^         .  ,  rf.r        flx 

quand  A  varie  seul  --=    -,  on  trouve 
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^A    I _N 


(A»  — ^»)»^(A»— c>)» 

N  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 
tangent  à  l'ellipsoïde;  donc 

J  dxs  X  J 

Mais    I  Nrfo)  est  évidemment  le  triple  du  volume  de  Tel- 

lipsoïde  et  ce  volume  est  égal  à 

IttaV^a»—  b*  I/a'  —  c», 
donc 

/ê  ''•""  Î/n  rf.  =  4'rl/C*' -  *•)  V'e^'  - '•') 
et  par  conséquent 

119.  Il  est  un  système  de  coordonnées  qui  renferme , 
comme  cas  particulier ,  le  système  ordinaire  de  coordon- 
nées polaires,  ainsi  que  les  coordonnées  elliptiques  de 
M.  Lamé ,  et  dont  Temploi  conduit  à  quelques  transfor- 
mations remarquables.  Désignons  par  rie  rayon  vecteur 
mené  de  l'origine  au  point  (x,  ^,  -z),  par  m  et  6  deux 
angles  variables,  par  m  et  n  deux  constantes  positives 
assujetties  à  vérifier  Téquation 

m*   -{-  n*  ==    I  ; 
OU  pourra  poser 


lï=rsin«j/i  —  m*sm^Cf     j  :=  rcosttcost,     z  =  rsivO^^^i   —   /j' sin '«. 
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OU  aura 

j:*  -h  r'  -4-  2'  =  r\ 

et  les  trois  coordonnées  a:,  y^  z  détermineront  complé- 
temeut  la  position  du  point  dans  Tespace.  En  substituant 
dans  ^l'équation  jc*  -4-  j-*  +  z'  =  r*  pour  or,  y,  z  leurs 
valeurs,  et  ayant  égard  à  la  relation  m*  +  w*  =  i,  on 
trouvera 

sin'«  (i  —  w»8in*Ô) -Hcos*acos*fl-+-sin*ô(i — n»«iii'ii)=  i. 

Pour  calculer  à  Taide  de  ces  coordonnées  une  étendue  sy- 
métrique par  rapport  aux  plans  coordonnés,  et  circons- 
crite par  une  surface  que  les  plans  coordonnés  divisent  en 

huit  parties  égales,  on  donnerait  o  et-  pour  limites  aux 

angles  u  et  d.  L'hypothèse  de  r  constant  ramènerait  au  cas 
où  la  surface  donnée  est  une  sphère.  Si  cette  surface  de- 
vait être  un  ellipsoïde 

et  si  le  point  (x,  y^  z)  devait  se  trouver  sur  cette  surface, 
on  devrait  poser 


X  =  flsintfKi — /w*sin*w/» 
y  =z   b  ces  a  cos^, 
2  =  c  sin 6  y/f  —  /i*  sin  *«. 

Si  l'une  des  quantités  n,  m  s'annulle,  Tautre  devra  être 
égale  à  l'unité  -,  si  par  exemple  on  fait  m  =  o,  on  aura 
«  =:  I ,  et  par  suite 

x  =  rsina,     jk  = '"coswcosô,   '«  =  r  sinw  sinô; 

c'est  le  cas  des  coordonnées  polaires  plus  communément 
employ<»es. 
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Cette  même  hypothèse  de  7n=.o,  n=zOi  donnerait,  dans 
le  cas  d'un  ellipsoïde, 

jc  :=z  a  sinuy    7  =  ^  cosw  cosô,     s  =  c  sind  cosii. 

Nous  avons  dit  que  ce  systèiâe  de  coordonnées,  dans  le- 
cpiel  jc,  jr,  z  sont  exprimées  au  moyen  de  r,  «,  ô,  m  et  /i, 
peut  se  ramener  au  système  de  coordonnées  elliptiques.  En 
effet,  désignons  par  fi  une  quantité  comprise  entre  6  et  c, 
par  V  une  quantité  plus  petite  que  b  <^Cy  et  posons 

u*  —  b* 

-  =  col»  ^-f     f  z=z  b  sin  iij       b  =  ne,      c*  —  b*  =  c^m*  ; 


comme  on  aura 

c»  —  b*       b* 

m  et  n  vériGeront  la  condition  voulue.  En  substituant  les 
valeurs  de  iâ*  et  de  v*  dans  les  équations 
bcx  =  rf*f, 

cz  v/c"  —  b*  =  r\/crz^i/';^~iiT% 

on  retrouvera,  après  des  réductions  faciles,  les  équations 


.r  =  rsinat/i — w'sîn'O, 

y  =  rcosucosOy 

z  =  r  sin  6  V^i  —  n*  sin  *«. 

S'il    s'agit   encore   d'un   ellipsoïde   dont  les  trois   axes 
i,  y(l),  f  (X)  soient  tels  que  Ton  ait 

il  sera  représenté,  dans  le'systèi»c  de  coordonnées  r,  //, 
d,  7n  et  n,  par  les  équations 

a:  =  Asin«V/i  — /ii*sin*ô,    /  =/(À)co9tf  cosO, 
«  =  f(A)  sin  â  V^i  — «'  sin*tf; 
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en  posant  dans  ces  équations 

/(A)  =  v/)F^^\    f (A)  =  1/373^7^, 

et  remplaçant,  comme  nous  venons  de  le  faire,  i«  et  5 
par  |x  et  v,  on  retrouverait  les  équations 


bcx  =  A^f ,     bx\/c*  —  ô»  =  V^A»  —  ^»l//«»  —  Ô»V^^»  — »', 

120.  Cela  posé,  employons  le  système  de  coordonnées 
déterminées  par  les  formules 

X  =  rsinaV^i  — in*sin*6^ 
jr  =  rcostt  cosô, 
z=  rsinÔ  l/i  — n»sin'ai 
à  la  transformation  de  l'intégrale 

Si  Ton  désigne  par  xly  /,',   zl,  orj,  jj,   z^  les  dérivées 

partielles  des  variables  x,  j*,  z  prises  par  rapport  à  u  etd, 
et  qu'on  pose 

Tintégrale  transformée,  si  Ton  suppose  r  constant,  de- 
viendra 

zsz  f(dud6v/x^  -h.  y  -*-  zs 

on  a  d'ailleurs 

: ,  r/îi»sina  sinô  cosô 

a-„  r=  r  COS  «  K  i — m^sm  *tf ,      JCg  =  — ■ , 

V^i  — OT»sin*o 

jKh  =  —  r  sin  a  cos  0,  /é  =  —  r  cos  a  sin  \ 

m*  si  nu  cosM  sind 


."=""»      ^0=        rcosÔKi — ii*sm"a^ 

l/i  —  w*sin*a 
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ei  par  conséquent,  en  ayant  égard  à  Téquation  identique 

1  —  m*  sin»6  —  «*  sin*a  =  m*  cos'ô  -H  n*cos»//, 
et  réduisant , 

X  ==       ^'siPtt(^*  cos'fl  -hn*  cos'tt)  V/^i  —  /w»  sin'tf 
J/ 1  —  OT»sin»ô  V/i  —  «»8in  *« 
/"(iw'  cos'  6  4-  w*  cos'tf)  costf  cosQ 


2  __       r*8ing(w'cos*Q4-/»'  cos'ujW^i  —-  ^a'sin'ie 

i/i — OT'sin'ôl/'i  — /t»sin*a 
G  ,   rr         »i»cos»ô  H-iî»cos»a  ,     .^ 

JJ  V^i  —  m*sin*ÔV/i — it*  sin'tt 

Comme  nous  avons  supposé  r  constant ,  S  représente  né- 
cessairement une  portion  de  la  surface  de  la  sphère  ^  on 

obtiendra  la  huitième  partie  de  cette  surface  —  en  pre- 
nant rintégrale  entre  les  limites  o  et  -•,  on  aura  donc 

/      /       .  ,   ^     .   ■  ■  — ^=.dude  =Z.; 

cette  équation  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 


•3    /.u        ,  _  m^sm'O 


/      / fiu dJ  z=  -, 

»/o  t/o  ^/^,  — m'sin*6K-i  —  n'sin^a  ^' 

et  renferme  le  célèbre  théorème  de  Legendre  sur  les  fonc- 
tions elliptiques.' 

En  posant  en  effet ,  suivant  les  notations  de  l'illustre 
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géomètre , 

«/  l/i— iw»sin*0  ^ 

F  (m)      =    P     .        "^^   ==.,  E(w)=   /*iieV/i— 'w'sin*^^ 
•/  o  y/i  — .  m»  sin*0  Jo 

on  aura 

_,==.  =  _[FK«)~E(„.„)], 

Cela  posé,  l'intégrale  dont  il  s'agilse  décomposera  dans  les 
suivantes 


f  =  F  [m)  E  («), 

o  ./  o  l/i  ^m*sin*9l/i  — /i*sin'a 

/       I         >  —    .  ==  =  F(/i)[F(m)  — E^/i)], 

J  o  J  o  X/"  \  — m^  sin  *0k  i  —  /i'  sin'w 

/      /,  ,y-       .  ■   .T,y  ,  »  ,    =FH[F(/>)->Em)], 

et  en  substituant,  on  aura  définitiveçdent 

F  (m)  E(/?)  4-  ¥(n)  E.»  —  F  (/»)F  (/i)  =  ~. 

Telle  est  précisément  la  formule  donnée  par  Legendre. 
On  aurait  pu  ne  pas  recourir  à  l'expression  connue  de  la 
surface  de  la  sphère-,  car  la  surface  S  devant  être  indé- 
pendante de  m  et  de  n ,  on  pourra  faire  m  =  o,  ce  qui 
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donne  n  =  i , 

et  en  intégrant  entre  les  limites  o  et -, 
__-,  r^/^^  /w>co9"Ô  -f-iï'cos*a  /*â  /  â  X 
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DiTÔrses  autres  méthodes  pour  la  rédaction  on  la  traosformation  des  in- 
tégrales multiples. 


121 .  Parmi  les  méthodes  qui  peuvent  être  employées  à 
la  détermination  des  intégrales  multiples,  une  des  plus  fé- 
condes a  été  indiquée  par  M.  Cauchy ,  et  consiste  à  rem- 
placer, dans  rintégrale  donnée ,  un  facteur  de  la  fonction 
sous  le  signe  /  par  une  intégrale  définie  tellement  choi- 
sie, qu'après  ce  remplacement  les  intégrations  successives 
puissent  être  facilement  effectuées*,  entrons  à  ce  sujet 
dans  quelques  détails.  Considérons  une  intégrale  mul- 
tiple S  de  la  forme 

P 


Sii-  -^."^'^"'^ 


p,  Q  étant  des  fonctions  réelles  ou  imaginaires  des  va- 
riables X,  j^,  ^, . . .,  et  (X  une  constante  positive,  ou 
même  une  constante  imaginaire  dont  la  partie  réelle  soit 
positive.  Désignons  d'ailleurs,  conmie  nous  Tavons  déjà 
fait,  par  r(/i)  l'intégrale  eulérienne  de  première  espèce, 
on  aura  (n®  56) 


et  par  suite 


•  3* 
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Concevons  maintenant  que  P,,  Q,  étant  des  fonctions  de 
la  seule  variable  o:^  P^,  Q^  des  fonctioni  de  la  seule  va- 
riable y  ;  P.,  Q,  des  fonctions  de  la  seule  variable  ^5 . . . , 
on  ait 

P  =  P,P^P,... ,    Q  =  Qr  -h  Qj.  -f-  Q,  -h..., 

alors  en  posant,  pour  abréger, 

u  =  /  P,  er^'ùix,     y  =  fVjtr^y'dxy     w  =  fP,erQ»'dz, 

on  aura 

Donc  alors  si  Ton  peut  obtenir  en  termes  finis  les  valeurs 
de  V,  V,  Wy.9  considérées  comme  fonction^  de  r,  la^dé* 
termination  de  l'intégrale  multiple  S  se  trouvera  réduite 
à  la  détermination  de  l'intégrale  sjiAple 

..00 

J  o 

Si,  au  lieu  d'avoir  Q  =  Qx  +  Qj^  +  Qo  •  •  •  5  ou  avait 
Q  =  i  -^-Qj^-^-  Qr  +Qt9"  '^  on  trouverait 

i""'  jipplication.  Supposons 

Q  =  I  H-  «X  -i-  fy  H-  yz  H 

Supposons  d'ailleurs,  pour  fixer  les  idées,  les  intégra- 
tions relatives  aux  variables  x^  j^  -s^j  •  •  •  5  effectuées  res- 
pectivement  à  partir  de   certaines  origines  ou  limites 

fixes  a:  =  £9  /  =  ^^^  *  =  Ci Concevons  enfin  que  la 

fonction 

i   -f-<«a:  H-  C/  4- V2.  . . 

T.  II.  17* 


=  — -— r    1     r**    'uvw  .,(f-*dt. 
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offre  toujours  une  partie  réelle  positive,  ce  qui  arrivera, 
par  exemple ,  si  les  deux  limites  de  chaque  intégration 
étant  des  quantités  positives,  chacune  des  constantes 
a,  6,  7,...  a  ou  une  valeur  positive,  ou  une  va- 
leur imaginaire  dont  la  partie  réelle  soit  positive,  on 
.trouvera 

Je  Vf  '         a  —  at 


S==     •     DLDrD;.../^ 


.00  ^(«--«*)*_g(^-*^)f     ^h^t)jr_^h-^U)M  ^__  ^ 


(m)    *"    ^    '"\/o  a —  ut  '  b  ^Ct 


.    ef^-^e-^dt. 


On  se  trouve  ainsi  amené  à  cette  conclusion  remarquable 
que  la  fonction  S  de  x,  y,  ^, . . . ,  représentée  par  Tinté- 
grale  multiple  proposée,  peut  être  réduite  à  une  intégrale 
définie  simple  relative  à  une  nouvelle  variable  ^,  quelles 
que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées  aux  premières 
variables  x,  j",  z,  • . . ,  ou  à  leurs  origines. 

Si,  en  attribuant  aux  constantes  a,  i,  c,. . .  des  va- 
leurs dont  la  partie  réelle  fût  négative,  on  supposait 
chaque  intégration  effectuée  entre  les  limites  o  etoo,  on 
trouverait 


\    _  1.2.3... f_  r(/-4-0         _ 


«-D'  r^«— ')'rfr-n*       *     _  1.2.3.../ ___r(Hjj_ 


, .  •  de*  ) 


et,  par  suite, 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  remplace  /,  m,  n, . . . 
par  /—  I,  m  —  i,  » —  i,*  • .»  et  a,  fc,  c, . . .  par —  a, 
—  fc,  —  c,...,  elle  donnera 
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/>  00    V,  CD  ^  œ          jj-,    „-,  ^,-,  ^,-a,^_5^^-„ 
I        /       ... '- '■ '■ dxdydt.,. 

Cette  dernière  formule  subsistera  toujours ,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  dire,  quand  /,  wi,  n  étant  des  nombres 
entiers ,  a,  ft,  c, . . . . ,  a,  Ç,  y, . . . .  désigneront  des  cons- 
tantes positives,  ou  même  des  constantes  imaginaires 
dont  les  parties  réelles  seront  positives. 

2"*  Application,  Supposons 

P  =  x^-^  j'^-«  «"-» ,  .     fc'-"  e-*/  e"", 

et 

Q  =  I  -f-  «JT  -h  •/  H-  vz  -h .  .  .  , 

ly  rrij  n^,  » ,  désignant  des  constantes  positives,  ou  même 
des  constantes  imaginaires  dont  les  partie^  réelles  sont 
positives  ;  et  prenons  d'ailleurs  pour  limites  des  intégra- 
tions relatives  à  cbactme  des  variables  x^y^  2, . . .  les 
deux  quantités  o  et  00 ,  on  trouvera 

Jo  {a  H-  uty^ 

r{l)r{m)r{n)...  r*           tf^^^e-^dt 
s  —  . — -    ■     


J  oin 


C'est  la  même  formule  que  précédemment,  mais  étendue 
à  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  des  constantes 

/,  /î/,   //,..    ,     à,   by  Cy.,  ,  y     «,   C,   y, ..., 

pourvu  toutefois  que  ces  constantes  ou  leurs  parties  réelles 
soient  positives. 

Si ,  dans  Téquation  qui  précède,  on  réduit  les  variables 
a:,  /,  z, . . .  à  une  seule,  et  si  Ton  pose  de  plus  a  =  i, 


a6o 
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on  trouvera 

Jo    ( 

r(/)  /«"ti— •«-' 

Donc,  en  écrivant  r  au  lîeu  de  /,  et  x  au  lîeu  de  f,  on 


aura 


r(r)  Jo  (,  -Htfxy*    '  ■"  r(/.)  Jo  (i-i--*X 

Cette  dernière  formule  devient  identique  dans  le  cas  où 
Ton  prend  fx  =  r.  On  pourrait  en  déduire  plusieurs  au- 
tres dignes  de  remarque  en  différent] ant  les  deux  mem- 
bres une  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  r. 
Si  l'on  réduisait  à  o  les  constantes  a,  i,  c,  on  aurait 


Jo    Jo    Jo        (H-«jrH-Cj-+-y;;...)       *;  r(/*)        Jo 


rA*-' «•-»•"- 'e-'rf7 


«'C-, 


_  r{/)  r(m)r(yi)r..,(/tt— /— m--/t— ...) 


Cette  dernière  équation  subsistera  certainement  lorsque 
|UL,  /,  m,  7», . . . ,  a,  6,  y, ... ,  étant  des  constantes  posi- 
tives ou  des  constantes  imaginaires  dont  là'  partie  réelle 
sera  positive 5  la  partie  positive  de  la  constante  jui  sur- 
passera la  partie  positive  de  chacune  des  constantes 
/,  m,  71, . . .  Si ,  pour  fixer  les  idées  ^  on  prend 

«   =  C  =  y...    =    I, 
on  trouvera 

Jo    Jo    Jo        (i4-x-4-r-t-«...)^  r(^)      f 

On  déduirait  aisément  de  cette  équation  la  valeur  de  Tin- 
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tégrale 

/.  00  /.  co  ..  <»  dxdydz 

Jo    Jo    Jo    '"  (i  -4-x«4-^*H-z*-H...)** 

Si,  dans  Tëqiuition  qui  précède,  on  réduisait  les  variables 
JCyjr^zk  une  seule ,  et  si  J'on  remplaçait  /  par  a,  fx  par  i, 
on  retrouverait  la  formule  connue 

o    (TT^-       r{b)       ' 
en  faisant  6  7=:  i  et  remarquant  que  Ton  a  (n"*  56) 


sinax 


on  aurait 


ou 


r(g)r(i  — a) 


r(i)  sinâ^*' 


r(n-flr)r(i  — /i)  =  -; — , 


et  cette  équation,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  sVtend  au 
cas  même  où  a  est  imaginaire,  poui*vu  que  sa  partie  réelle 
soit  positive. 

Si  l'on  y  fait  en  particulier  a  =  bV^ —  i ,  a  désignant 
une  quantité  réelle,  elle  donnera 


2<ar'T 


j    f     e"'  cos{a\  x)  </x  I  -h  j    I     e"*  sin  {a\x)  eUl  == 

1â2.  Par  un  procédé  analogue  à  celui  que  nous  venons 
d'employer ,  on  arrive  facilement  à  la  détermination  de 
rintégrale 
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dans  laquelle  les  variables  JC,  y,  z, . . .   doivent  prendre 
toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  à  Tinégalité 


(^MMh- 


<•; 


/z,  &,  c, . . . .  ^  l,  m,  n,. .  .\  Pj  g,  '•)'  '  »y   étant  des  cons- 
tantes positives. 

En  effet ,  remplaçons  d'abord  i  -  j  par  a:,  (  t  I   par  /> 
(A  par  z, ,  et  par  conséquent  dx^  tfyy  dz, ....  par 


-  x^       //r ,     -  r         ar,      -  «  eit,, .  .^ 

p  q-^         ^      r 

on  aura 


^     a^b^c",..  rpr       Z'^      ï""~      r~        ,    ,    .       a^b^c^^ 

S= III    '^         y  2  ...<i:rrfrr/«=-      -S,. 

pqr„,    JJJ  pqr.„ 

Il  reste  à  déterminer  Si,  qui  est  une  intégrale  de  même 
ibrme  que  la  proposée ,  mais  dans  laquelle  j?,  /,  z, .  • . 
doivent  prendre  toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  à- 
rinégalité 

en  posant 

, I   =  a,     -    —   I   =  b,     -  —   I   =  c,..., 

P  1  r 

il  viendra  ^ 

Quand  le  nombre  des  \ariables  x^  /,  -c,...  se  réduit  à  Tu- 
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nité,  on  a 


Jo  r(iH-a)^'' 

si  le  nombre  des  variables  se  réduit  à  deux,  il  vient 

mais  (n°57) 

r'.>--(i^.f^=.^w^^--^,^i; 

Jo         ^  ^  r(i-+-a-hb)* 

donc 

g  ^r(a)r(i+b)^     r(a)r(b) 
'      br(-i-4-a-hb)      r(i-+-a-hb)' 

Supposons  maintenant  que  Si  soit  une  intégrale  triple  ^ 
on  pourra  Técrire  ainsi 

•/  o  J  o  J  o 

(*)  Cette  dernière  transformation  repose  sur  le  théorème  bien  connu 

rCttH-i)  =/«!/!, 
ou  plus  généralement 

rGaH-n)=:/x(/*  -|-   i). .  .(^  +  «  _  ,)  r(  «)  , 
que  Ton  déduit  immédiatement  de  IMquation  (n^  56  } 

en  la  différentiant  n  fois  de  suite  par  rapport  à  la  quantité  a.  On  trouve 
en  effet  de  cette  manière 

rV+n-,,,..^^ro^)^M^4-.) (/--^"-«)r(ri  Ole. 
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ji  et  Zi  représentant  respectivement  les  différences  i — r, 
I  —  X  — ^,  en  sorte  que  Ton  ait 

t   —  «  =  r„     j,   —  7   =  a.. 

Désignons  par  yj,  Ç  de  nouvelles  variables,  et  posons 

les  limites  communes  de  m,  ^  seront  o  et  i,  et  Tintégrale 
Si  prendra  la  forme 

Jo  t/  O  t/0 

ou  9  à  cause  de 

jTi  =  I  —  ^»    «x  =  r»  —  *»ri  =  («—*)("  —-  ')> 

J  o  Jo  i/o 

mais 

Jo         ^  '  r(n-a-+-b-t-c)' 

donc 

S  =    r(a)r(b)r(c) 
""'        r(n-,a-Hb  +  c)' 

S'il  y  a  quatre  variables  indépendantes  x^  y^  z^t 
dans  l'intégrale  Si ,  la  valeur  de  cette  intégrale  s'obtien- 
dra encore  par  le  même  procédé.  On  supposera  les  inté- 
grations effectuées  successivement  par  rapport  à  r,  Zj 
y  et  x^  et  l'on  posera 

1  —  x  =  ^  „      j',  —  ^  =  3„     z,  —  z  =  /.  : 
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les  limites  relatives  k  t^  Zy  y  et  x  sont  respectivement 
o  et  ti,  o  et  z,,  o  et  j^i,  o  et  i  ;  si  donc  on  remplace 
j^,  js  et  t  par  de  nouvelles  variables  liées  aux  premières 
par  les  Relations 

les   limites  communes  à  ces  nouvelles  variables  seront  o 
et  I  ^  de  plus ,  on  aura 

ri=(i  — «),  «,  =  (i— x)(i— 1,),  r,=(i— ^)(i— i»X'— Ç)t 

par  conséquent  les  variables  x,  yj,  ^,  9  pourront  être  sé- 
parées 'j  en  d'autres  termes  Tintégrale  multiple  Si  se  dé- 
composera dans  un  produit  de  quatre  intégrales  qui  toutes 
s'exprimeront  par  des  fonctions  F,  à  Faide  de  Téquation 

J„        ^       ^  **     r(«  +  i)' 
ou,  enchangeant  b  en  b  +  \, 

Jo        ^         '  r(«-h*-4-i)        . 

123.  On  peut  encore  présenter  cette  démonstration  sous 
une  autre  forme;  pour  plus  de  généralité,  eonsidérons 
Vintégrale 

dans  laquelle  y* (x  +  y  +  z. , . .)  désigne  une  fonction 
quelconque  de  x  +  f  +  z+...y  undis  que  x,  jr,  z,  • . . 
prennent  toutes  les  valeurs  positives  qui  satisfont  h  Yiné- 
galité 

4:  H-   /   -H  2  -h.  .  .    <  ^-j 

k  étant  une  constante  positive. 

Admettons  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  deux  variables , 
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X  eiy\  on  pourra  écrire 

i/o  t/  O 


faisons  x  =  ^m^  ^  =  ?(i  —  rj),  les  limites  relatives  aux 
nouvelles  variables  $  et  73  seront  o  et  t,  o  et  i,  de  sorte 
qu'on  aura 

Ainsi  la  valeur  de  S  dépend  à  la  fois  des  fonctions  F  et 
d'une  certaine  intégrale  simple. 

Supposons  maintenant  que  S  contienne  trois  variables 
x,  /,  z;  en  posant  k  —  x  =^1,  on  pourra  écrire . 

•/  o  »/  o  »/  o 

Mais  rintégrale 

o  t/o 

est  du  nombre  de  celles  que  nous  venons  de  traiter,  et 
elle  est  égale  à 

TirnSVin)    /»^..,  '*«+«-..> 

r(m  H-  /i;  J  o 

donc,  à  cause  de  j^i  =  /c  —  :r,  on  aura 

^ rim)r{n) r(i)r(m^n)  r*.,  >„,+«..-, ^,,. 
r{w-H/i)r(/-Mii  -^  n)Jo     ^ 

Cette  méthode  de  réduction  successive  étant  évidemment 
générale ,  nous  voyons  que  l'intégrale  proposée  S  s'ex- 
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prime  dans  tous  les  cas  par  la  formitle 

r(/4-i?n-fl-i-...)Jo'^^  ' 

Liorscju  jDn  prend  /(«)  =  i ,  *r  =  i ,  Tintëgrale  S  redevient 
celle  que  nous  avions  d'abord  considérée ,  on  a 

S^      r(/)rWr  (/!)...    ' 
r(i  H-/-4-  /w-f-«-f-...)* 

et  par  conséquent  l'intégrale 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  y,  ^,.--  ^* 
satisfont  à  l'inégalité 

fâ'-(f)V(l)'-<'. 

sera  donnée  par  Féquation 


a^b^d^ .  .  . 


n\     /m\     /n\ 


w-    p 


I  H 1 1 V--^*) 


Si,  la  somme  l+m  +  w  + . .  ;  étant  égale  a  Tunité ,  la 
fonction  f  (u)  est  la  dérivée  F(u)  d'une  certaine  fonc- 
tion F  (tt),  on  aura 

f  /{li' «'+"+•+•••-'//«  =  F(/)  —  F(o), 

r(i  -h  /-h  W-f-  «-f-...)=:r(a)=:  !, 
S  =  r(/)rHr(,i)...[FW^P(o)). 

Ainsi,  en  particulier  dans  le  cas  d'une  intégrale  double  j 
on  trouvera 
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et  en  ayant  égard  à  l'équation 


r(/)r(,-/)=^. 
sin  iw 

et  remplaçant  m  par  sa  valeui*  i  —  /, 

Soit;?  un  paramètreplus  petit  que  p,  et  faisons  A* =p—/;; 
supposons  de  plus  que  la  fonction  F  étant  une  fonction  do 
la  somme  de  deux  variables,  on  ait 

Téquation  qui  précède  deviendra 

«^  o  *  J  o  sin  Kx 

En  posant  dans  cette  équation  p  =  oo  ,  et  supposant 
que  la  fonction  ç  (p)  s'évanouit  pour  p  =  oo  ,  on  trouvera 

J  o  J  o  sin  Ap 

124.  AI.  Lejeune-Diriclileta  donné  le  premier  Tintégraic 

S=///...x-■^-'.--^...i><r'/-..= -— -^^^^  '^"^  '^■" 


pqr 


J        '      m     tt     \ 

r   H--H — f--... 

\        P      R       '      ) 


et  il  y  parvint  à  l'aide  d'une  méthode  très-remarquable, 
Elle  consiste  simplement  à  multiplier  l'expression  qulil 
s'agit  d'intégrer  par  im  facteur  dont  la  valeur  soit  égale  à 
l'unité  dans  l'étendue  que  les  intégrations  doivent  em- 
brasser ,  et  qui  s'évanouisse  en  dehors  de  cette  étendue. 
Essayons  de  donner  une  idée  suffisante  de  cette  méthode. 
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Supposons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  l'intégrale  triple 

étendue  à  toutes  lés  valeurs  positives  de  X^  jr,  z  qui  vé- 
rifient l'inégalité 


■©-©■-0)", 


<I 


r  est  d'ailleurs  déterminée  par  l'équation 

/-  ==  (x  —  •)»  -f-(r— «)•  -4-  (2  — y)'. 

Cette  intégrale  sert  au  calcul  de  l'attraction  de  l'cUip- 
*  solde  —  +  7-  +  -;  =  I  àur  un  point  extérieur  ou  înté- 


nenr. 

Comme  Tintégrale 


a     (^  sinw        ,     .   /*x 

—   I cosA^aaiif) 

ir  Jo       u 


(*)Ona(no|H{) 

8in  ftx  —  =  -  : 
o       -       X         a' 

d^ailleun,  a  désignant  ainsi  que  b  une  constante  positive,  on  aura 

/KO  dx      I     /'*  V      dx 

I     sînÂxeosAr —  =  -  I       [sin(&-f-«)*  H- »in(5  —  «}*]  — 

Or,  1*  si  6  >.a,  a-^bei  b  —  a  seront  doux  constantes  positives,  et 
ehacune  des  intégrales  du  second  membre  sera  égale  à  -  :  on  aura  donc 

sinox  coBax  —  =  - , 
o  X       a' 

3<>.  Si  &  <  a ,  5  —  a  sera  négatif,  mais  «  —  6  sera  positif;  la  première 
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est  égale  à  runité  ou  à  zéro,  suivant  que  la  constante  po- 
sitive k  est  inférieure  ou  supérieure  à  Tunité,  il  en  ré- 
sulte que  rintégrale  S  peut  être  considérée  comme  la 
partie  réelle  d'une  nouvelle  intégrale 


-I 


( ^-, — ^-  ]ul 

dans  laquelle  les  intégrations    par   rapport  aux  varia- 
bles x,  y^  z  peuvent  maintenant  s'étendre  depuis  — -  od 
jusqu'à  4-  00 .  Pour  obtenir  l'intégrale  triple  relative  à 

ces  variables,  on  exprimera  la  fraction  •zr\'= — j^zTi  P*^ 


intégrale  sera  toujours  égale  à  -,  tandis  que  la  seconde,  quVn  peut  mettre 
sous  la  tbrme 

sera  égale  à  —  -j  donc 

sinoxcos/ix —  =  o. 

o  X 

/>00  ^r  it 

LMntégrale  I   -  sin  hx  cosor  —est  donc  égale  h  -  ou  à  o,  suifantque  h  est 
plus  grand  on  plus  petit  que  a. 

Si  Ton  fait  &  =  i,  a  =k,  lu.  condition  «&  —  «  ^  o  devient  k^   i    et 
Ton  en  conclut  immédiatement  que  le  produit 


/oo  dx 

sinx  cositx  — 
o  X 


est  réellement  égal  à  Tunité  ou  h  o,  suivant  que  la  constante  positive  k  est 
inférieure  ou  supérieure  à  Tunité. 


vihgtième  leçon.  a^i 

une  intégrale  définie  au  moyen  de  la  formule  connue 
d-Euler  (*) 


r* 


Dès  lors,  en  faisant 


I  f         c:  *  ""  '^  dxdydzy 

—  OOi/  ODi/  QD  4 


on  aura 

(n — 1\  Jo  a  Jo 


(,-,)r(!=l). 


V  est  le  produit  de  trois  intégrales  simples  dont  celle 
relative  à  x  en  vertu  d'une  formule  connue,  qui  dërive 
de  la  formule  d'Etaler,  est  donnée  par  Téquation 


En  substituant  cette  valeur  et  celles  des  deux  autres  inté- 
grales de  forme  analogue ,  remplaçant  ensuite  la  variable 

t  par  une  autre  ô,  telle  que  *  =  r?  observant  que 

(*)  Nous  dbonnorons  dans  une  Leçon  suppAéiDentaire  une  démonsimion 
rig^wreose  de  cette  foimule. 


ay^ 

CALCUL 
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et  possint 

/  = 

.  1- 

••           , 

V' 

a 

■  +  9    '    *■ 

•  +   tt        C 

'  + 

fl' 

on  trouvera,  après  avoir  difierentié  par  rapport  à  a,  pour 
avoir  la  composante  A  de  Fattraction  de  l'ellipsoïde  pa- 
rallèle à  Taxe  des  x^ 

^        — (n— a)rK— I      /»»  I  —  -  /»ûo  ^ 


81X1  S 


Cette  expression  devant  être  réduite  à  sa  partie  réelle, 
tout  revient  à  avoir  celle  de 


.(„-,),  ^-.     /      ^,„,,^.«n«_^^_ 


/»0 


Or  cette  intégrale,  en  y  remplaçant  sin/i  par  des  expo- 
nentielles imaginaires,  sera  immédiatement  donnée  par 
la  formule  d'Euler,  en  ayant  soin  d'observer  que  le  se- 
cond membre  de  cette  formule  doit  être  remplacé  par 

lorsque  q  a  une  valeur  négative.  On  trouve  ainsi  que  la 
partie  réefle  qu'il  s'agit  d'obtenir  est  zéro  on 


r( I  ism  — 


suivant  que  J  >  i  ou  cî  <  i  • 


,1 
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Si  le  point  (a ,  6,  y)  est  intérieur  à  TçUipsoïde 
on  aura 

<e»        C»        y*    ^ 

et  par  consëquent  aussi  ^  <[  i  ;  on  aura  donc  sim^ement 


■V.>r(==i)r(^=)j.  V/(.*i)(.4)(.*J)^ ■••-""-    --^ 

Si  le  point  est  extérieur,  on  déterminera  là  racine  posi- 
tive unique  X  de  Téquation 

a^^Q^  b^^O^  c»-f-ô"~     ' 

et  Ton  aura  évidemment  d>>i  ou  J<<i,  suivant  que 
0  <;  À  ou  d  >>  X.  L'expression  de  A  sera  donc 

,      n  n 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  écrit  X-|-9  au  lieu 
de  6,  et  qu'ornasse 


act 


II.  i8* 
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elle  prendra  la  même  forme  que  lorsqu'il  s'agissait  d'un 
point;  intérieur. 

Il  est  inutile  d'ajouter  que  le  procédé  que  nous  venons 
d'indiquer  s'applique  k  toute  intégrale  de  même  forme 
que  l'intégrale  proposée  S,  quel  que  soit  d'ailleurs  le 
nombre  des  variables  qu'elle  renferme. 

125.  M.  Catalan  a  été  conduit,  par  des  considérations 
géométriques  très-simples,  à  une  méthode  nouvelle  de 
réduction  qui  s'applique  à  un  grand  nombre  d'intégrales , 
et  notamment  à  celle  qui  donne  l'expression  analytique 
delà  surface  de  l'ellipsoïde.  Reprenons  la  formule 

jc*       y*       z* 
et  supposons  qu'il  s'agisse  de  l'ellipsoïde  —  -f-^  -f;  —  =  f , 


on  aura 

dz             c^  X 
di'"^â^V 

dz              (*  y 
^■""""ï^  z' 

Si  l'on  veut  calculer  la  huitième  partie  de  la  surface  de 
l'ellipsoïde,  il  faudra  étendre  les  intégrations  à  toutes  les 
valeur&positives  de  x  et  de  j  qui  vérifieront  la  condition 


Cela  posé,  admettons  que  les  trois  axes  a,  b,  c  sont  ran- 
gés par  ordre  de  grandeur,   de  telle  sorte  que  l'on  ait 


YIHGTIÈME    LEÇON.  2^5 

«  >  A  ]>>  Cj  et  faisons 


il  viendra 

les  limites  de  la  itouveUe  int^rale  seront  fournies  par  la 
condition 


I*  + 


,<. 


Cette  intégrale  ff  ^d^dn  représente  un  solide  dont  Vé- 
lément  infiniment  petit  a  pour  base  le  rectangle  d^dm  et 
pour  hauteur  ^^  elle  peut  être  (îonsidérée  comme  expri- 
mant le  volume  de  la  portion  du  cylindre  J*  +  y?*  =  i , 
comprise  entre  les  parties  positives  des  plans  coordonnés 
et  la  surface 

r  —  m*^*  —  n'ij* 
Or  si,  après  avoir  mis  cette  équation  sous  la  forme 

nous  y  regardons  ^  comme  un  paramètre  variable ,  nous 
conclurons  que  tout  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cy- 
lindre, et  situé  à  une  distance  plus  grande  que  l'unité  de 
Torigine,  coupela  surface  suivant  une  ellipse  dont  Féqua- 
tion  est 

(Ç*  '-  m-)  f«  4-  (Ç«  -  /i-),«  =  Ç»  -   I. 

Pour  ^  =  I  cette  projection  est  Torigine  des  coordon- 

i8.. 
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nées^  et  si ,  à  partir  de  cette  limite  inféHeure,  on  fait 
croître  ^  indéfiniment,  on  obtient  une  série  d'ellipses 
concentriques  dont  la  Jimite  répondant  à  (^  =  od,  est  le 
cercle  Ç"  +  y?*  =  i .  D'après  cela  nous  prendrons  pour 
élément  du  volume  dont  il  s'agit  le  cylindre  ayant  pour 
hauteur  (^,  et  pour  base  le  quart  de  la  couronne  comprise 
entre  les  deux  ellipses  que  l'on  obtient  en  attribuant  au 
paramètre  Ç  deux  valeurs  consécutives  Ç  et  Ç  +  d^.  Cette 
couronne  est  aussi  l'accroissement ,  ou  mieux  la  différen- 
tielle du  quart  de  l'aire  de  l'ellipse 

(Ça  —  ,«a)ja  ^  (Ç»_  ;,,),.  ^    Ça  _  ,  ; 

comme  les  axes  principaux  de  cette  ellipse  sont 
le  quart  de  son  aire  sera 

^^®  =  iVc^^Vçrrir*^ 

là  différentielle  de  cette  aire  aura  pour  valeur  7  ^/.AB,  et 

4 
l'on  aura 

Les  limites  de  Ç  sont  bien  f  ==  i ,  Ç  =  00,  car  on  a  réelle- 
ment, pour  ^  =  I,  {  ==  o,  yj  =  o,  |*  +  >?•  =  o ;  pour 
C  =  ^>  $*  +  »3'  =  i>  comme  cela  doit  èue-^  l'intégrale 
devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  de  ^  et  de  >3  propres 

à  vérifier  la  condition  {'  +  >9*  _  1 . 
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L'intégrale  dtfbble  S  est  donc  ramenée  à  une  intégrale 
simple  qu'il  s'agit  d'évaluer.  Pour  cela  posons 


d'où 


c  =  — 


rfc  = : au, 

^  sin  'u       ' 


/V^/w*  —  «•  sin  *«  I  —  n*  \ 

Par  ce  changement  de  variable ,  Tintégrale  fonction  de  ^ 
se  trouve  décomposée  en  deux  autres  .  ' 

/duV/'m* — «'8in*a  .    /'  du 

chacune  de  oeUes*ci  devant  être  prise  depuis  sin  m  =  m 
jusqu'à  siiii4=:o ,  ou,  en  posant  m  =  sin/x,  depuis  m  =  fz 
jusqu'à  u  =  o^  'en  renversant  ces  limites  et  posant,  pour 

simplifier,  -=A,  la  différence  des  deux  intégrales  devient 

I  —  n^  Pf*  du  Ç .<*  du\/ 1  —  X' sin ^u 

m      J  o  V/r^X^  sTn^â  J^  *»"*" 

et  eu  intégrant  par  parties, 

1— n»  Ta*  du  j .  7»   r^       cos^^udu 

«    •/o  Kl  — ^*sin'«  t/o   l/^i  — X^sin^^tt 

ou 

.  y -. — : ï    i'^  ('  —  //i^X*  sin  *«)//« 

w  cotfe  Kl  —  X*  sin*a  -f-  -   I       .  ■     =r-  , 

wJo        Kl  — X>sin»tt 


278  CALCUL    INTÉGRAL. 

OU 

/*;* I  — m^    rti  da 

m  cotuy  I  —  X*  sin  'a  -H  m    [     K  i  — A*  sm*udu  H I      — -:=====• 

ou,  en  faisant  usage  des  notations  reçues, 

m  cet  tt\/7^/^sin»tt  -f-  /wE(X-,  ^)  -f-  '  """^  F(X-,  ^). 

n  reste  à  calculer  entre  les  limites  relatives  à  chacune 
des  variables  ^  et  u  la  somme  des  quantités 

/r% ^\y  

^    ^^  ^^  ,     mcotal/i— X'sin'tt. 

En  exprimant  la  première  en  fonction  de  u ,  il  s'agira  de 
chercher,  entre  les  limites  m=:o,  sinu  =  m,  la  diffé- 
rence 

.   x/ ,,  .      -  /»'— sin'ii  (i  —  OT*  — 7i»cos*a)sîn« 

m  cet  tiY  I  —  X  *  sm  *a =  ^ /         - 

sim«costtl//?3'"^A'siii*u         dos  u\/m^  —  n*.sin  *  « 

Cette  Valeur  devenant  nulle  à  la  première  limite ,  il  fau- 
dra seulement  y  substituer  sin  u  =.  m^  ce  qui  la  chan- 
gera en 

my^  I  —  w*K  I  —  ii 

De  tout  ce  qui  précède  on  conclut  enfin  que  la  surface 
totale  de  Tellipsoïde  est  donnée  par  Téquation 

ou 

S==2^c»^.— ÇL=[(«»  _   c»)E(X,^)  4-  c«F(X,  ^)]. 


VIHGTIÈME  LEÇOB.  ^79 

Cette  valeur  <li£ftre,  par  les  tioutions  seulement,  de  celle 
qui  a  été  donnée  d^abord  par  Legendre  (t.  P'  des  Exer- 
cices de  Calcul  intégral,  p.  109);  pour  Tappliquer  il 
faut  se  rappeler  que 

tànu  =  m  = >     ^^^  —  -■* 

^  a  ,         a 

i26.  SiTon  avait  voulu  ramenersimplementrintégrale  S 
k  voie  intégrale  simple  sans  descendre  jusqu'aux  fonctions 
elliptiques,  comme  nous  venons  de  le  faire  avec  M.  Lo- 
batto,  on  aurait  pu  procéder  un  peu  différemment.  Reve- 
nons à  Téquation 


^  =  -njfi'^''' 


qui  nous  montre  que  S  est  un  solide  dont  l'élément  est  un 
parallélipipède  ayant  le  rectangle  d^dn  pour  base ,  et  ^ 
pour  hauteur.  Appelons  A  une  surface  qui  ait  d^dn  pour 
élément  ou  qui  soit  déterminée  par  Téquation 

A  =  fMdn, 
on  pourra  écrire 

S  =  jKdA. 

Comme  | ,  n  sont  assujettis  à  vérifier  constamment  To- 
quation 

(Z*  -  m»)f»  H-  (Ç»  ~  «»)!,»  =  Ç*  -   I, 
et  à  satisfaire  à  la  condition 

les  limites  correspondantes  de  ^  seront  i  et  oo  5  et  de  plu» 
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A  ne  peut  être  que  le  quart  de  Tellipse  représentée  par 
Téquation  qui  précède  \  on  aura  donc 

4  Vç»_iB«Vç»  -  «»' 

En  effectuant  la  différentiation,  réduisant  et  posant 
on  trouvera 

L^inlégrale  double  est  donc  ainsi  réduite  à  une  intégrale 
simple. 

i27.  Pour  seconde  application  de  cette  méthode,  con- 
sidérons Tintégrale  triple 


s  =  fffdxdrdz  v  ._^._/_;.  . 

dans  laquelle  m,  n,  ^  sont  des  constantes  positif^  moin- 
dres que  Tiuiité,  et  supposons  que  Tintégration  doive 
s*étendre  à  toutes  les  valeurs  positives  dex^jr^  z  pn^res 
à  vérifier  la  condition 


x*  -h  7*  -I-  «*  ^  ï. 


Posons 


I  —  X»  —  ^'*  —  z>        ' 


VINGTIÈME    LEÇON.  !à8^ 

doù 

t*  —  I  r»  —  I  -^       f »  —  1  ' 

et  appelonsY  un  volume  qui,  ayant  pour  élément  dxefydz^ 
est  déterminé  par  Téquation 

y  =  f/fd^djrdz, 

S  pourra  se  mettre  sous  la  forme  ftdV  ;  et  comme  les  li- 
mites de  t sont 

I  correspondant  à 

00  correspondant  à 

«•  -h  /•  -h  «»  =  I, 
on  aura 

S  =  Jt^' 

/TV  est  une  fonction  de  £  facile  à  évaluer  •,  en  effet,  puisque 
les  variables  positives  x,  jr^  z  sont  assujetties  à  vérifier 
constanunentréquation  d'un  ellipsoïde  dont  les  axes  sont 

V  ne  peut  être  que  le  quart  ^  ABC  du  volume  de  cet  ellîp- 
soïde ,  et  Ton  trouvera  eu  conséquence 

|/(r»  _  m*) (^  —  n*) (/»  —p^)  \t'—m-       t*  ^  n-       r*  —  p'J 
et,  en  posant 


\/(/»  _  m^)  (r»  —  /!')  (/'  —/>')' 
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1     /i— iw»rfU      I— rt*ûfU       t  —  p^dUX 
9-     \     m     dm  n     dn  P       ^P  J 

128.  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  ont  été  dé- 
duits de  considérations  géœnétiriques  qui  ne  peuvent  pas 
s'étendre  au  cas  d'un  nombre  de  variables  supérieur  à  3. 
Mais  il  devait  être  évident  à  priori,  que  toutes  ces  consi- 
dérations détournées  sont  l'expression  d'un  seul  et  même 
fait  analytique;  c'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer. 
Considérons  en  effet  l'intégrale  multiple  d'ordre  n 


dans  laquelle  m,  n,  ^, . . . ,  sont  des  constantes  positives 
moindres  que  l'unité,  et  jr,  j^,  z, . . .  des  variables  posi- 
tives liées  entre  elles  par  la  condition 


•a?*   -h  r*   -I-  «•  -  .  .   _  I. 


Posons 


a  tr*  . 


I  —  nrx* — /i*r 


.r*— r'— a*— 


et  calculons  Tûitégrale  mviùjAe/ffdxtfy'dz dans 

laquelle  x,  /,  z, . . .  prennent  toutes  les  valeurs  propres 
à  satisfaire  à  la  condition 

i^  —  m*  t*  —  n^  t*—  p^         <; 

r»  —  I        ^f»— i-^^/a  —  1  =   * 

qui  n'est  pas  contradictoire  avec  la  première 

**  -h  r*  -H  «'  -h...  ^1, 
attendu  que  les  rapports  -^j— — ,   -^ , ....  sont  tous 
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plus  grands  que  l'imite.  Nous  obtiendrons  de  la  sorte  une 
latérale  définie  exprimée  en  f,  m,  n,  ^, . . . ,  que  nous 
pouYoïàs  représenter  par  F(f). . .  Attribuons  maintenant 
a  t  une  nouvelle  valeur  6=f  +  dt  et  calculons  l'intégrale 
S  S  S'  *  '  'dxdjrdz. . .  entre  les  nouvelles  limites  qui  se 
déduisent  de  la  condition 

en  y  remplaçant  t  par  5,  puis  retranchons  le  premier  ré- 
sultat du  second^  la  différence  égale  à  rf.F(«)  représen- 
tera la  somme  des  valeurs  que  prend  la  fonction  dxdydz . . . 
lorsque  les  variables  satisfont  à  la  condition 

/»  —m»  /»  —  «» 


t»  —  I  f»  —  I 


er  que,  dans  cette  équation,  le  paramètre  t  passe  de  £  à 
£  -J-  dt.  Par  conséquent,  d'après  les  premiers  principes 
du  calcul  intégral,  on  pourra  considérer  le  produit 
trf.F(f)comme  exprimant,  dans  l'intégrale 


S  =  ///.  .  .dxdydz,..\J  ,_^_^._^._^ 

la  partie  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  croître  le  radical 
de  ta  f  +  J^;  d'ailleurs  aux  limites 

X»     4-  ^*    -h    ** =    O,       JF*    -h    ^*    -h    «».  .  .    =     I, 

correspondent  t  =  i ,  r  ±=  oo^  donc  ^  pour  déteniuner  la 
valeur  complète  de  l'intégrale .  cherchée ,  il  si^fit  de 
prendre  la  somme  des  valeurs  qu'acquiert  la  fonction 
td.V{t)  lorsque  t,  croissant  par  degrés  infiniment  pe- 
tits ,  passe  de  I  à  l'infini.  En  résumé ,  si  l'on  fait 

FW  =  fss...dxdxdz..^,. 
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r     \     m     dm  n     dn  p      dp)' 

128.  Les  résultats  cpie  nous  venons  d'obtenir  ont  été  dé- 
duits de  considérations  géométciques  qui  ne  peuvent  pas 
s'étendre  au  cas  d'un  nombre  de  variables  supérieur  i  3. 
Mais  il  devait  être  évident  à  priori^  que  toutes  ces  consi- 
dérations détournées  sont  l'expression  d'un  seul  et  même 
fait  analytique;  c'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer. 
Considérons  en  effet  l'intégrale  multiple  d'ordre  n 


dans  laquelle  m,  n,  ^, . . . ,  sont  des  constantes  positives 
moindres  que  l'unité,  et  jr,  j^,  r, . . .  des  variables  posi- 
tives liées  entre  elles  par  la  condition 

■r'   -I-  j^*   -+-  «V  .  .  "^  I. 

Posons 

I  —  //t*x* — n^Y* — «*z* — ... 
V  = ^ , 

I  — JT*— ^>  —  Z*  — ' 

et  calculons  luitégrale  mo[x\i^\e  J f  fdxdydz dans 

laquelle  x,  j,  z, . . .  prennent  toutes  les  valeurs  propres 
à  satisfaire  à  la  condition 

qui  n'est  pas  contradictoire  avec  la  première 

«»  H-  r'  -H  «•  -I-.-.  ^1, 

attendu  que  les  rapports  -^ ,   -j , ....  sont  tous 
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plus  grands  que  l'unité.  Nous  obtiendrons  de  la  sorte  une 
int^rale  définie  exprimée  en  ^,  m,  n,  p^, ,  .^  que  nous 
'pouvons  représenter  par  F(£). . .  Attribuons  maintenant 
à  t  une  nouvelle  valeur  6=f  +  dt  el  calculons  l'intégrale 
S  S  S'  •  •dxdydz. . .  entre  les  nouvelles  limites  qui  se 
déduisent  de  la  condition 

en  y  remplaçant  t  par  9,  puis  retranchons  le  premier  ré- 
sultat du  second;  la  différence  égale  kd.F(t)  représen-^ 
tera  la  somme  des  valeurs  que  prend  la  fonction  dxdjrdz.. . 
lorsque  les  variables  satisfont  à  la  condition 

___..+__+...  =  ,. 

et  que,  dans  cette  équation,  le  paramètre  t  passe  de  f  à 
t  +  dt.  Par  conséquent,  d'après  les  premiers  principes 
du  calcul  intégral,  on  pourra  considérer  le  produit 
td.TÇt)  comme  exprimant,  dans  l'intégrale 


la  partie  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  croître  le  radical 
de  tk  t  +  dt\  d'ailleurs  aux  limites 

X»    -f-  j*  H-  ** =  o,     x>  -h   ^*  -h  s».  . .   =   I, 

correspondent  t=  i ,  r  ::=  oo^  donc  f  pour  déterauner  la 
valeur  complète  de  l'intégrale ,  cbercbée ,  il  suffît  de 
prendre  la  somme  des  valeurs  qu'acquiert  la  fonction 
td.FÇt)  lorsque  f,  croissant  par  degrés  infiniment  pe- 
tits ,  passe  de  I  à  l'infini.  En  résumé ,  si  l'on  fait 
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les  limites  étant  déterminées  par  Téquation 


/•  —wi»    ^       r»  —  «»     ,       /•  —  ô» 

v"ii 

on  aura 

rrr     ,   ,   ,        /.-«'x'-^'r'-Z^z»... . 

f     #^  1? 

les  limites  de  Tintégrale  multiple  étant  données  par  la 
condition 

X*  -f-  r*  -+-«*..._  I . 

Comme  on  a 

on  peut  mettre  l'intégrale  définie  proposée  sous  une 
forme  plus  simple ,  où  il  n'y  a  plus  même  de  difTérentia- 
tions  à  eflFectuer.  Pour  déterminer  la  fonction  F  (t)  restée 
jusqu'ici  inconnue ,  il  suffit  de  recourir  à  la  formule  re- 
marquable de  M.  Dirichlet 


••  '(-H--y 


dans  laquelle ,  comme  nous  l'avons  vu ,  toutes  les  cons- 
tantes étant  positives,  les  variables  a:,  y^  z,....,  aussi 
positives,  doivent  satisfaire  à  la  condition 

©V(f)V0'....<.. 

Pour  appliquer  cette  formule  au  calcul  de  la  fonction 
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ï'  (t)j  il  suffit  de  faire 

on  obtient  lainsi  immédiatement,  à  cause  de 
«t  en  appelant  v  le  nombre  des  variables , 

et  par  conséquent 


r 


(j^-)' 


eu  ejSéctuantladifférentiation  indiquée,  on  aura 


l 


1*^      )      /•"         f  '  (f  '  —  i)^       dt  /  \  —  m*       I  —  «'  \ 

~r^^Ji  \/{t*-m-){t--n-)...\f-m-'^t^—n*'^-')- 
\        2/ 

Le  cas  où  les  quantités  m,  n,  p,. ..  sont  égales  entre 

elles  doit  éu<e  remarqué  ;  on  a  alop 

S=///...^^r^.. V,-(J+^  +.»  4-...) 


a86  CÀLCUX    tlTTÉGRAL. 

En  posant 

/*  —  I  =(r»  —  m»)sin»tt, 

il  vient  successivement 

î  —  m*  sin  •«  I  —  m* 

r*  = : ,     r*— m»  = 


—> ,        ft      m , 

cosV*  cos'u 

r»—  I  =(i  —  OT») — -,     /rff  =  (i  — m») 3-, 

-  .  ûnudu\/\  —  rA*  sin'tt 

'•'^= (■-«•) ^^, . 

f 
,    )        =- sin'  ^udu\/  i-m"sm"tf, 


2 7—-^  1    sm»-' 

„/    »  A    i/o 


■(0 


udu\/i  — iii*«in»«. 


'1 


Si  V  est  impair,  Fintégrale  sera  réductible  aux  transcen- 
dantes elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce  ^  et  si  v 
est  pair,  elle  pourra  s'exprimer  par  des  logarithmes.il  ne 
sera  pas  inutile  de  montrer  comment  s'opère  cette  réduc- 
tion. On  a  identiquement,  en  posant  V^i — m*sin*i<= A, 

sin*~'i«/aA  =  sin'~^tfrftt4H sin'""^acos«  X  —  ?w»sin«  cosio/itA; 

a/w» 

d'où 

psin'^'arfaA^:  f  sm'"^ udu^— :^  I   A*[(»  — 4)sin'"^acos»iri/a-»n'"V«; 
%J  o  i/o  ont*  Jo 

Jo  ôm*Jo  O    Jo 

«  m 

^■*^"    /   sirC     uduti 5—1    sin'""'iiu/«A. 

'Sm*Jo  3   Jo 
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Cette  équation  donne,  en  posant,  pour  abréger, 


A,— I  =:  /    sin'^^iMfai^i  — m»sin»M, 

A.-.  =  ('-')'"'-r^'~'^A,-3-'-:=iA,-5. 

1^.  Si  V  est  impair,  on  a 

en  partant  de  ces  valeurs,  on  calculera  facilement  A4, 
A«,.... 

2^.  Si  V  est  pair,  les  termes  initiaux  de  la  série  seront 

Ai  =  /     sin arfa  l/^i  —  m*  sin»a, 

-^3  =  /     sin^«rf«V/i — iw*sin'«.- 

Pour  déterminer  ces  deux  intégrales,  posons 
cos  u:=z  X, 

La  première  se  change  inunédiatement  en 

o  i/o 

I    .    m* 

en  faisant =  n*.  Or,  on  a 

m» 


^ 
4 

* 
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donc 

Jo  2.  a     \  «  / 

I  /  I  —  /»*  -      /i-hm\ 

A.  =  -    I  H 1  \/ ). 

La  seconde  intégrale  se  transfDrme  successivMnent  en 

ir 

A3=I    smtt(i— oos*tt)£^ttl/'i-— m*sin*tt=Ax  — m  /   jc»^ùr V^i«* H- Jp", 
mais  Tintégration  par  parties  donne 


donc 


et  enfin 


^■~     8m«      ■*■  &;?  V  i-i*' 

% 

Les  deox  premiers  termes  de  la  série  étant  connus ,  on 
calculera  facilement  les  suivants. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  =  o,  on  aura 

é 
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et  par  suite 

rrr...     ^^^r^^>»     ^/«y  .^ 

Dans  cette  intégrale  les  variables  sont  positives  et  satis- 
font à  la  condition 

129.  La  méthode  de  réduction  qui  précède  peut  être 
présentée  sous  la  forme  générale  suivante.  Supposons, 
1^  qae  l'intégrale  proposée  soit 

S  =  ///.  .  .  dxdjr  dz. .    F[^,x\  z,...)F[/(j:,  X.  ^v-)]; 

2**  que  les  v  variables  or,  j^,  z, . . . ,  positives,  pour  plus  de 
simplicité,  doivent  toujours  satisfaire  à  la  condition 

3®  que.  la  fonction  f(x^j^  -^j*  •  •)  «oit  de  telle  nature 
qu^dle  prenne  des  valeurs  déterminées  et  connues  t^^  T, 
quand  on  fera 

X  =  7  =  z. . .   =  o,     ^  =  o; 
4^  que  de  plus  l'intégrale 

SSS-  dxdydz,,.  F{x,  jr,z,...), 
prise  entre  les  limites 

«  =  r  =  «...    ==:  O,    /{Xj  jr,  «,...)_  f 

soit  connue  et  égale  à  f  (^)  : 

T.  II.  19 
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•  5**  qu'enfin  la  seconde  condition 

n'éunt  pas  contradictoire  avec  la  première 

en  faisant  varier  t  depuis  fo  jusqu'à  T,  on  reproduise  tous 
les  systèmes  de  valeurs  :r,  j,  «, . . . ,  satisfaisant  à  la  pre- 
mière ,  on  aura 

Ce  théorème»devîendra  évident  si  on  répète,  sur  ce  cas 
général ,  les  raisonnements  déjà  développés  sur  un  exem- 
ple particulier. 

Poui'  premier  exemple,  considérons  l'intégrale 

dans  laquelle  les  quantités^,  ^,  r,...,  a,  6,  y,...  sont  des 
oonstantes  positives  quelconques;  a,  6,  c, . . .  des  cens* 
tantes  moindres  que  Tunité;  ui  une  constante  positive 
plus  grande  que  i  ;  et  x,  j^,  —  des  variables  qui  peuvent 
recevoir  toutes  les  valeurs  positives  compatibles  avec  la 
condition 


** -h r*  +  »> -+-...  ^ 


I. 


Si  Ton  frit 
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les  limites  étant  déterminées  par  la  condilion 
ou 


\V/-«  — «/       \V  r-.—  ^/ 


on  aura 


puis,  par  le  théorème  de  M.  DiricUet, 
et  par  conséquent 


r 


*^y    ri   ,4-^  4-;^  -h 


Si  les  €CM»tantcs0,  6,  c...,  sont  égales  enue  elles,  on  trou* 
vera,  en  posant,  pour  abréger,  £"'=6,  --|-|-f--, . .  =  ^, 

19.. 
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Si  dam  cette  demi^  a  est  nul,  le  second 
réduit  à 

.Cy...r(y)      ji  j^^,__L    * 

6  m 

en  posant 

T 

rint^^e  se  transforme  en 
donc 


///•• 


La  ccmdition  aux  limites  est  toujours 

x'-hj^^  -h  »>-+-...  _i. 

Cette  dernière  équation  se  déduit  immédiatement  da 
théorème  ^ua  général  (n^  123)  dénumtré  d^abord  pir 
M.  LiouTille. 

Pour  donner  un  exemple  numérique ,  prenons  Tinté- 
grale 


dans  laqudle  les  v  YariaUes  aimt  positives  et  aasnjctties  k 
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vérifier  la  condition 

On  peut  évidemment  la  mettre  sous  la  forme 


\a/  JjJ  "*    l/iyï    V  i-|-(jrH-j 


-f-/+g+...). 


\/xyz    ^  I -l-(aîH-r-*-2H-...)' 
<^9  J^9  ^v  •  devant  satisfaire  à  la  condition 

<r -I-  ^  ■+- «  -I- . . .  _  I . 
En  employant  la  formule  générale  on  obtient 

Or  en  posant 

t  =  Oî, 
et  ayant  égard  à  la  relation 


on  trouve 


=-;/,'H-»)""*+^/;»^"'(-.r". 


a 


KrO    '<i-i) 
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donc 

De  cette  équation ,  jointe  à  la  relation  connue 

on  tirera  successivement 

Jo      y  t+j^-'y^      r(i)'  ' 

130?Pour  mieux  faire  connaître  les  ressources  nouvelles 
que  ces  procédés  ingénieux  ont  créées  à  l'analyse,  repre- 
nons encore,  avec  M.  Catalan,  l'intégrale  d'ordre  /i, 

S  =  ///.  .  .dxdydz. . ., 

et  supposons  que  les  limites  des  intégrations  soient  déter- 
minées par  la  condition 

X»  r»  a»  < 


/»  — €/*^X»— ft 


en  supposant,  i^  que  les  variables  ne  reçoivent  que  des 
valeurs  positives  \  2^  que  de  plus  les  constantes  h^  a,  &,  c,... 
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sont  iu^ales  et  telles  que  Ton  ait 

Pour  effectuer  Tintégration ,  substituons  ^ux  variables 
X,  y,  J5, . . . ,  »  nouvelles  variables  X,  fA,  v, . . . ,  liées  aux 
premières  par  les  écpiations 


+-1 ::;-^--*«  =  »> 


,1  — «a       F»—.  6»       »»—  r* 


Lorsque  ti  =  3,  ces  équations  sont  celles  qui  servent  à 
passer  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  système 
de  coordonnées  elliptiques. 

Pour  déterminer  les  limites  de  ces  notivelles  variables, 
il  faudra  assigner  aux  anciennes  des  valeurs  arbitraires 
satisfaisant  à  la  condition 

puis,  en  désignant  par  A'  la  valeur  positive  et  plus  petite 
que  Funité  que  prend  alors  le  premier  membre ,  résoudre 
Téquation 

«»  ^»  2» 


/  -.  fl»       f  ■—  ^»       r  — -  c 


Les  n  racines  de  cette  équation  seront  les  valeurs  de 
X*,  jx*,  V*, . . . ,  correspondantes  aux  valeurs  choisies  pour 

jr*,  j*,  z*, Si ,  par  exemple ,  /i  =  3 ,  et  si  x,  y,  z 

sont  les  cooitionnées  rectangulaires  d'un  point  compris 
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dans  rdlipsoide  représenté  par  réqua)ion 


A*-— a*       Â*-~b*  ^  A'~^c* 


=  I» 


les  trois  racines  de  Téquation  en  t  seront  les  carrés  des 
coordonnées  elliptiques  de  ce  point,  ou  les  carrés  des  pa- 
ramètres des  trois  surfaces  orthogonales  qui  s^  croisent. 

On  prouve  facilement  que  Téquation  en  t  a  ses  racines 
réelles  (*)  et  inégales  ]  et  Ton  démontre  ainsi  la  possibilité 

(*  En  ofTet,  si,  comme  on  Vat suppoaé,  les  constantes  a^byC,,,,  sttîs- 
font  la  condition  «  >  &  >  c,. . .,  II  suffit  de  poser  successiTcment  dans 
ré«iUAtlon 

|=.-0»i     l=fl»-M,     £  =  &•-»-•,     <  =c* -+-#,...,     «  =00; 

•  désignant  une  quantité  positive  et  infiniment  petite;  pais  d^observer 
les  signes  que  prend  le  premier  membre  de  celte  équation  pour  affirmer 
que  les  limites  des  racines  x',  /a*,  v%.  . .  de  cette  équation  sont  a*  et  &', 

h*  Mie* o».  Si  A  la  place  de  A*  on -avait  rais  -h  A%  les  limites  des 

racines  euMent  été ~ 00 et  a%  a*  et  &%. . .  &*  et  c*... .  Pour  démontrer 
la  réalité  des  racines  de  oette  équation,  M.  PUna  a  auÎTt  une  antre  marche 
qui  consiste  à  poser 

par  cette  substitution  Tétiuation  proposée  se  décompose  dans  Iesdei|x  sui- 
vantes 

(«-«•}• -+^€'  "^  (*-6V-»-^"  («-c»)*-i-b- "*"•'•  ^• 
Or  la  seconde  exige  évidemment  que  Pon  ait  6  =  o,  e^t-à-dirc  que  la 
racine  1  soit  réelle.  La  première  de  ces  méthodes,  comme  Ta  tait  obser^ 
^or  M  Liouville,  parait  se  prêter  difficilement  aux  équations  transcen- 
dantes ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  an  cas  où  le  premier  membre,  de- 
venu une  série  oonvergente,  leotatme  un  nombre  infini  de  termes  ;  on  a 
en  effet  beeoin,  pour  remployer,  de  savoir,  à  pnort»  que  réquation  dont 
on  s^oceupe  nHi  jamaii  plus  de  m  raeiiiea.  II  budra  donc  recourir  à  l'iarti- 
fke  ingénieux  de  M.  Plnna  si  le  aonabren  est  infini;  réquatioo  peut  alor» 
Md  mettre  sous  la  forme 
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du  système  de  transformations  de  coordonnées  employé 
ici.  On  sait  de  plus  que  les  racines  X*,  fx*,  v*, .  • .  de  cette 
même  é({uation  satisfont  à  la  condition 


En  faisant 
on  troiiTe 

d'où  Ton  déduit 

Or  la  seconde  de  ces  équations  est  absurde,  à  moins  que  Ton  n^it  6  =o, 
c'*est-à-dire  à  moiosque  la  racine  t  soit  réelle.  Donc  l'équation  proposée 
D^a  pas  de  racines  imaginaires.  Pour  prouver  qn^elle  n^a  pas  non  plus  de 
racines  égales ,  il  suffira  d^aiileurs  dVbsenrer  que  Tesistence  d^une  ra- 
cine réelle  multiple  entraînerait  celle  de  Féquation  absurde 


La  démonstration  précédente  s^étcnd  d^ello-mème  au  cas  où  Téquation 
donnée  deviendrait 

/(<)  étant  non  plus  une  simple  constante,  mais  une  fonction  telle  que  la 
quantité 

/(«-H6i/'rï) 

se  réduise  à  la  forme 

A-B«l/-i, 

A  et  B  désignant  des  quantités  réolles  :  cotte  équation  n'aurait  alors  ni 
racines  imaginaires  ni  racines  égales. 

On  peut  conclure  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  si  F  (<)  est  une 
fonction  algébrique  ou  transcendante  décomposable  en  Jhcteurs  simples 
sous  la  forme 

où  ky  a,  hyC)..,  désignent  des  constantes  réelles  quelconques,  et  m,n,py,.. 
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ce  qui  apprend  que  chacune  des  noat  elles  ▼; 
Texoeption  de  1,  fera  comprise  entre  deux 
cntifs  de  la  suite  aybjCj Afin  de  savoir  si 

àtê  eipoMHto  potitiC»,  réquation 

D^Aoni  ni  raeiaea  iougimUfCt,  ni  neinet  cfilci,  Unt  qne  U  UmtùmmJ\i. 
remplira  la  eondition  dont  on  a  parlé  ci-deMoi;  cela  réanlto  de  m  «pie  la 

fonetion  ^777  <*^  ^1«  ^ 

m  n  /F 

I  —  41  f  —  ft         I  —  c"* 

Poaoaa,  par  exemple, 

ç»(0  =  eoi/, 
puis 

m  =  a, 
ou 

a  et  fr  étant  deux  constantes  réelles ,  nous  formerons  les  denx  équationa 

tang  I  =  —  a,    Ung<  =  —  a  —  6*r, 

que  les  géomètres  ont  déjà  considérées  et  dont  les  racines  sont  nécessai- 
rement réelles  et  inégales. 
En  prenant/ (I)  =  o,  Téquation 

M  rMnit  à 

FW-  ' 

et  par  conséquent  lorsque  F  {t)  a  la  forme  indiquée  plus  haut,  IVquation 

F(0 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  que 
réquation  F'  (()  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles ,  quoiqu'elle  puisse  avoir 
dos  racines  multiples. 
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termes  sont  les  limites  de  Tintégrale  correspondante  à 
cette  nouvelle  variable,  recourons  aux  valeurs  de  x', 
y*,  -3*,  .  •  . . ,  en  fonction  de  X*,  (a*,  v*,  . , . , ,  valeurs  qui , 
diaprés  la  méthode  d'élimination  de  M.  Binet,  sont  don- 
nées par  les  équations 

En  posant  dans  ces  équations 

I**.  jr  =:  j  =  «...=  o, 

auquel  cas  A  =  o,  on  trouve 

A  =  a,     M  =  by     ir  =  c» . . .  ; 
a*>.  ,  a?*  =  X»  —  û»,     j»  =  X*. .  .  =  0, 

ce  cpii  donne  A  =  i ,  il  vient 

A  =  X-,     fé=  bf      r  =  c, .  .    ; 

les  valeurs  limites  de  X  sont  donc  k  et  a.  On  prouverait 
de  la  même  manière  que  les  valeurs  limites  de  |x  sont  a 
et  &,  etc.,  et  par  conséquent,  pour  embrasser  tous  les  élé- 
ments de  Tintégrale  S,  on  doit  attribuer  à  chacune  des 
variables  X,  fx,  v,. . .,  toutes  les  valeurs  comprises  entre 
les  deux  constantes  qui  comprennent  entre  elles  cette 
même  variable. 

Cela  posé ,  puisqu'en  désignant  par  A^.  la  fraction 

_(A>-.^)(^'~^)(,»->^'}.., 

on  aura,  en  vertudesfonoulesffai  servent  au  changement 
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de  variables  indépendantes 


on  aura 


8=/      \    J     ...r/Ar/^rfr...A^f...y/A^A^A,. 

D'un  antre  côté,  si  Ton  applique  à  l'intégrale  S,  prise 
sous  la  première  forme,  la  formule  de  M.  Dirichlet,  on 
trouve 

donc 


a»^: 


■(-^ 


l/^^» _«»)(/.»—  6») (/»  —  r«). . . 


Cette  formule  est  susceptible  de  simplification  :  en  effet, 
toutes  les  difiérences  telles  que  X"  —  |i*  se  trouvent  évi- 
demment élevées  au  carré  sous  le  radical  du  premier 
membre;  on  aura  dès-lors,  sans  ambiguité  de  signes  et 
sans  imaginaires , 

J  a  J  a  J  h  \/D  D  D, 


X^/t-» 


P  indiquant  un  produit  de  facteurs  de  même  forme  que 
celui  qui  suit  éette  caractéristique,  tandis  que,  en  dési- 
gnant par  m  la  constante  qui  dans  la  suite  a,  6,  c, . . . 
occupe  le  même  rang  que  a  dans  la  suite  X,  ft,  v,. .  .^ 
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Dtf.  représezite  le  produit 

Si  la  dernière  constante  t*  était  uuUe ,  alors  le  facteur 
a*  —  £*  de  D^,  se  réduisant  k  a',  détruit  le  facteur  cr  qui 
se  trouve  liors  du  radical  sous  le  signe  d'intégration  ,  et 


Ton 


h  Ja  J  h 


^  ^/(X'»— «»)(/•*  — 6»)...(X-»  —  j«), 


D;  étant  ^alà 

En  prenant  dans  cette  formule  ra  =:  3  et  calculant 
r (I)  au  moyen  de  Téquation  bien  connue 

r(^  +  i)=:^r(/.), 

qui  donne  successivement 

r(i-+.i)  =  r(|)  =  ir(i)  =  il/;, 

on  retombe  sur  Tintégrale   triple  donnée  d'abord  par 
M.  Lamé. 
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Leçon  supplémentaire  sur  le  passage  du  réel  à  Pimaginaire  dans  la  re- 
cherche des  intégrales  définies.— Détermination  de  quelques  intégrales 
particulièices. 


131 .  En  exposant  le  procédé  si  ingénieux  appliqué  par 
M.Lejeune-Diriclilet  à  la  réduction  de  certaines  intégrales 
multiples,  nous  avons  été  forcés  de  recourir  â  une  formule 
très^remarquable  donnéa  d^abord  par  Euler,  et  démontrée 
depuis  rigoureusement  par  Poiâson.  La  démooatratîon  de 
Poisson,  longue  et  difficile,  s'appuie  sur  l'intégration 
d'un  système  d'équations  simultanées ,  ce  qui  est  réelle- 
ment un  chemin  détourné.  Pour  remédier  k  cet  incon- 
vénient et  ne  pas  renvoyer  à  la  seconde  partie  du  Calcul 
intégral  la  recherche  d'une  intégrale  définie ,  nous  avons 
été  amenés  à  exposer  avec  quelques  détails,  dans  une 
leçon  supplémentaire,  deux  des  Mémoires  de  M«  Cauchy; 
ce  sont  peut-être  les  plus  remarquables  et  les  moins  con- 
nus. L'un,  ayant  pour  titre  :  Mémoire  sur  les  intégrales 
définies,  fait  partie  des  volumes  de  l'Académie  des 
Sciences  -,  l'autre  sous  le  titre  :  Recherche  d'une  formule 
générale  qui  fournit  la  valeur  de  la  plupart  des  inté- 
grales définies  connues  et  celle  d*un  grand  nombre 
d'autres  j  a  été  inséré  dans  les  Annales  de  M.  Gergonne, 
tomes  XVI  et  XVII.  On  trouvera  d'ailleurs  dans  cette 
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leçon,  et  les  vraies  bases  du  passage  du  réel  à  Timaginaire, 
et  un  procédé  très-ingénieux  et  très-général  pour  la  dé- 
terminatioià  d'une  multitude  dHntëgrales  définies. 

Soit  F  (5;)  une  fonction  quelconque  de  la  variable  z^  et 
supposons  que  z  soit  lui-même  une  fonction  de  deux  au- 
tres variables  x  et  y^  les  dérivées  de  Tintégrale  fF(z)dz 
prises  tour  à  tour  par  rapport  kxeikjr  seront  respecd"^ 
veuieut 

r(»)  J  =  F(»)i>.».   *' W J=  *■(»)»/»• 

La  dérivée  du  second  ordre  de  cette  même  intégrale,  prise 
par  rapport  aux  deux  variables  xely,  sera  ou 

ou 

et  Ton  aura  par  conséquent 

D^.F(3)D,«  =  D,.F(»)D^z. 

On  veut  vérifier  directement  cette  équation  en  effectuant 
les  dilTér^ntiations  indiquées  :  elle  est  identique  ou  sub*- 
siste  quelle  que  soit  la  fonction  de  a:  et  de  ^  que  Ton 
prenne  pour  z  ;  elle  subsistera  si  Ton  suppose  cette  fonc* 
tien  en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire.  Ainsi ,  paï* 
exemple  ^siuetu  désignent  deux  fonctions  réelles  quel- 
conques de  X  et  dey,  on  pourra  faire 


alors ,  si  Ton  suppose 
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du  dv  du  dv 

dx  <lx  dy  dy 

Féquation 

D^.F(z)  D,«  =  D,.  F(«)Dy3 
deviendra 

d\t      dK  .  y —       dq      d&  .  /— ^ 
dy       dy      ,  iLc        dx 

et  se  partagera  nécessairement  en  deux  autres 

dy        dx^       dy        dx' 

On  peut  eticore  vérifier  immédiatement  ces  deux  équa- 
tions en  différentiant  \  elles  renferment  toute  la  théorie 
du  passage  du  réel  à  l'imaginaire.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
indiquer  }a  manière  de  s'en  servir.  Multiplions  les  deux 
membres  par  dxdj,  elles  deviendront 

dxd^^  =  rfrrf,Q,     dxdjEi  =  dyd^S. 

Si  maintenant  on  intègre  par  rapport  à  x  et  ky^  entre 
les  limites  x^^  X,  jr^^  Y,  Tune  des  intégrations  s'eflTec- 
tuera  toujours  -,  et  si  Ton  désigne  par  P^,,,  Py,  R^,,  Ry, 
Qj^oj  Qx>  Sxo?  Sx  les  valeurs  des  fonctions  P,  Q,  R,  S 
correspondantes  à  Xq,  X  ouj^o,  Y,  on  aura 

/•X  pX  f>Y  />Y 

^  P,^  -/,/./-  =X^Qx'*'  -X^o^r. 

/•x  rX  /'Y  /Y 

en  supposant  toutefois  qu'entre  les  limites  des  intégra- 
tions les  fonctions  P,  Q,  R,  S  conservent  toujours  une 
valeur  déterminée. 


Si  l*on  fait 

a?o  =  o,  X  =  ^;    ro  =  o,  Y=7, 

et  81  l'on  représente  par  p  el  r,  q  et  s  leç  valeurs  que 
prennent  les  fonctions  P  et  R  pour/  =  05  Q  et  S  pour 
i  ==  o  ,  il  yiendrs^  * 

f^dx— rpdj:=  r^dx--  rqdjr, 

Jo  Jo  t/O  t/O 

Vidx  —  f    rdx:=z   l    Sdy  -^   I    sdy. 
0  Jo  Jo  t/O 

1 32.    i'*  Application,     «<  =  x ,  i'  =j^  5     on  aura 

<ia ■        <ia dv  dv  

^~''      ^■~'''     Si""'''     ^"~'' 
P  =  U,     Q=— V,    R=rV,     S  =  U. 

Si  Von  fait  de  plus  ' 

on  aui% 

^  =  <v,     ^  =  —  r,     r=o,     s=Ui 

et  par  suite  « 

Vdx—  I   wdx=  f    rdy  —  f   Vrfr, 
o  «/o  t/o  t'o 

rvdx=  rvdx—  rvdy. 

Jo  Jo  Jo 

Ces  deux  équations  peuvent  être  remplacées  par  la  seule 
formule 

r  F  {x  -f. jVCrr)  dx  —  r  F  (^)di: 

T.  II.  .         20* 
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Exemple:  Faisons 

on  aura 

U  =  ef*e-**  cossu^, 

ir=  — tf/*<r-**  8in2j^, 
(v=:e-*\  U=er%  r=o,     . 
et  par  suite  ^ 

er*  f   ^-'•cos2«^-^  —  e-**  f    e^* sianxjrdy  z:^  f    e^dx^ 
Jo  Jo  Jo 

*/•  f  *e-**  sin  2xxdj:  4-  e^*  T  <?/'  cos  2jçr4r  =    /  "^«J^'^^* 

Si  l'on  suppose  infinie  la  seconde  des  limites  x,  les  deux 
(juantités 

tf-**  /    tf^*sin2X74r>     ^^''  /    ^•^*cos2j:j^rfr> 
•/  o  J  o 

s'évanouiront  ^  et  Ton  aura  simplement ,  en  faisant  jrs:  a, 

o  ./o 

/    «'^*  sin  ^axdx  =  tf^*  f    ^  *'ftr. 

2°*  Application,     u  =  ax,   i^=^  xjr'y     a  étant  une 
quantité  constante,  qii  aura 

^tt  du  du  dif 

rfi  =  ^^     ^=-^'     ^  =  ^'     ^  =  "^^ 

Si  Ton  fait  de  plus 

Y{ax)z=w,      F(o)=/Ç', 
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on  aura 

/?   =atv,     9=0,     r=:o,     j  =o,    ^  =  o, 
à  moins  que  k  ne  soit  infini.  Cela  posé,  on  aura 

Ces  deui[  équations  peui«nt  être  reujxkMëet  par  Téqua- 
tion  unique 

(«--l-^-i/^)  /  ' F(ijrjp+*jV/Il7)di '-arF{ax)dx 
on  pourra  encore  donner  à  ces  deux  équationâ  la  forme 

Si  la  valeur  extrême  de  x  est  telle  que  les  deux  quantités 
xU,  xS  s'évanouissent  quel  que  soit  j^,  on  aura 

xrVdy  =  x  rv4r=o, 

Jo  */o 

et  par  suite 

/Uflte= /    atvdxy 

\'ydx=z -^ — ;    i'awdx. 


En  faisant  j=  ft,  ces  deux  équations  pourront  être  rem- 

'    20.. 
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placées  par  Téquation  unique 

(^4.^ V^dT)   T'f  [{a  H-  b)/^)x](Ù!  =    f'àF{ax)ilr. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  U  et  Y  s'évanouiront  par 
la  supposition  x  =:  00  ^  on  aura  alors 

[a^b  V/=T)  fp  [{a  H-  b\/^)x]da:  =  f^^  {')dx. 

Si  dans  ces  équations  on  suppose 

n  étant  un  nombre  réel  quelconque,  on  aura 

F  {[a  -f.  b\/^^\)x]  =  (a  H-  bX/^y-'af^'fUx-^  bx\/^\ 

et  en  posant 

a=rcos«,     b  =:  rsinf» 
û+  b\/ — i  =r(co84-h\/ — I  sinff), 

{a  H-  ôV^^)"-«  =  r"-«[cos(/i  —  i)  «-f-  V/^8in(;7— 1)«], 
et  par  conséquent 

r  j:"~'/[/'(cos«4-V/^sinC)a?]d:r 

?r  x^-'/{x)dx. 


cos/12  —  K — I  sin/iat  z*^ 


On  a  d'aiUeursa*  +  A"  =  r*,    âr=:arctang  -,  cette  nota- 
tion désignant  toujours  le  plus  petit  des  arcs  qui   a  - 

a 

pour  tangente  \  et  si  Ton  fait 

/[r(cos«  -f-  V^— I  sintt)a:]=:U  +  \\/~i^ 
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cette  dernière  équation  équivaut  aux  deux  suiTantes 

J  o  ^J  o 

I?'  Exemple  :  Posons      /(ar)=  c""',      il  viendra 

I     JB"~»  e"**  (cos  6j:  -I-  V^ —  I  sin  hx)  dx 

cosnn  *— V^ — 1  sinnat  f^ _.  , 

r»  Jo  ' 

/»Q*                                                     cos /M  /** 

jH^'e""  cosbxdx= I     x^^e-'dx^ 
o                                                        ^J  o 
.    (a*  -f-  b^y^ 
/•^                                      sin/i«       /•* 
J  o                                                   "  J  o 


t/  o  2  t,'  o 


Si  Ton  observe  que  l'intégrale 

r  xr-^é^'éx 

est  précisément  celle  que  nous  avons  désignée  par  la  no- 
tation r(/»),  la  première  de  ces  équations  deviendra 

Jo  r»  ' 

en  faisant  a  ==  o  on  aurait 

«  =  arctaiigCP  =  -->    r=.by 
et  remplaçant  alors  n  par  a,  on  aura 

c'est  précisément  la  formule  d'Euler  :  elle  équivaut  aux 
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deux  écptatioué 


cos — 


j^  X--'  co%  hxdx^=z  —^  V  {a) , 


.     air 

sm  — 


1     4î«^' sin  ^jpfltr  =  — f — r(à). 


En  posant  dans  la  formule  d'Eulcr  jc  ==:  (y  4. 6)%  a  =  ^, 
et  ayant  égard  aux  équations 


on  trouvera 


C'est  la  seconde  formule  employée  par  M.    Dirichlct 

CnM24). 

a"*  Exeniple:Si  l'on  faisait y(x)^=  6?"^'+*'^*,  on  aurait 

,    f{ax  -h  ^xl/^)=:  <5***"-C«*+0*  [oos2ftx{ûj?-h  c)— V/^8in2ftar(ax-H  c  !• 
U=      c*'*'-(«+0«cos3*x(flx-^c), 
V  =—  g*«r»-(«+c)«  sina^jr(«x-i-c), 

t/  o  "•/  o 

{a*  -h  A*)^ 

(a»  H-  *»)^ 

1 33 .  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  Tapp] ication  de  ces 
principes.  Passons  à  la  recherche  de  la  formule  générale 
qui  fournit  la  valeur  d'un  très-grand  nombre  dlntégrales 
définies. 

Supposons  que  la  fonction 
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s'évanouisse,  i^  pour  â?  =  ±:  ûd,  quel  que  soi  tj^;  2®  pour 
j^  =  00,  quel  que  soit  ar,  et  conserve  une  valeur  unique  et 
déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  a:  et  de  ^  renfer- 
mées entre  les  limites 

a:  =  —  OC,  '  JT  =  -+-  00,    ^  =  o,     ^  =;  a; 

si  après  avoir  cherché  les  racines  réelles  ou  imaginaires 

de  Féquation  =^-t-  =  o  ,  on  désigne  par  ari,  JCt,  a:,, . . . . 

celles  de  ces  racines  dans  lesqueUes  le  coefficient  deV^— î 
est  positif,  et  par  F,,  F,,  F», les  valeurs  que  re- 
çoivent les  produits 

•  F(:r.  4-  .),     iF(x.  4-  .),     i¥{x3  -ht),..., 

lorsque  e  se  réduit  à  o  ;  alors,  comme  nous  Favons  vu,  en 
posant 

A  =  2»  (F,  -f.  F,  -h  F3  -+-... )»/^> 

on  trouvera 


/. 


F{x)dx=z^. 


Comme  cette  formule  fournit  les  valeurs  d'une  multitude 
d'intégrales  définies ,  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  donner 
une  démonstration  directe.  Elle  se  déduit  très-facilement 
d'un  théorème  que  nous  allons  établir  en  peu  de  mots. 
Si  l'on  désigne  par  F(x)  une  fonction  telle  que  l'expres- 
sion F(x  +y  V" — I  )  s'évanouisse ,  i**  pour  jr  =  ±:  00 
quel  que  soit  j";  0?  pour  y  =  00  quel  que  soit  o:,  et  de- 
meure toujours  finie  et  continue  entre  les  limites 

jr  =  —  00,     x  =  od;     7=0,     ^=00; 

et  si  de  plus  on  nomme  F  la  limite  vers  laquelle  con- 
verge le  produit  x'F(a:),  tandis  que  la  valeur  numérique 
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de  X  deyient  infiniment  grande ,  on  aura 

/        F(x)dbc=:  -5rFV/^. 

t/    — 00 

Démonstration.  Pour  établir  ce  théorème,  nous  cher- 
cherons d^abord  la  valeur  de  l'intégrale 

On  a  généralement 

et  si  Ton  intègre  les  deux;  membres  de  Téquation  précé- 
dente, par  rapport  à  or  et  à  ^,  entre  les  limites 

x=— X,     :c=4-X;     J=o,     /  =  a>, 

on  en  tirera 

puis,  en  ayant  égard  à  la  condition  F (x+  ool/ — i  )  =  o, 

X_x  ^W'^^-^^^  /*jF(x4-/\/^~F(-x  +  rV/=^)lrfr. 


Si  maintenant  on  attribue  à  la  quantité  X  une  valeur 
très-grande ,  on  aura  successivement 

et  par  suite 

f(x+7v/:=T)  = 
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d'où 

Cette  dernière  équation  deviendra  rigoureuse  si  l'on  pose 
X  =;  oo,  et  l'on  aura 

f      T{x)dx  =— irF  V/^. 
Observons,  toutefois,  que  si  Tintégrale définie 

est  du  nombre  de  celles  dont  la  valeur  générale  est  indé- 
terminée, la  formule  qui  précède  fournira  seulement 
celle  des  valeurs  particulières  de  l'intégrale  que  nous 
avons  désignée  sous  le  nom  de  valeur  principale. 

Corollaire  i*'.  Lorsque  la  quantité  désignée  par  F 
s'évanouit,  l'intégrale  proposée  n'admet  qu'une  seule  va- 
leur qui  $e  réduis  à  zéro,  en  sorte  qu'on  a 


/Y{x)dx=zo, 
Ainsi ,  par  exemple,  si  l'on  prend 

„,    .         4?axV^^— .tf-m        COS  €IX  -hV^—  I  siu  OX  <?-* 

on  trouvera 

/'.<59      cosû4J-hV/-^i  sinaar  ,  _  L'^        dx 
dx  —  r^  f.  — - — -  ==  o, 


3l4  CALCUL    INTÉGRAL. 

et  par  suite 

/•*  cosim:  ^  r"^        dx       , 

•      1  dx  =  e"«  /  ■ —  =  TT^"", 


/. 


*     sinax 


dx:=i  o, 

—  »    I  -4-  a?* 

Corollaire  a°*^  Si  Ton  désigne  par  F(x),  F  (a:)  deux 
fonctions  qui ,  considérées  isolément ,  ne  vérifient  pas  les 
conditions  énoncées  dans  le  théorème,  mais  dont  la  dif- 
férence ¥{x)  —  P(jxi)  satisfasse  aux  conditions  dont  il 
s'agit  ;  alors,  en  représentant  par  F  et  -F  les  limites  vers 
lesquelles  convergent  les  produits  xF  (a:),  xF(x)y  tan- 
dis que  la  valeur  numérique  de  la  variable  x  croît  de  plus 
en  plus ,  on  aura  évidemment 

et  par  suite 

f"'F(j:)^=   f      F{x)dx^if{F''¥)\/^'i' 

*'  —  ■»  ^  —  oc 

Les  intégrales  comprises  dans  cette  dernière   formule, 
doivent  encore  être  réduites  à  leurs  valeurs  principales. 
Si  la  quantité  F  s'évanouit ,  on  aura  simplement 

f'^¥{x)dx=  f      F{x)dx-h'F\/~' 

Corollaire  3"*^.  Supposons  que  l'expression 

s'évanouisse  toujours,  i"  pour  x=  ±:  oo,  quel  que  soit/î 
7.^  pour  j-  =  00,  quel  que  soit  x,  mais  devienne  infinie 
pour  un  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  positives  ou 
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négatives   de  x  et  de  valeurs  nullee  «u  positives   de  y. 
Alors,  potxr  déterminer Imtégrale  r      ¥{x)dxj  à  l'aide 

de  la  f omaiile  donnée ,  il  suffira  de  trouver  une  fraction 
rationnelle  de  x  telle  que  la  diflférençe  F  {x)  —  F{x) 
reisiplisse  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème.  Con- 
sidérons d'abord  le  cas  où  l'expression  F  (x -f-J^ — ^) 
dcrvîent  infinie  pour  x  =  a,  y  =  b^  b  représentant  une 
quantité  positive  ou  nulle.  Faisons,  pour  abréger, 


-f-*l/~i  = 


«1, 


et  désignons  par  F,  la  limite  vers  laquelle  converge  le 
-produit  (x  —  Xi)F(a:),  tandis  que  le  facteur  x  =  X\ 
converge  vers  zéro  :  la  différence 

F  W  -  — ^•-  =  (^-*»)^(^)-F, 
x-^Xt  X  —  jr, 

obtiendra  en  général  une  valeur  finie  pour  j:  =  x,  *,  et  si 
entre  les  racines  de  Téquation  — r-r  =  o ,  la  racine  Xi  est 

la  seule  dans  laquelle  le  coefficient  de  1/^— i  soit  positif, 
cette  différence  remplira  les  conditions  énoncées  dans  le 
tbéorème.  On  pourra  donc  prendre 

F{x)  =  -A_  = .P'  ^^ 

^ — ^i       X  —  a  —  ^K — • 

Cela  posé ,  on  trouve ,  i  °  /*  =  F,  ; 
2^.  Sî  b  est  nul , 


j:>)-="-/:l^=^'«<'(I5^)" 


=r  o» 


et  si  b  est  positif, 
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on  aura  donc,  si  b  est  nul , 

/OD  

F(x)d:r  =  îrF,W^— i; 
—  00 

si  b  est  positif, 

Si  b  devenait  négatif,  on  devrait  prendre  F(x)  =  o^  et 
Ton  aurait,  en  conséquence. 


j       f{x)dx  =  o. 


134.  Pour  établir  les  formules  qui  précèdent,  nous  avons 
supposé  que  leproduit(a: — Xi)  F  (a:)  convergeait  vers  une 
limite  finie  Fi ,  taudis  que  le  factetu*  x — Xt  s'approchait 
indéfiniment  de  o.  Supposons  maintenant  que  ce  produit 
ait  une  limite  infinie,  et  que  dans  la  suite 

(x-xOF(*),     (x~a:0»F(*),...,     (x  ~x,)-F(x), 

le  terme  (x-r-j:i)'*F(j:)  soit  le  premier  qui  ait  une  limite 
finie  ]  alors ,  si  Ton  pose 

(x-x,)-FH=/(x)=/(xO  +  ^-=^/'(xO-h...    ^ 

-^  x.t.37;^^"  V^""'^"'^  ^  ^"  "^  ^'^^^"^- 

la  fonction  (f(x)  conservera ,  en  général,  ime  valeur  finie 
pour  X  =  07]  et  remplira  la  condition  énoncée  dans  le 
théorème.  Gomme  on  aura  d'ailleurs 


i         (x  — x,)"-»  1.2      (x— X,)"~» 

Ira. 3. .  .(w —  i)x — , 
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il  est  dair  qu'on  pourra  prendre 

1.2.3...  (m — i)  * — xC 

En  adoptant  cette  taleur  de  F  {oc) ,  on  trouvera 

^^^        /'-'>(x.) 

1 .3.3.  •  •  (m  —  i)' 

et  par  conséquent  l'équation 

continuera  de  subsister  pourvu  que  l'on  suppose 

=      ■^r''^^'^'^    ,  =  lim 5-4 r  D:-'(a:.x,)-F(x). 

1.2. 3.. .(ut — l)  I.2.3...(ffl— l)      '      ^  /       x/ 

On  trouvera  encore  dans  cette  hypothèse,  i^  lorsque  b 
étant  nul,  les  expressions 

se  réduiront  toutes  à  zéro, 

/F{x)dx  =  o\ 
—  00 

2®  lorsque,  &  étant  nul,  quelques-unes  des  mêmes  ex- 
pressions obtiendront  des  valeurs  dijflférentes  de  zéro, 

3®  lorsque  h  sera  positif, 

\      F{x)dx  =  2irF.  ï/^. 
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Par  suite,  les  fonnules 
f       F  (x)dji;  =  a  F. V/— 7  ou    /'      F  {x)dx  =  oivF.  V^—\ 

J  —  00  J  —  00 

subsisteront  si  la  racine  de  Téquation  57-r-  =  o  est  une  ra- 

cine  imaginaire  dans  laquelle  le  coefficient  de  V^- — i  soît 
positif,  ou  une  racine  réelle  pour  laquelle  les  expressions 
./^"-•^  (jr),  /  f"-*)  (x),  /(«-«^  (x), . . .  s'évanouissent. 

Si  dans  ]a  racine  Xi,  le  coefficient  de  V — i  était   néga- 
tif, on  retrouverait  la  formule 


/- 


00 

Y{x)dxz=^  G. 


Si  l'équation  ^^r—^  =  o  admettait  plusieurs  racines  A',, 

X,,  Xj, . . . ,  alors,  pour  obtenir  la  valeur  de  F{x)  propre 
•à  remplir  les  conditions  prescrites,  il  suffirait  d'ajouter  en- 
semble les  valeurs  de  F(x)  correspondantes  à  ces  di- 
verses racines. 

135.  Les  formules  qui  précèdent  réduisent  la  détermi- 
nation des  intégrales  qu'elles  renferment  à  la  recherche 

des   racines  de  l'écruation  =77— r  =  o. 


La  formule 


/ 


00 


Y{x)dx  =  A 


peut  d^ailleurs ,  si  l'on  veut,  être  remplacée  par  la  sui- 
vante 

7—00  2 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'on  ait 
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?  C**)  »  X  (y)  9  ^  O*')  » désignant  des  fonctions  rati<»L- 

nelles  des  irariaUes  m,  i^,  w, . . . ,  et  le,  •/,  tv, . . . ,  /(o^) 
représentant  des  fonctions  de  x  qui  restent  complètement 
déterminëes  dans  le  cas  même  où ,  après  avoir  rem|^cé  x 
par  oc  -4-jr  l/ — i,  on  attribue  à  x  une  valeur  rédle  quel- 
conque ,   et  à  j"  une  valeur  réelle  positive.  Concevons 
d^aillerirs  que  la  fonction /"(x)  ne  devienne  jamais  infinie 
pour  aucune  valeur  finie,  réelle  ou  imaginaire,  de  la  va- 
riable ac  5  pour  obtenir  les  racines  de  Téquation  «^==  o  ? 
î\  faudra  d'abord  cherefaer  celles  des  équations 

dans  lesquelles  les  fonctions  9  («) ,  y^  (u) ,  \^  (w) , . .  .  sont, 
par  hypothèse ,  rationnelles.  Supposons  ces  mêmes  équa- 
tions résolues,  et  soit  h  +  k  V^ —  i  une  de  leurs  racines, 
on  n^aura  plus  à  résoudre  que  des  équations  de  la  forme 

a  =  A-+-^\/iri,     P=:A+.^  V/^—  1,...; 

chaciuxe  déciles  fournira  une  seule  racine ,  dont  il  sera  fa- 
cile de  fixer  la  valeur,  si  Ton  a  pris  pour  u,  1^,  tv,«..  quel- 
ques-unes des  fonctions 


-^a:i/-^i 


^,  ,(,^,v-:r7),    i(^,^i)/^^y 


1  [r sinfl  -f-  (rcos6  —  x)  V^—  i], 

r  et  ^  étant  des  quantités  positives  et  0  un  arc  compris 
entre  les  Umites  o  et  tt.  En  effet ,  en  posant ,  pour  abréger, 

I  k 

^  =  (A*  -h  A^')',     *>  =îarc  tang  -, 
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on  trouvera'  pour 

pour 

a:  =  —  <?*  sin  X-  H-  (^  cos  A-  —  r)  V^ —  i  ; 
pour 


<?*  sinX^  —  (c*  cos^  —  I )  \/ — i 

et  ainsi  du  reste. 

Si  Ton  prenait  pour  u ,  ^',  iv, . . .   quelques-unes  des 


foneti 


ions 


sin 


in6:tr,  coste,  c**,  ^**V/="",  ^{a  +  *  1/"="!)*^ 

a ,  i  désignant  des  quantités  quelconques ,  et  r  un  nom- 
bre inférieur  à  Tunité ,  chacune  des  équations 

aurait  une  infinité  de  racines.  Ainsi ,  par  exemple ,  en 
représentant  par  n  un  nombre  entier  quelconque,  on 
trouverait,  pour  sin  ia:  =  o , 

potir  cosAx  =  o, 
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pour  e*'  =  A  4-  *  V^^, 

X  312  . — •  •  • 

fl  4-  ^  l/^-i 

Alors  la  somme  désignée  par  A  se  composerait,  en  géné- 
ral, d'une  infinité  de  termes,  et  par  conséquent  Finté- 

,      r  *F(jr)-+-Ff— x)    , 
^ale  1       --^-^ '  dx   se    trouverait   représentée 

par  la  somme  d'une  série  infinie. 

138.  En  ayant  égard  aux  diverses  remarques  que  Ton 
vient  de  faire,  on  déduira  des  équations  fondamentales  une 
multitude  de  formules  générales  propres  à  la  détermina- 
tion des  intégrales  définies  :  nous  nous  contenterons  d'en 
citer  quelques-unes.  En  désignant  par  r  une  quantité  po- 
sitive, et  par  m  un  nombre  entier,  on  établira  sans  diffi- 
culté les  formules  générales 

J  o       aV/— I        *      3    ^  ' 

J  o  a  **+r»  a         ^    .         ' 

/>»F(x)-F(-x)   xdx    _«p/  .y-^y 

T.  u.  ai 
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'  J   —cor — xV/ I 

s: 


F(x) 


»<*  F(x) 


r' 

/>«    __       F(x)         ,^^^     ,w-.    ^^//--F(>V^~) 

Soit  maintenant  ç(x)  une  fonction  rationnelle  de  la  va- 
riable x^  et  concevons  qu'après  avoir  calculé  les  diverses 

racines  de  réquatîon  -7-7-  =  o,  on  représente  par 

Tune  quelconque  de  oellea  dans  lesquelles  le  coefficient  de 
\/ — i  est  positif.  Soient  de  plus  n  le  nombre  des  racines 
égales  à  A  +  ft  V^—i ,  e  une  quantité  infiniment  petite , 
et  Hn,  K„  deux  quantités  réelles  déterminées  par  la  for- 
mule 


qui  deviendra  simplement 

H  -h  K  »/^  ==  f^  (à  -f-  *  i/ir;  -+. ,}, 

si  une  seule  racine  est  égale  k  h  -^^  k  V/ — i. 
Soit  enfin  ((x)  une  fonction  telle  que  Téquation 


.)], 


f(x) 


=  o 


u'admette  point  de  racines  dans  lesquelles  le  coefficient 
de  v—\  soit  positif,  ou  du  moins  qui  ne  produise  dans 
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la  valeur  de  A  que  des  termes  dont  la  somme  se  réduise 
à  o  5  on  tirera  de  Téquation 


/         F{a:)dx  =  a: 

i/   ^—  OO  I 

les  expressions  K  —  Hl/^ ,  Ki  —  Hi\/^, ...,  de- 
vant être  réduites  â  moitié  quand  la  quantité  k  devient 
ntiUe.  Ainsi,  par  exemple,  û,  A,  r  désignant  toujours 
des  quantités  positives,  h  +  k  V^ — i  une  des  racines 
inégales  de  Téquation 

oi>  et  p  ce  que  nous  avons  déjà  vu,  on  aura 

06  ._^  

^H^-»^(x)d:*=-2îr[(K— H  V^^)iî-*'(cos*A+ V/^sin^/*)  4-. . .)], 


Chacune  de  ces  formules  se  décomposera  en  deux  équa- 
tions réelles,  lorsqu'on  égalera  séparément  à  o  et  les 
parties  réelles  des  deux  membres,  et  les  parties  multi- 
pliées par  V^ — i.En  opérant  ainsi,  et  prenant  pour  (f(x) 
une  fonction  réelle,  on  obtiendra  unç  multitude  de  for- 
mules parmi  lesquelles  nous  citerons  les  suivantes  : 

21  .  è 


—  00 
.  00 
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I        cosbxç{x)dx.=Z'^2w[{l!icosbh-hfisinbh)e'^-{-    ...    ], 
J ^    nnbx(p{x)dx  =  —  iiT[{Ksmbh  —  H  cosA/*)iî"**4- ]. 

Si  maintenant  on  attribue  aux  fonctions  F(x),  T^Jk:), 
<f(x)y  OU  bien  aux  constantes  a,  &,  r, . . . .  des  valeurs 
particulières,  on  déduira  des  formules  générales  la  plu- 
part des  intégrales  définies  connues  ,  et  ujie  infinité 
d'autres  nouvelles.  En  voici  seulement  quelques-unes  : 

I       —    —    = ,        I        =  îrcot/75r, 

J  o    \    +  X        sinaff-        J  o    I    —  X 

/•^  x*£te    I  j:*  <ir «•  at 

J  o   X*  —  I  f  I      X  ~  2        ^  7.  * 

!      ^  — 

a:"r^  ïrr«"'  sina9 


f- 

J  o    X* 


-h^rxco&O  -^r*        sina^r     sînO 

,   air 
rf^sec  — 
2 


/••        ,         TYir          w      .         r"^  .    .       xclx         ,r     . 
I      ces  6x  ——; — -  =  -  e^%     f      sinbx  — -=  -  <•"*', 

/^«       ,       nir  TT  .    ,       f"^  .    ,        xdx         w      , 

I     cos^x r= sm^r,    I      sin^x =-cos^r, 

Jo  x^ — r*  2  Jo  X*  —  r»       ?.  ' 

o       X  2     J  o       ^     x»H-r»       2^  ^ 

137.  Nous  avons  VU  quclorsquelafonctîonF{x+yV/— i) 
s'évanouit  pour  a:   =   ±i  oo,  quel  que  soit  j^   et  pour 
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y  =  :i^  Qo,  quel  que  soit  jc,  on  a  A  =  o.  Alors  si  Téqua- 

tion-  =  o  a  une  infinité  de  racines,  la  formule 

F  (or)  » 

A  =  o  renferme  un  nombre  infini  de  termes ,  et  pe^jt 
être  appliquée  à  la  sommation  des  séries.  Ainsi ,  par 
exemple  ,  si  Ton  prend  successivement 

„,  .  ,  .cosrx       _,,  .  ,  .  sinra? 

F(j:)  =  (p[x)  -. ,     F{x)  =  tp (jp)  -.: , 

^  ^       ^  '  sin^rj:  -^  ^  '  smsror 

r  désignant  un  nombre  entier  inférieur  à  7r,  et  <f(x)  une 
fraction  rationnelle  dans  laquelle  le  numérateur  soit  d^un 
degré  plus  petit  que  le  dénominateur,  on  déterminera 
immédiatement ,  à  Faide  de  Téquation  A=  o,  les  sommes 
des  séries 

i^(o) i-i i ^cosr-^-^ i -^cosar— etc., 

LJ — Li ^  smr  -f-  -^-^ ^^ '  sm  2r —  etc. 

2  2 

Si  Ton  fait  d'ailleurs 

*  =   ±:  (2/«   -h    Osr  ±  r, 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque ,  Tare  5  restera  en- 
tièrement arbitraire,  et  ces  séries  deviendront 

.,(0)  +?il)±i(z:i)cos,  4-£W±^t:^cos«+etc.. 

-î-i-^i — ^ ^  ans  H-  ^--^ ^ ^  8in25+etc. 

2  2 

Enfin  si  Ton  pose  5  =  o,  la  première  de  ces  séries  sera 
réduite  à 
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en  attribuaBt  à  f  (jr)  la  valeur  particulière 
on  obtiendra  la  fonnule  connue 

I    I  I  I  1  9r 

-  -r-h-T 1-  -T 7-+--; h.  ..  =  — COt^ra- 

Si  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  c^tte  der-      ^ 
nière  équation  par   nudu,  on  Pintègre  par  rapport  à  u, 
et  à  partir  de  u  =:=  o ,  on  trouvera  / 


,^«=,(,-».,+,(.-9+i(,-i>«.., 

ou,  ce  qui  revient  au  même , 

lsin»«===/ir4-/«-+-l(i--«»)-^ï(i--7)-l-l('--^)H-----. 
et  par  suite 

sin5ra=:«r«(i  —  a")^!  — ^j  ^i  — ÎLj 

Si  Ton  pose  maintenant  u  ==  j  ,  on  obtiendra  la  formuie 
de  Wallis 

^__2  ^44  ^688 

a       I 3355799 

On  peut  démontrer  cette  dernière  formule  comme  il  suit  : 
nous  avons  trouvé  (n**  42) 


Jo  2.40...  2/lf         2 

9 

r^  .  ,..,  ^          2.4.6.. .21W 

./o  1 .3.5. .  .2(iw4-i) 


/ 
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et  en  posant  am  =  />,«„=   1   sin^jf^fcc ,  on  aura 
îr  I    3    5      n  —  I  ï    4   ^         '^ 

2^4^  ^  357  /2-Hl 

On.  a  d^ailleur»,  pour  tontes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et-, 

sin^ar^sin'+'a:,      /    sin«xrf:p>   /  sin'+'XÉte  ou  tf«>««+i, 
et  par  conséquent 

^       1  '  3'3'5'5*  'j'"  n — î'iî-i-i  * 
On  a ,  par  la  même  raison , 

et  par  suite 

«•2     244^^  "  '*  /l-4-2^ 

2  ^ï     33557        «  —  1     «-f-l     rt-4-I 

donc  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

224  ^  A 

-  se  trouvera  compris  entre  A  et  A =  A    1  -F , 

c'est-à-dire  entre  deux  quantités  sensiblement  égales 
entre  eUes  quand  n  est  très^and  ;  on  aura  doue ,  en  pas- 
sant à  la  limite, 

7F  224466 

2-"T'3'3-5    5-7' 
138.  n  est  enfin  une  autre  formule  très-généraledémon- 
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en  attribuant  k<f(x)  la  valeur  particulière 

*W  =  a'  -  x" 
OU  obtiendra  la  formule  connue 


I    I  I  I  T  «r 

-  -r-f--; h— 7-4--; h.  ..  = —cotait. 

Si  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  cette  der- 
nière équation  par  nuduy  on  Fintègre  par  rapport  à  u, 
et  à  partir  de  u  =:=  o ,  on  trouvera 

i^«=,(-.-)+.,(.-f)*.(.-f)+«... 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

et  par  suite 

sin5rii  =  «rii(i  — -a")f  I  — ~j  fi  — —  V    ..., 

Si  Ton  pose  maintenant  u  =  \,  on  obtiendra  la  formule 
de  Wallis 

ir^a  îfc44Ç688 

a       13355779 

On  peut  démontrer  cette  dernière  formule  comme  il  suit  : 
nous  avons  trouvé  (n**  42) 

O  7..4O...  2/lf        2 

r*  •  >-4.,  j       2.4.6...5/W 

,/o  1.3.5. .  .a(iw-M) 
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et  en  posant  2m  =  />,«„=  jsin'^xdx,  on  aura 
_^^wi     3     5       n  —  I  ï    4    ^  ^ 

On.  a  d^ailieur»,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et-, 

sm"jc>sin»+'a:,      j    sin«xrfjr>  j   sin"+'XÉte  ou  ««>««+„ 
et  par  conséquent 

-">>^    24466  n  n 

2       133557       n — I    lî-l-i 

On  a  ,  par  la  même  raison, 

f*n^x    <    «1,+.  , 

et  par  suite 

«■^2    244^^  "  '*        /ï-4-2 

2  ^i     33557       n  —  1     /i-f-i    n-\-\ 


donc  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

224         '^     

I    3     3       /i-hi 

-  se  trouvera  compris  entre  A  et  A =A(  1  -\ j, 

c'est-à-dire  entre  deux  quantités  sensiblement  égales 
entre  eUes  quand  n  est  très-grand  ^  on  aura  donc ,  en  pas- 
sant à  la  limite, 

ic 2    2    4    4    66 

2~i'3'3"5'5-7' 

138.  Il  est  enfin  une  autre  formule  très^énéraledémon- 
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trée  aussi  par  M.  Cauchy,  et  qu'il  importe  de  rappeler  en 
finissant.  Désignons  par  z  une  variable  imaginaire  dont  r 
soit  le  module  et  tTargument^  par  F(z)  une  fonction 
•  <{ui  reste  finie  et  continue  ainsi  que  sa  dérivée  F'(z)  pour 
toute  valeur  du  module  r  inférieure  à  une  certaine  li- 
mite donnée  R.  Supposons  de  plus  que  r,  restant  constant, 
la  fonction  F(jz)  soit  une  fonction  périodique  qui  re- 
prenne pour  £  =  «  -4-  aTT  la  valeur  qu'elle  avait  pour 
«==  a.  On  aura 

z  =  r(cosr  -h  y^ — !  sin  r), 

D,F(2)  =  F'(»)Dr«  =  F(a)tfM 
D,F(»)=F(z)D,z=rF'(«)/«M 

et  par  suite 

D.F(«)  =  .^-J=.D,F(«). 

Les  deux  membres  de  cette  dernière  équation  ayant  cha- 
cun une  valeur  finie  et  déterminée  pour  toute  valeur  der 
plus  petite  que  R,  si  on  les  multiplie  par  drdt  et  qu'on 
intègre  entre  les  limites  o  et  r^  a  et  «  -|-  a^r,  on  trouvera 

-     /       dt  \  rf,F(.)  =  /  -— =  /       d.v{zy. 

t/a  Jo  Jo  r\r — I   »'«< 

Or 

J^Vf(«J  =  Yiz)  -  F(o), 

et ,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise , 

donc 

r^^" dt\]l(£)  -  F(o)]  =   o, 


VIITGT-'UNIÈMB   LEÇOK.  •  3*9 

.     F(o)/  rf*  =  2»F(o)  =  J^  r(z)dti 

et  enfin 

Sî  Ton  fait  a  =  o,  on  trouvera 

(a)  F  (o)  =  -l    r^T  {ret\/^)dt  ; 

si  «  =  —  27r,  il  viendra 
F(o)  =  —  r    firet\/^dt=i^^  Ç'^^{re-t\/^)dt 

La  formule  (a)  subsiste  donc  quand  on  y  change  ten  —  /. 
Si  dans  cette  même  formule  on  pose  F  (-z)  =f(x  +  z)  , 
X  étant  une  nouvelle  variable  indépendante  de  je  ,  on 
aura  F(o)  =  f{x)y  et  par  suite 


As*  Jo 


o 

n  résulte  <le  cette  dernière  formule  jque  toute  fonction 
qui  reste  continue  r  ainsi  que  sa  dérivée ,  entre  certaines 
limites,  peut  être  représentée  entre  ces  limites  par  une 
intégrale  définie,  renfermant,  sous  le  signe/  la  même 
fonction. 

Exemple:  i**.  F(z)  = ;  pour  toute  valeur  du  mo- 
dule r  plus  petite  qae  Tunité,  on  aura 
,  ,             I    r^^      dt             I    f^  de 

2*"t/o     1-,^/i/^— I      2»Jo     i-rcosf-rsin/l/^— i 
f"^vdt{t  —  rcosf -h  rsmty — «) 


2t  Jo 


I  —  2rcost  -+-  r* 


=  ©• 
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d'où 

/•aw  I — r cose -h  rsïntV^ — i 

/       : —  =  a». 

J  o  I  —  ?.r  cos  f  -h  r» 

Cette  équation  équivaut  aux  deux  suivantes  : 

/►air      1  —  rcost     r^        rsintdt  ' 

o      I— arcosf4-r»  ""    '*     Jo     i  — îrcosr+/* 

2";  F(2)  =  l(i  —  «)î  on  aura  F' (2)  =  — — ,  la  fonc- 

tion  et  sa  dérivée  seront  continues  pour  toute  valeur  du 
module  r  inférieure  à  Tunité.  On  a 

t  =  r(cos^  -H    V^ — I  ûnt)j 
et  en  posant 

I  —  »=:  f»(iBOSÔ-h  V/ — I  sinO), 
il  viendra 

pcosô  =   I   —  r  cosr,     psinô  =  —  rsinr, 
p  =:\/^i  — arcos/4-r»,     1  (i  —  «)  =  If -f- OV/— i, 

et  ces  diverses  équations  suffiront  à  prouver  que  la  fonc- 
tion F(z)  et  sa  dérivée  reprendront  la  même  valeur 
quand  t  passera  de  la  valeur  a  à  la  vale^r  a+  2it\  cette 
fonction  satisfera  donc  aux  conditions  énoncées:  on  aura 

F(o)=li  =    r'*'l(i— /v<V/^)rff  =  o, 

et,  en  changeant  t  en  —  *, 

P'  1  (,  «.  /YT-  ^  \/^)  dt  =  o. 

Si  Ton  ajoute  ces  deux  équations,  en  observant  que 
çt  i/'^i  4-  e—  <  V'—i  =.   1  cos t ,    les    imaginaires 
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raissent ,  et  il  vient 

I        l(i   —  7rcost  H-  r*)dt  =  o. 

Cette  formule  suppose,  comme  nous  Tavons  dit,  que  r 
est  plus  petit  que  i .  Si  r  est  plus  grand  que  i ,  Tintégrale  du 
premier  membre  est  égale  à  ^T^lr,  On  a ,  en  effet , 

I       l(i-arcos/-f-r»)rf/=  I      Ir^dt-h  f      l  f  i  —  cos^-F- j^^ 

Ot 

/•a»r  /' ai     /         a  ï\ 

I         lr«rff=4irlr,     i        1     i co5 r -4-;~  )  =  o , 

»/ o  %/  o         \         /•  '^z 

puiscpie    —  <  I',  donc 

3®.      F(z)  =  tf*'  =  a«/-cot  < -hV/^ar 8iD  t 

=r^&co««{cos(àsinr)4-  l/^^sin(6sin/)], 

en  posant  ar=b.  On  aura  ,  pour  toutes  les  valeur  finies 
de  r  ou  de  i , 

tf*«*'cos(6sin^)rfr=  nr, 
o  » 

ou 
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SECONDE  PARTIE. 

INTÉGRATION    DBS    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES. 

YINGT-DEUXIÈME  LEÇON. 

PrincipeB   généraux.  —  Équations    différentielles  du    proffiior  ordre. 
—  Intégration    immédiate. 


139.  On  nomme  équations  différentielles  celles  qui 
établissent  des  relations  entre  une  variable  indépen- 
dante a:,  des  fonctions  j^  et  z  de  cette  variable ,  et  les 
différentielles  de  ces  fonctions  oii  leurs  dérivées  des  di- 
vers ordres.  L'ordre  de  la  plus  haute  dérivée  qui  se  trouve 
comprise  dans  une  équation  différentielle ,  sert  à  fixer  ce 
qu'on  appelle  Tordre  de  cette  même  équation.  Une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre ,  entre  la  variable  x 
et  les  fonctions  y,  z^. .  .^  renferme  seulement  avec 
x^  y^  2, ...  9  les  dérivées  du  premier  ordre 

Cela  posé,  intégrer  des  équations  différentielles,   c'est 
trouver  les  fonctions  quelles  déterminent,  ou  du  moins 


334  CALCUL    INTÉGRAL. 

des  ëquations^nouvelles  qui  ne  renferment  que  la  yaria- 
ble  et  les  fonctions  doi^t  il  s'agit.  Ces  équations  nouvelles 
se  nomment  intégrales* 

Sous  la  dénomination  d'équation  différentielle  du 
premier  ordre  à  deux  variables ,  on  comprend  générale- 
ment toute  équation  de  la  forme 

/(.,  ..  %)  =  o. 

Késolue  par  rapport  à  la  fonction  dérivée  j'',  ou  -^,  cette 
équation  fournit  pour  cette  dérivée  une  ou  plusieurs  va- 
leurs de  la  forme  -~  =  f  (x,  y)  :  si  l'on  suppose  d'ailleurs 

^{^y  y)  =  —  -^y 

M  et  N  désignant  ^eux  fonctions  nouvelles  de  x  et  de  /, 
l'équation  ^  =  f  (jp,    y)»  multipliée  par  N ,  deviendra 

N^=  — M,      ou      Miir-^Nifr  =o. 
ilx 

140.  n  importe  d'aliord  de  se  feiire  une  idée  exacte  de  la 
signification  d'une  équation  différentielle  donnée,  de  k 
relation  qu'une  semblaUe  équation  établit  entre  les  va- 
riables. 

Ânalytiquement,  cette  équation  a  pour  effet  d'expri- 
mer le  coefficient  différentiel  ou  les  dérivées  en  fonction 
des  deux  variables ,  de  fournir  la  valeur  de  la  dérivée 
correspondant  à  des  valeurs  données  de  x  et  de  j^,  et  le 
problème  de  l'intégration  consiste  à  cbercber  une  fonc- 
tion Aqj  et  de  x  qui ,  différentiée  et  résolue  par  rapport 

à  -^,  reproduise  l'expression  donnée  t{x,y).  Considérée 
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géométriquement ,  Fëquation  différentielle  donne  la  tan- 
gente trigonométrique  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  x 
la  tangente  menée  k  un  point  quelconque  d'une  courbe 
inconnue.  Intégrer  c'est  construire  la  courbe  ou  la  déter- 
miner au  moins  par  son  équation.  Nous  prouverons  plus 
tard  analytiquement  et  rigoureusement  que  l'intégrale 
d'une  équation  quelconque  du  premier  ordre  à  deux  va- 
riables existe,  et' qu'on  peut  en  obtenir  des  valeurs  aussi 
approchées  que  Ton  voudra  *,  quelques  considérations 
géométriques  mettent  aussi  cette  existence  hors  de  doute. 
Prenons  l'équation  différentielle  sous  la  forme 

et  regardons  x  et  y  comme  deux  ordonnées  rectangu- 
laires, en  donnant  k  x  et  y  deux  valeurs  arbitraires  a 
et  b ,  c'est'-à-'dire  en  prenant  arbitrairement  un  premier 
point  M  dont  les  coordonnées  seront 

OP  =  x  =  fl,     MP  =  /  =  ^, 


on  aura 


puis  on  mènera  la  ligne  MT  qui  fasse  avec  l'axe  des  x 
un  angle  dont  la  tangente  soit  égale  à  f  (a ,  h)  -,  cette 
droite  MT  sera  une  première  tangente  à  la  courbe  cher- 
chée. Comme  une  courbe  et  la  tangente  coïncident  sensi- 
blement dans  les  environs  du  point  de  contact ,  on  pourra 
regarder  le  point  AiT,  situé  à  une  très-petite  distance  de  M 
sur  la  ligné  MT,  comme  appartenant  à  la  com^be,  de 
sorte  que  Ton  aura  les  coordonnées 

'  X  =  OP'  =  a',     ^  =  M'P'  =  by 

d'un  autre  de  ses  points  \  k  l'aide  de  ces  deux  coordomiées 
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et  de  1  équation  ~  =  i(x,j)y   on  déterminera  une  se- 
conde tangente ,  puis  un  troisième  point,  etc.  On  arrivera 
donc  de  cette  manière  à  un  polygone  qui ,  à  mesure 
qu'on  multipliera  ses  côtés,  di£férera  d'autant    moins 
d'une  courbe  déterminée  dont  l'équation  sera  Tint^rde 
de  l'équation  différentielle  proposée.  Mais  cette  oonstroc- 
tion  prouve  aussi  qu'une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  appartient  à  une  infinité  de  courbes,  puisqu'on 
peut  prendre  le  premier  point  où  l'on  voudra.  En  effet , 
suivant  la  position    arbitraire  que  l'on  attribuera  à  ce 
premier  point,  les  courbes  construites  seront  modifiées 
non-seulement  dans  leur  position ,  mais  même  en  géné- 
ral dans  leur  forme;  néanmoins  elles  auront  toutes  un 
caractère  commun  dont  la  nature  est  exprimée  par  l'é- 
quation différentielle  proposée.  Ainsi  cette  équation  dif 
férentielle  exprime  une  propriété  commune  à  une  infi- 
nité de  courbes  que  l'on  peut  concevoir  tracées  sur  un 
plan^  cette  propriété  détermine  Finclinaison  de  la  tan- 
gente dans  un  point  quelconque  en  fonction  des  coordon- 
nées de  ce  point,  et  donne  le  moyen  de  construire  la 
courbe  lorsque  l'on  connaît  un  de  ses  points.  On  peut 
remarquer  d'ailleurs  que  le  choix  de  l'une  quelconque  de 
ces  lignes  dépend  d'une  seule  quantité  arbitraire  ;  il  suf- 
fira, par  exemple ,  de  fixer  la  valeur  de^  correspondant 
à  j:  =  a. 

141.  On  peut,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  concevoir 
ce  que  doit  être  l'équation  primitive  ou  l'intégrale  de 
l'équation  différentielle  proposée.  Cette  intégrale,  si loa 
veut  qu'elle  ait  la  même  généralité  que  l'équation  difie- 
rentielle,  doit  convenir  à  l'une  quelconque  des  courbes 
que  l'on  peut  construire  à  l'aide  de  cette  équation.  Dès 
lors  il  faut,  i°  qu'elle  contienne  une  constante  arbitraire 
différente  des  constantes  qui  peuvent  se  trouver  dans  Té- 
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tpiation  diflërentieUe  proposée,  ou  dans  Texpression  ana- 
lytique de  la  propriété  commune  à  toutes  les  courbes. 
LHndëtennmation  de  la  constante  donnera  à  l'intégrale 
la  généralité  nécessaire  en  permettant  de  la  faire  coïnci- 
der avec  l'une  quelconque  des  courbes  en  question ,  et  de 
représenter  par  conséquent  le  système  entier  de  ces  cour- 
bes, u?  Il  faut  que  cette  équation  primitive  satisfasse  à 
réqaatiou  différentielle  proposée ,  c'estrà-dire  que  les  va- 

leurs  de  7"  et  de  —,  tirées  de  Téquation  primitive  et  de 

sa  différentielle,  substituées  dans  Téquation  donnée,  la 
rendent  identique;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  faut 
qu'en  éliminant  la  constante  arbitraire  entre  Téquation 
primitive  et  sa  différentielle,  on  retrouve  Téquation  pro- 
posée* 

De  œtte  possibilité  évidente  d'éliminer  une  constante 
quelconque  C  entre  une  équation  F  (jc,  y^  C)  =  o,  et  sa 
différentielle 

dx  -^  -T-djr  =  G, 
dx  rfr 

de  manière  à  arriver  à  une  équation 

entièrement  indépendante  de  cette  constante,  on  aurait 
pu  conclure,  à  priori,  et  sans  recourir  à  aucune  considé- 
ration géométrique,  qu'une  équation  différentielle  con* 
vient  i  une  infinité  d*équations  primitives  qui  ne  dif- 
férent les  unes  des  autres  que  par  les  valeurs  assignées  k 
une  certaine  constante,  et  que  par  conséquent  l'intégrale 
de  l'équation  primitive  d'une  équation  différentielle  don- 
née doit,  pour  avoir  toute  sa  généralité ,  renfermer  une 
constante  arbitraire  dont  on  puisse  disposer  a  volonté. 
T,  lî.  aa 
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Cela  posé ,  réqaauon  primitive  qui  contienl  une  cons- 
tante arbitraire  à  laquelle  on  n'a  pas  donné  de  valeujv 
particulières,  s'appelle  l'intégrale  générale  de  T^quation 
différentielle  pr<^>osée.  A  chaque  valeur  de  la  constante 
répond  une  intégrale  nouvelle  que  nous  nommerons  inté^ 
grale  particulière.  Mais    quelquefois  il    arrive  qu'une 
équation  primitive  vérifie  l'équation  différentielle  drai- 
née, sans  qu'on  puisse  la  déduire  de  l'intégrale  générale 
en  attribuant  à  la  constante  une  valeur  numérique  parti- 
culière, et  qu'elle  soit  telle  qu'on  ne  puisse  la  rattacher  à 
l'intégrale  g^érale  qu'en  détournant  la  constante  de  sa 
signification  numérique^  naturelle,  pour  lui  donner  une 
valeur  variable  ou  pour  la  remplacer  par  une  fonction 
de  X  et  de j'  ;  ces  équations  primitives  reçoivent  alors  le 
nom  d'intégrales  ou  de  solutions  singulières.  Nous  nous 
occuperons  d'abord  de  la  recherche  de  l'intégrale  générale 
en  faisant  connaître  les  principales  méthodes  à  l'aide  des- 
quelles on  y  parvient  dans  certains  cas. 
142.  Reprenons  l'équation 

^  VLdx  -4-  Nrfj  =r  o. 

Il  peut  arriver  que  l'on  reconnaisse  immédiali»KBt 
dans  le  premier  membre  la  différentielle  exacte  d'une 
certaine  fonction  m  =  F  (x,  y)^  de  telle  sorte  que  l'é- 
quation proposée  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

du  =  df{:,,  y)  =  o; 

dans  ce  cas  îl  est  évident  que  l'intégrale  générale  sera 

Il  =  /(x,  y)  =  C. 
Exemples  ; 

1  ".        Mdx  4-  Nflfj  =  xdy  -+-  ydx  =.  d[xy)  rr  o , 

l'intégrale  générale  est 

s:y  =  C; 
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l'intégrale  sera 

X  —J^fip^)  àxz=:C,     ou    j  =  p{x)dx\ 

V  intégrale  est 

Dans  réquaticm 

les  variables  sont  séparées,  et  Ton  voit  que,  dans  ce  cas, 
rint^ratîon  s'effectue  immédiatement. 

143.  Mais  l'expression  Md!r  +  ^cfy  peut  être  la  diffé- 
rentielle exacte  d'une  fonction  u  =^  F  (x,  y)  sans  qu'on 
reconnaisse  immédiatement  quelle  est  cette  fonction. 
L'intégration,  dans  ce  cas,  est  cependant  sûre  et  facile, 
parce  qiie  l'on  peut  toujours  déterminer  la  fonction  u-,  en 
effet,  on  ne  peut  avoir  identiquement 

du  du 

Mfltr-f-Nrfr  =  ^(^,  r)^-HA;(«,  y)dy=zdu  =  —dx  -f-  -^dy, 

sans  que  Ton  ait 

.       du    ^^  /  .du 

et  par  suite 

m  _  M^^_Z),  ==:  —  =  ^^^""'^"^ 
dy   '^        dy.  dx  dx       ' 

22. . 
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Or,  dès  c[ae  la  condition 

M_d^      ou     M^^x)^dx{x,x) 
djr       djc^  dy  dx 

sera  remplie,  on  calculera  facilement  la  fonction  u  en 
procédant  comme  il  suit.  Puisque  u  a  pour  dérivée ,  par 
rapport  à  jc ,  M  ou  9  (or,  y)^  on  devra  avoir 


«=  /'^(x,  x)dx  +  Y, 


Y  désignant  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  y.  On 
tire  de  cette  dernière  équation 

En  substituant  pour  — .'  ~  sa  valeur    ^y      ,  et  pour 
^  sa  valeur  x(JC)  J^),  on  aura 

ou  en  effectuant  Tintégration  indiquée 

x{^i  y)  =  xi^f  r)  —  a;(^o,  r)  -h  j^  , 

oy  ^  To 

t     et  par  conséquent  la  valeur  générale  de  u  étant 

«=  /   <p{x,  x)dx-h  f  xi^o,  r)-^^l 

rintégrale  générale  de  Téquation 

Udx  4.  Nify-  =  ^{x,  x)^^^  -+-  >;  (j^,    r)r(>'  =  o 
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sera 

OU 

en  désignant  par  la  notation  N^^  ce  que  devient  N  quand 
on  y  fait  a:  =  Xq.  Si  Ton  avait  fait  d'abord 

«  =  f^  z{^.  y)dx  -f.  X, 

on  aurait  trouvé  pour  l'intégrale  générale 

«/ J'o  J  Xo 

et  Von  prouvera  facilement  que  ces  deux  valeurs  différen- 
tiées  reproduisent  Téquation  difiérentielle  proposée.  On 
prouve  aussi,  à  Taide  du  simple  raisonnement,  que  dans 
le  cas  où  le  binôme  Mdb:  +  Hdj  est  une  différentielle 
exacte ,  l'intégrale  générale  de  Téquation 

Udx  -4-  ^dy  =  o 
est 

/Mr/x  H-  /  ^jdf  =   C,     ou     /N^j-  -h  /  U,dœ  =  C, 

en  désignant  par  N^  les  termes  de  N  qui  ne  renferment 
pas  ar,  et  par  M,  les  termes  de  M  qui  ne  renferment 
pas  j^.  En  effet,  tous  les  termes  de  u  qui  contenaient 'j: 
ont  donné,  par  la  différentiation,  des  termes  qui  sont  ve- 
nus faire  partie  de  Mrfx  j  on  les  retrouvera  donc  en  inté- 
grant /MdXj  et,  pour  compléter  u,  c'est4-dire  pour 
avoir  les  termes  de  u  qui  ne  renfermaient  que  y,  il  suffira 
d'intégrer  la  partie  de  JSdy  qui  ne  renferme  pas  x ,  ou 
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ce  que   nous  avons  désigné  par  la  nota-tion  N^  ffy.  Le 
même  raisonnement  s'appliquerait  à  Pexpression 

Pour  avoir  dans  tous  les  casN^,  il  faut  évidemment, 

de  N  qui  est  la  dérivée  totale  de  la  fonction  u  prise  par 

d 
rapporta jr,  mraneher  — /  Md[r,  ou  la  partie  de  cette 

dérivée  qui  provient  des  termes  f  Mdx  qui  renfermafeor 
X  ;  on  arrive  ainsi  à  la  formule  pounue 

Exemples  : 


o«  a 


d.r._    rf_-* 


dy       ~       di      ~{^-¥y*Y 

Nxorf/  =  -/     3^  =  -arctang^-harctong-;-, 
tt=:arclang lârctang — harctaûg—  ) -f-  arctang  -, 


ou ,  parce  que 


arctaûg f-   arctang  —  =  -, 

U  =  arc  taiiK h   C  ; 
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l^intégrale  cherchée  sera  par  conséquent 


arc  tang  -  =   C. 
Kn  employant  la  formule 

'  on  trouvera  simplement  pour  Tintégrale  cherchée 
/  Mrix  =  arc  taiu£  -  =  C 

r 

Toutes  les  fois  que  Véquation  différentieUe  proposée 
se  rëduit  à  Tune  des  formules 

(f>(x,  y)dx  -f-  x{y)àr  =  o, 
i^{x)dx  -h  x{^y  rMr  =  o, 

et  plus  généralement  toutes  les  fois  qu^elle  ne  renfermera 
pas  de  termes  en  x  seul,  ou  en^  seul,  son  intégrale  se  ré- 
duira à 


ou 


JVLdx  =r  /^(x,  y)dx  =  C, 

ou 

on  a 

rfM_flfN_2/  X'  -4-  !?ir' 


rfj        dx        x'        x^V^x»  -f-  j* 
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en  int^ant  par  parties,  on  trouve 


mais  en  posant 

et  en  substituant  x  k  Zj  on  trouvera  facilement  que  l'ex- 
pression  1  — ^-  est  égale  à 

d'ailleurs 

L'intégrale  générale  de  l'écfuation  proposée  sera  donc 
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Intégniion  |iv  suhititution.  --  Intéf^tion  par  le  moyen  d^un  &etenr. 


i44.  L'intégration  par  substitution  consiste  à  remplacer 
la  variable^  ou  x  par  une  nouvelle  variable  z  tellement 
choisie ,  que  l'on  obtienne,  entre  a:  et  z  ou  y  et  ^ ,  une 
ëqoation  dont  le  premier  membre  soit  une  différentielle 
immédiate,  ou  qu'on  puisse  facilement  intégrer  par  une 
autre  métliode. 

Exemples  : 

i^.  dy  -h  fi^dx   =  o, 

posons 


X       ^' 


d'où         • 

jr   z=  xZy     dy  =   xdz  -f-  zdv, 

et  en  substituant  pourj^  et  dy  leurs  valeurs, 

cette  équation  se  décompose  en  deux  autres, 
dz  dx 


zW{^) 


=  o,       x[z  -f-/"(z)l  =  o, 
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^t  par  conséquent  on  la  vérifie,  soit  en  posant 


J  z-\-f[z) 


soit  en  attribuant  à  z  Tune  des  valeurs 

z  =  a,,    z  =«„   2  =  3,.., 

^19  -^t)  ^sv  désignant  les  diverses  racines  de  Téquatioo 

z  -+-  /(z)  =  o. 
Si  Ton  remet-  au  lieu  de  z,  on  trouvera,  pour  les  inté— 
grales  de  Téquation  proposée, 


r-*-j:/i 


(i) 


La  première  de  ces  équations  est  l'intégrale  générale  de 
Téquatiou  donnée.  Quant  aux  valeurs  de  y  données  par 
les  autres  équations  ,  elles  seront;  ou  des  intégrales  par- 
ticulières ,  ou  des  intégrales  singulières. 


a", 
ou 

et  posant 
on  trouve 


xydy  4-  y^dx  _  df{y'\ 
x^X*  -f-  a*      ~"     fl*      ' 


*r  =  ««> 


d(xjr)   =r   adZy      x   =  —  , 


et  par  suite 

nrdz     ^dfjy)  Vdfjy)  adz      j  _^ 
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«quatioii  que  Ton  vérifie,  soit  en  posaut  j^  =  o,  soil  en 
posant 

3«.  l^ydx =  €iydyy 

X 
OU 

y{hdx'-'adx)z=i—^^     Xd(^^ax)^-^\ 

en  posant 

bx  —  ay  =  az^ 

Téquation  qui  précède  devient 

a}dx 
bxdz  — -  azdz  =  ; 

faisons  encore 

tf  '  ds 

s 

il  viendra 

,     ,  ,  fds       dx\  ,  d.xs 

bxdz  =  a^i 1 ]  =z  a^  , 

\  J  X  J  xs 

ou  enfin ,  en  posant 

V       bdz  ,  dif 

SX  =::  p.      X  =  -, «^  —  =   O. 

S  S  c»* 

Puisque  5  est  exprimée  en  foncticm  de  ^  par  Téquation 

éï»  de 

les  variables  z   el  v  peuvent  être  censées  séparées  dans, 
cette  dernière  équation  qui  est  par  conséquent  intégrable. 
n  est  du  reste  impossible  de  donner  des  règles  géné- 
rales relatives  à  cette  substitution.  Quelquefois  on  laisse 
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indéterminëes  quelques-unes  des  nouveDes  variables  in- 
troduites ,  se  réservant,  dans  le  cours  des  opérations  ,  de 
leur  donner  des  valeurs  particulières  qui  facilitent  la  sé- 
paration des  variables  ou  qui  simplifient  les  équations  en 
faisant  évanouir  un  ou  plusieurs  termes. 
Exemple  : 

posons  y  =  zt,  en  substituant  on  aura 

zde  -f-  tdz  -H  ztf{x)dx  =  f{x)dx: 

nous  pouvons  disposer  de  z  et  de  f  de  telle  sorte  que 
Ton  ait 

tdz  -h  uY{x)dx  =  o,     ou     —  -H  ¥(x)dx  =  o. 


L'équation  qui  précède  se  réduit  alors  à 

zdt 
De  Téquation 


zdt  =  /(x)  dxy     ou     dt  =  <^  dx. 


dz 

h  F{x)dx  =  o, 

on  tire 

en  substituant  on  aura 

dt  =  eJ^^')^  f{^)dx,     t  =  C  -^  fef^^'^^f(x)dx, 
et  Tintégralc  cherchée  sera 

y  =  e-/FW^[c  4-  feS^i^)'^f(x)dx\ 

145.  Lorsque,  pour  convertir  le  premier  membre  de 
]  équation  M/fe  +  N^  =  o  en  une  différentielle  exacte, 
il  suffit  de  le  muhiplier  par  tui  facteur  connu  i^,   ou,  en 
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dl^ autres  termes,  lorsqu'on  a  identiquement 
Véquation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 


-  c/tt  =  o, 


et  Ton  y  satisfait,  soit  en  prenant  Ja  =  o,  u=^  C,  soit 
en  prenant  -  =o.  I/équation  m  =  C  est  Tintégrale  géné- 
rale, et  les  valeurs  de  y  en  x,  tirées  de  l'équation  -  =  o, 

seront  des  intégrales  particulières  ou  singulières. 
exemple  : 

i<>.  xdx  —  fdx  =  o, 


on  a 


U  suffit  de  multiplier  l'équation  proposée  par  —  pour 

rendre  son  premier  membre  une  di£férentielle  exacte^ 
on  y  satisfera  donc  en  posant ,  i°  u  =^  \jr  —   Ix  =C^ 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  -  =:  Cy   y  =  Cxy  et  cette 

dernière  équation  sera  l'intégrale  générale  cherchée; 
Qk^ea  faisant jr  =  o:  mais  cette  dernière  valeur  ne  sera 
qu'une  intégrale  particulière ,  car  elle  se  déduit  de  l'in- 
tégrale générale  lorsqu'on  y  fait  C  =  o. 

7?.  dy  y/x  —  dx  \/x  =  o, 

ona 

{d3Vx-d.\'^y)=-%-_-^.  =  du. 


^  ....        ..,..,,_  ^. 
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L'intégrale  générale  sera 

a  =  2(/î  — x3)  =  C,     ou     /  =(C-f- »/x)*; 
la  valeur  y  =  o»  que  Ton  obtient  en  égalant  à  o  le  Cacteur 
-  =  V/xV^,  sera  une  intégrale  singulière  parce  qu'elle 
ne  peut  pasi  se  déduire  de  l'intégrale  générale. 
3**.  dy  —   y\  ydx  =z  o. 

Le  facteur  propre  à  rendre  intégrable  est — -. — ,   et  Té- 

quation  se  décompose  en  deux  autres. 

dx         .        àAy        ^ 

dxz=z  -—— 1^ d[r  =  o,       et       jr  1  j-   =r  o. 


y^x  ^X 

I^'intégrale  générale  est 

\\y  =  X  -H  C,     ou      lj>:=  Ce*, 

les  valeurs  j^  =o,  j^  =  i,  déduites  de  réquationyl^=o, 
sont  des  intégrales  particulières. 

4».  EnHn,     <^{x)  xi{y)dx  -h  (p,{x)  xly)dy  =  o; 

le  facteur  — >-v — 7— r  sépare  les  variables  et  rend  înté- 
grable.  L'intégrale  générale  est 

J  ^iW        J  x[x) 

les  valeurs  J  =71,71  =rt»  etc.,  j^,  7,,  7,,...,  étant  les 
diverses  racines  de  l'équation  -^  (7)  =  00,  seront  des  in- 
tégrales particulières  ou  singulières. 

146.  Quand  on  aura  trouvé  un  premier  facteur  %f  qui 
rend  intégrable  le  premier  membre  de  l'équation  diffé- 
rentielle M.dx  -I-  Nrf^  ==  o,  de  sorte  qu'on  ait  identi- 
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quement 

v{Mdx  -+-  Nû[r)  =  du, 

on  en  pourra  déduire  une  infinité  d'autres  qui  seront 
tous  de   la    forme  ^<f(u)^  f  désignant  une  fonction  arbi- 
traire cpielconque.  En  effet,  pour  qu'un  second  facteur  V    ' 
jouisse  de  la  même  propriété  que  j',  il  est  nécessaire  et  il 
salfit  que  le  produit 

Y(^dx  -h  N/Zr)  =  -du 

soit  encore  une  différentielle  exacte  dV]  or,  i*  cette  con- 
dition sera  remplie  si  Ton  pose 

V 

7  =  ^(«)i    V  =  9^{u), 
puisque  alors  on  vérifiera  Téquation 

\(}idx  4-  Nrfr)  =  ^du  =  0{u)du  =  dV, 

en  prenant 

V  =  f4>(n)dii. 

1?.  Réciproquement  si  le  nouveau  facteur  V  rend  le  bi- 
nôme "M-dx  -h  Nrf^  intégrable,  il  sera  de  la  forme  ^^(ii)j 
car  si  Ton  a 

\{Udx  -H.Nr/r)  =  ~du  =  d{}y 

on  aura,  en  remarquant  que  U,  qui  est  une  fonction  de  x 
et  de  j^,  devra  être  considéré  comme  une  fonction  de  x  et 
de  u,  que  Ton  peut  substituer  à  y, 

V  ^  dV  _,         dU  ^ 

—  du  =  ---  dlr  -h  -r-du. 
if  dx  du 

Or  cette  dernière  équation  se  partage  ep   deux   autres, 


3?  a 
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Tune 

, 

l'aatre 

dXJ 

et  Ton  tire  de  cette  dernière 

u  =  .K«),   ^  =  4'(«).   V  =  p4'W  =  «'K«). 

H  est  ordinairement  très-difficile  de  découvrir  le  fac- 
teur propre  à  rendre  intégrable  Texpression  Mâx+Hdy^ 
toutefois,  pour  établir  inexistence  d'un  semblable  facteur , 
il  suffit  d'admettre  qu'il  existe  pour  l'équation 

Mdlr  -h  J^dx  =  o, 

une  intégrale  générale  de  la  forme 

Admettons  en  effet  cette  intégrale,  on  en  tirera  C  =  u, 
u  désignant  une  fonction  des  seules  quantités  x^jr^  puis, 
en  diffi£rentiant,  on  trouvera 

du  ,  du  , 

-dx   +  ^djr  =   o. 

n  en  résulte  que  la  valeur  de  ~  est  donnée  à  la  fois  par 
les  deux  équations  du  premier  degré 

^.dr-  du      dudr 

et  si  l'on  élimine  -/-  entre  ces  deux  équations ,    on  eu 
.  dx  * 
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tirera 

du       cla 
dw dx 

Or  cette  dernière  équation  ne  pourra  être  qu'une  équa- 
tion identique  et  non  pas  une  équation  qui  détermine  y 
en  fonction  de  x  et  d'où  l'on  puisse  tirer  y  =  y  {x)  ;  en 
effet  elle  doit  être  vérifiée ,  ainsi  que  les  deux  équations 

da  du 

Mdlr  -h  N  rfy  =  0,     -—  </x  -h-  -r-  rfr  =  o, 
dx  dy  ^         . 

fovLT y=  f  (x^  C),  et  l'on  devrait  avoir,  quelque  soit  C, 

^{x)  =  /{x,  C), 

du 

ce  qui  est  absurde.  Donc  si  l'on  pose  --   =   i^,  ou  aura 

M 

identiquement 

du 

dy  _  du        ^      au 

v[VLdx-^'^dx)=z  —  dx  -|-  —dyrrzda^ 

et  par  conséquent  il  existe  un  facteur  v  qui ,  multiplié 
par  l'expression  ^\dx  +  N^  =  o,  transforme  cc^te  ex- 
pression en  ime  différentielle  exacte. 

M.  Paul  Binet  démontre  rigoureusement  cette  propo- 
sition en  procédant  comme  il  suit. 

Puisque  la  valeur  j  =  /  (or,  C)  vérifie  Péquation 

(p(:r,  y)dx  -f-  x^[x,  y)dy  =  o, 

on  aura  îdeutiquemeut 

(p{x,  f)dx  -h  X  (*,  f)df  =  o, 
T.  II.  :,3 
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en  représentant,  pour  abréger,  la  fonction  /(x,  C) 
par/. 

Si  dans  cette  fonction  on  remplace  la  constante  C  par 
une  valeur  variable  ou  fonction  de  x  etdej,  Féquation 
qui  précède  ne  sera  plus  vérifiée,  mais  on  aura  identi- 
quement 

D'ailleurs  \s^  première  partie 

^(x,/)rfr-h;t(*,  /)^^ 

du  second  membre  de  cette  dernière  équation  est  nulle 
parce  que  c'est  le  résultat  de  la  substitution  de  la  valeur 
y  =2  f(Xj  C)  dans  Téquation 

^(x,  x)^  +  zi^y  y)dy  =  o; 

quand  on  y  considère  C  comme  constant,  on  aura  donc 
identiquement,  et  quel  que  soit  C, 

^(x,  f)dx  +  k(x,  /)#=  x,{^,f)  ^£dC. 

Donnons  à  C,  dans  cette  équation,  sa  valeur  m=F(j:,^), 
déduite  de  Téquation  y  =  f(Xj  C)^  et  remarquons  que 

l'expression  fQx:^  u)  est  identiquement  égale  ày,  puisque 
si ,  après  avoir  tiré  de  Téquation  y  =  f(x,  C)la  valeur 
u  de  C ,  on  Ty  substitue  ensuite ,  l'équation  résultante 

y  :=  f  (x^  u)  doit  être  identique,  de  telle  sorte  que  le 
second  membre ,  comme  le  premier,  se  réduise  ky^  on 
trouvera  ainsi 

^{^,  r)ds  +  Aj(«,  r)dr  =  xi^,  r)  f  </«  =  xi^,  y'  '■^~'''' 
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et  par 'Suite 


^<-.^)'^-^j 


[p(x,.jr)djc+  ;^;(x,  x)'fy]=idu. 


-^^ Mx,x)d^  +  x{*.r)dx]  =  ^(u)dm  =  rfU. 


Donc  le  facteur  i/  =  3^7 r ,  ou  plus  générale- 

ment  le  facteur  V  =  >^(«),  jouit  de  la  propriété  de  trans- 
former l'expression  différentielle  Mdx  +  Nrf^  en  une 
différentielle  exacte. 

147.  Le  facteur  t^ ,  en  vertu  même  de  sa  définition  > 
doit  être  tel  que  Texpression  i-'ÇMdx  +  Nrf^)  devienne 
une  diflFérentiellc  exacte,  et  vérifie  par  conséquent  l'é- 
quation 

dX    '^    dx   ' 
d'où  Ton  tire^  en  développant , 

M— — N—      f—^—\ç^ 
dy  dx       \dy        dx  ) 

Cette  dernière  équation ,  qui  renferme  les  deux  dérivées 
partielles  du  facteur  i^,  est  presque  toujours  plus  difficile  à 
intégrer  que  Téquation  proposée  elle-même,  de  sorte 
qu'elle  ne  peut  conduire  à  la  connaissance  de  ce  facteur 
que  dans  quelques  cas  particuliers.  Supposons,  par  exem- 
ple ,  que  dans  cette  équation  mise  sous  la  forme 

le  second  membre  soit  une  fouctioïi  X  de  op  seul ,  il  en 

a3.. 


devra  être  ainsi  du  premier^  Or  c'est  ce  qui  aura  lieu  si, 
après  avoir  supposé  le  facteur  (^  fonction  de  x  seul,  on  pose? 

tel  est  donc,  dans  ce  cas,  le  facteur  qui  rendra  Pexpreis-' 
sion  Mrfo:  +  '^dy  une  différentielle  exacte  *,  on  trouve-» 

rait  de  même  pour  v  la  valeur  eJ        ,  si  TexpressiDn 


M  \dx 


était  une  fonction  Y  de  y  seul. 

Quelquefois  aussi  l'on  parvient  à  déterminer  le  fac- 
teur V  en  partageant  l'expression  Mcte  +  Nrf^  en  deux 
autres  (M,<f,r  +  ^xdj)  -|-  (M,ûù:  +  Nj/3?^),  tellement 
'choisies,  que  l'on  puisse  connaître  immédiatement  deux 
facteurs  i^i  et  P'»  propres  à  les  rendre  des  différentielles 
exactes  en  vérifiant  les  équations 

P,  (  M.dlr  -h  N.rfr)  =  rf«i ,     i'a  (M^^Zr  -h-  N.rfr)  =  ûÎ«,  j 

jalors  en  effet  les  facteurs 

rendront  encore  ces  expressions  intégrables ,  et  il  suffira 
évidemment  de  choisîTles  fonctions  ipi (i/,),  fi  (m»)  de 
telle  sorte  que  Fon  ait 

pour  obtenir  le  facteur  v  propre  à  rendre  l'expression 
proposée  Mrir+N^  une  différentielle  exacte. 

Exemple  : 

,Mydx  -h  bxdy   -t-  .r*/"  (Jif^^  +  Aj:<3?7)  =  o  ; 
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faisons 

M^dx  -h  NadT/  =  a-y{Ar^  -h  Axdx) , 

OR  pourra  prendre 

_    I  I 

on  trouve  en  efiet  alors 

et  les  expressions 

deviendront  égales  si,  après  avoir  posé 

on  a 

am  —  1  =  W  —  m  —  1 ,     6«  —  i  =:  C^  —  //  —  i , 
d^où 

nh  —  mA        ^ an  —  ntb 

et 


nh  —  hn 


y 


.=  -L(^y»)  -^-'fr 
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448.  Appliquons  les  principes  précédents  à  Téquatioii 
linéaire  et  à  Féquation  homogène  du  premier  ordre. 

L'équation  di^érentielle  linéaire  du  premier  or- 
dre est  celle  dans  laquelle  la  variable  dépendante  jr^ 
et  sa  dérivée  j^'  ne  sont  ni  multipliées  Tune  par  l'autre , 
ni  élevées  à  des  puissances  supérieures  i  la  première;  ou 
celle  qui  a  pour  premier  membre  ime  fonction  linéaire 

des  quantités  y  ety  =  -^.  La  forme  la  plus  générale 

de  cette  équation  est 

r'(^{x)  H-  7  ^[x)  Sr  (^{x)  =  o, 
ou 

tp(x)dy  +  \jx{x)  -f.  •^(x)\dx=  o. 

Si  Ton  pose 

elle  deviendra 

^y  -+-  jr^{x)dx  =  f[x)dx. 

Nous  l'avons  déjà  intégrée  sous  cette  forme ,  en  posant 
y  =  zt.  On  y  parvient  plus  simplement  peut-être  en  sup- 
posant d'abord  que  l'on  ait  /  (x)  =  o;  l'équation  réduite 
alors  à  dy  +yF(x)dx=o^  se  décompose  en  deux  auU-es- 

—  -h  F{x)dx  =  o,  y  =  o, 

et  a  pour  intégrale  générale 

\X  +  f¥{x)dx  =  C, 

y  =  o  est  une  intégrale  particulière  que  Ton   obtient  en 
posant  C  =  o. 

Faisons   C   =    i    et  désignons    par   yt    l'expression 

^»~~  J     ^"^^     ^    l'intégrale  générale    sera    alors  y  =  fyt. 
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Pour  revenir  au  cas  où  f(x)  u'est  pas  nul,  remplaçons 
la  constante  C  par  une  nouvelle  yariablfe  z  .que  Ton 
choisira  de  telle  soirte  que  la  valeur 

▼ërifie  Féquation  donnée 

Or  si  dans  cette  équation  on  substitue  pour  y  la  valeur 
^1,  et  si  Ton  remarque  que 

dfx  -h  Xx  V{x)dx  =  o, 
puisque  j-j  est  une  intégrale  particulière  de  TéqualitMa 

dx  -h  fF{x)dJ:  =  o, 
on  trouvera 

j,<&  =  /{x)dxy 
d'où 

dz  ="-2-^ dxz^e*^     ^  ^    f\x)dxy 

fx 

et  par  suite 

rintëgralfr  générale  de  l'équation  linéaire  est  dono 

conunenous  l'avions  déjà  vu,  ou  simplement 
Exemples  :  Les  équations  dijSTérentielles 

4r  —  yd^ = ^^-^j   ^  "^"  y^  =  ^^^ 

ont  respectivement  pour  intégrales  générales 
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On  pourra  intégrer  cette  même  équation  linéaire  en  dé- 
terminant le  facteur  qui  rende  les  deux  memluresdes  dif-< 
férentielles  exactes.  9i  Ton  considère  d^abord  Téquatiou 

^r  •+•   yT(si)iij:  =  o, 

comme  on  la  rend  intégrable  à  l'aide  du  facteur  i/  =  ~  . 

X 
qui  renferme  la  seule  variable  jr^  on  trouve  alors 

En  conséquence,  les  divers  facteurs  propres  à  rendre  le- 
premier  membre  de  Téquation  dy  -^  y  F(x)dx  =  o 
une  différentieDe  exacte,  seront  de  la  forme 

ç(p{u)  =  -«>[lj  +  fF{x)dx]. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  parmi  ces  facteurs,  il  en 
existe  un  qui  renferme  la  seule  variable  x;  savoir,  celui; 
que  Ton  obtient  en  posant 

et  qui  se  réduit  k  eJ  ^^^^    .Ce  facteur,  indépendant  dey,   - 
rend  aussi  intégrable  Téquation  linéaire  complète 

4r  -h  r  F(x)dx  z=zf{x)djp. 

En  effet,  si  Ton  multiplie  ses  deux  membres  par  e^  F{x)dx^ 
on  trouvera 


ou 
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Exctnples  : 

!•  dy  -^  ydx  =  aa^dxy 

n  étant  un  nombre  entier: 

en  faisant  C  =  o,  on  aurait  une  intégrale  particulière  al- 
gébrique. 

II.    {r  ^x*)dy  '\-xydxz=zadx\     ^  ==  tfjr-+- Cl/l^^x». 

Li^éqnation 

se    ramène   imméiiatement  à  une  équation  linéaire  »  il 
suffit  pour  cela  de  poser 


I 

?  =  *' 

on  obtient  en  eflet  de  cette  manière 

—  ndy  _  ^       î^  ==  _  î^ 

h  F(x)iijr  =  -ii , 

nz  ^  '  z 

dz  —  nY{x)zdx  =  —  nf(x)d.v, 

149.  L'équation  différentielle  du  premier  ordre 
Mdx  -f-  T^df  =  o 

est  homogène  lorsque  les  fonctions  des   variables  jr,  j-^ 
représentées  par  M  et  N ,  sont  homogènes  et  du  même 
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degré,  en  sorte  qu'on  ait 

dans  cette  hypothèse ,  Téquation  devient 

et  il  suffit  de  la  diviser  par  le  produit  x^x  (  )  P^'"*  1*  ■^"' 
mener  à  la  formule 

dX-h/(^Ç)ds  =  o, 

que  nous  avons  intégrée  à  Taide  delà  substitution jr=xc. 
On  peut ,  au  reste,  appliquer  directement  cette  substitu- 
tion à  Téquation 

qui  se  décompose  alors  en  deux,  autres ,  savoir , 


X 


■^,lfS^  =  »'     x^.[^(.)H-,^W]  =  o: 


de  ces  deux  dernières,  Tune  s'intègre  immédiatement,  et 
fournit  rintégrale  générale 

U+    /•    ,fi!^'^M  =  C>     ou    U+rJ5^  =  C; 

J  q>[z)-hzx[z)  ^  Mx-hNj     . 

de  l'autre  on  déduit  des  intégrales  particulières  ou  des 
intégrales  singulières  de  la  forme  -k  =  m  ou  y  =;  mx^ 
m  étant  une  racine  de  l'équation 
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Eaccrrtple  :  Su(qp06ons  que  M  et  N  se  réduisent  à  des 
fonctions  bomogènes  du  premier  degrés  en  sorte  qu'on 
ait 

M  =  Aa:  4-  Br,     N  =  Cr  -h  Dr- 
Li^équation  différentielle  sera 

(Ax  -h  By)dx  -h  {Cx  -h  Dr)  =  o. 
Si  Voxk  fait  y  =  xzy  elle  deviendra 

a:»  J  [A  -f-  (B  -h  C)*  -h  Dz»]^4-  (C  4-  D»)«fej  =  o; 

et  se  partagera  en  deux  autres, 

dx  (C  -h  D^)^g      -  =  a 

x»[A  -4-(B-f-G)«-f-D«»]  =  o. 
Soient  maintenant 


«=^[-B-c^  ï/(b+c)«--4ad1, 
^  =  ^^ [ -  B  ~ c -- v^CT+cî^^^Iad], 

les  deux  racines  de  Técpation 

A  -h  (B  +  C)?  -h  Dz*  =r  o, 

1     r        .  C  H-  D» 

et  concevons  que  la  fraction   ^^/g^^w^^Dg''  ^^^^^ 

décomposée  en  fractions  simples  ,  on  trouve 
A-4-(B-f-C)s-hD2;»~"  «  — «       «  —  6' 
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les  quantités  m  et  n  seront  déterminées  par  les  ibnnules 

m  •+-  n  m  ly     mD  +  ifii=  —  -, 

dont  la  seconde  peut  être  remplacée  par  Pune  des  sui-^ 

vantes  : 

C— B 

m  —  «  =  — 7 ^  — > 

V/(B  +  C)'  —  4AD 

BC  — AD 

(B-hC)»  — 4AD 

L'équation 

dx  (C  4-  Dz)4iz         _ 

X  "^A-h(B-+-C>-hDï*""^ 

sera  réduite  à 

dx        mdz  ndz 

—  H 1 j  =  o, 

X       z  —  a      z  —  0 

et  aura  pour  intégrale  générale 

I  j?-f-i»l(«  — fl)  -f-/il(a— .  b)=  C, 
ou 

x{z^a)r{z^bY  =  €; 

en  remettant  pour  z  sa  valeur -,  puis  ayant  égard  a  Té- 

quation  m  +  /i  =  i ,  on  obtiendra  l'intégrale  générale 
sous  la  forme  très-simple 

(y  —  ax)r  (x  —  ^^y  =  C. 
De  plus,  on  tirera  deTéquation 

X»  [ A  +  (B  -h  C)  z  -h  D2»  ]  =  o 

z  =  a,  -2  =  &,  ou,  ce  qui  revient  au  çiéme,  jr  =  flx, 
j^  =  tx.  Ces  deux  valeurs  seront  évidemment  des  inté- 
grs^es  particulières,  à  moins  que  Tune  des  constantes 
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TO,  n  s^évanouisse.  Dans  ce  dernier  cas,  la  formule 

_       BC—  AD 
'"'*— (Bh-C)»-.4AD 

donnerait  BC  —  AD  =  o,  et  Ton  en  conclurait 
A      B  _  ^ 

h  désignant  une  nouvelle  constante.  Par  suite,  Féquation 
proposée  deviendrait 

(O  -h  Dr)(rf7  -f-  Adx)  =  o, 

et  se  décomposerait  en  deux  autres ,  savoir , 

djr  H-  ^da:  =:  o,     Gr  -+-  Dr  =  o. 

On  trouverait  alors  pour  l'intégrale  générale 

'  ^  4-  ^x  =  C, 

C 

el  la  valeurj^  =  —  -x  serait  une   intégrale  singulière  , 

à  moins  que  l'on  n'eût  identiquement 

D 

130.  Si  l'on  prenait  pour  M  et  N  deux  fonctions  linéaires 
quelconques  des  variables  x,  y^  telles  que 

A.r  -h  Bj  4-  K, 
et 

Gr  -h  D/  -h  F, 

l'équation  diiTérçutielle  serait 

(Aj:  4-  B/  -H  E)i/x  -h  (O  -h  Dr  -H  P)^(r  =  o, 
qui  sera  ramenée  à  la  forme 

(AÇ  -h  Bi,)r/{  +  (C?  -h  'Ùn)dfi  —   o, 


m  —  «  =  ■ 
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les  quantités  m  et  n  seront  déterminées  par  les  (brmules 

C 
m  +  ix=i,     iifD  +  ifa  =  —  -, 

dont  la  seconde  peut  être  remplacée  par  Pune  des  sui- 
vantes : 

C  —  B 

V(B4-C)»~4AD' 

L'équation 

dlr  (C  4-  T>t)€iz  _ 

T"^A-4-(B-+-C)2-f-D«*""^ 

sera  réduite  à 

dx        mdz  iidz 

—  H 1 r  =  o, 

X       %  —  a      z  —  h 

et  aura  pour  intégrale  générale 
ou 

en  remettant  pour  r sa  valeur-,  puis  ayant  égard  a  Té- 

quation  m  +  »  =  i ,  on  obtiendra  l'intégrale  générale 
sous  la  forme  très-simple 

(  r  -  axY  (r  -  *-^)"  =  C. 
De  plus,  on  tirera  deTéquation 

or»  [  A  -h  (B  +  C)  z  -h  Dz»  ]  =  o 

z  =  a,  -2  =  J,  ou,  ce  qui  revient  au  ^ème,  y  =  flx, 
y  =  bx.  Ces  deux  valeurs  seront  évidemment  des  inté- 
grs^es  particulières,  à  moins  que  Tune  des  constantes 
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m,  n  s'évanotiisse.  Dans  ce  dernier  cas,  la  formule 
_        BC—  AD 

donnerait  BC  —  AD  =  o,  et  Ton  en  conclurait 
A_B  _  ^ 

h  désignant  une  nouvelle  constante.  Par  suite,  Tëquation 
proposée  deviendrait 

(O  H-  I>x)(dx  -h  Â'dx)  =  o, 

et  se  décomposerait  en  deux  autres,  savoir, 

tfy  -4-  kdx  =  0,     Gr  -h  Dr  =  o. 

On  trouverait  alors  pour  l'intégrale  géi^érale 

'  ^   4-  ^jc  =  C, 

C 
^t  la  valeur j^  =  —  -x  serait  une  ,  intégrale  singulière , 

à  moins  que  Ton  n'eût  identiquement 

D 

130.  Si  Ton  prenait  pour  M  et  N  deux  fonctions  linéaires 
quelconques  des  variables  a:,  j^  telles  que 

Aa:  -+-  Bj  -f-  E , 
et 

Cr  -+.  Dr  H-  F, 

Véquation  diiTérçntielle  serait 

(Aj:  -+-  B/  -f.  E)/ir  H-  (O  -h  D/  -h  V)ffy  ='  o, 
qui  sera  ramenée  à  la  forme 

(AÇ  4-  B^)rli  H-  (C?  -h  D^'^^  =■  «* 
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si  Ton  pose 

*     =     {-+-«,         X     ==     f     -^     ^9 

£,  n  désignant  deux  nouvelles  variables,  et  a,  S  deux 
constantes  déterminées  par  les  équations 

A*  -f-  BC  H-  E  =  o, 
Cm   -f-  D;  -h  F  =  o. 

Or  il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à  ces  deux  dernières 
équations  par  des  valeurs  finies  des  constantes  a,  6,  àmoîns 
que  les  quantités  A ,  B,  G ,  D  ne  remplissent  la  condition 

A        B 

-  -=2  j-zzii  k.  Dans  ce  cas  particulier,  Téquation  proposée 

se  réduirait  à 

(Ci:  -+-  Dr)(W:r  -4-  U^)  -+-  Edx  -h  Fdy  =  o, 

et  il  suffirait  de  substituer  z  à  Cx  +  Vfy  pour  obtenir  la 
transformée 

[(D  — X-C)«-4-DE  — CF]d:r-+-(itjH-F)rf«  =  o, 

dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables ,  en  divisant 
le  premier  membre  par  le  polynôme 

(D  —  /C)«  -H  DE  —  CF. 

La  même  substitution  permet  d'opérer  la  séparation  des 
variables  dans  toute  équation  de  la  forme 

Exemptes  : 

!•  xdx  -hydy  =  mydx^ 

»*•  /»  ^  2,     ou     m  =  û  -h  -  : 
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a». 


m 

=  a  : 

1(^- 

r)  = 

:rC  — 

«<a, 

oa 

m=3 

!àeo0fle 

3*- 

^^ _  r  sin« 

II.  xdx -^  fdjr  z:^  xdy -- x^' 


l  \/x*  +7»  =  C  4-  arc  tang*^< 


X 


m.   jr/fy  —  ydx  =:  d:»\/a:*  +  jS     a?*  =  C»  -4-  nCy- 
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Intégration  par  diflérentlation,  ou  par  la  subAtUution  de  la  dérîYée  y  à 
la  fonction  inconna«  r> 


15i .  Lorsqu^uue  équation  différentielledu  premier  ordre 
est  résolue  par  rapport  ky^  et  se  présente  sous  la  forme 

r  =  F(x,  y), 

alors ,  pour  intégrer  en  substituant  à  la  fonction  inconnue 
jr  sa  dérivée  jr\  il  suffit  de  diiTérentier  cette  même  équa- 
tion. En  opérant  ainsi  Ton  trouvera 

ou 

[D,F(x,  y)  -  y]dx-i^D^,F{x,y)df^  =  o. 

Cela  posé ,  si  par  une  méthode  quelconque  on  parvient  k 
découvrir  Tintégrale  générale  et  les  intégrales  singulières 
de  cette  dernière  équation  ,  il  ne  restera  plus  qu'à  élimi- 
ner j'  entre  ces  intégrales  et  Téquation  donnée 

pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  celle-ci  et  ses  inté- 
grales singulières. 

452.  Parmi  les  différentes  formes  que  Ton  peut  attribuer 
à  la  fonction  F  (x^  j'),  il  importe  de  distinguer  relies  qui 
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rendent  l'ëquation 

linéaire  et  homogène.  Or,  pour  que  cette  équation  de- 
vienne linéaire  relativement  k  l'incoimuey'  pt  à  sa  diflFé- 
rentielle  djr\  il  sera  d'abord  nécessaire  que  le  coefficient 
de  djr\  savoir,  D^/F(j:,  y'),  se  réduise  à  ime  fonction 
fipc)  de  la  seule  variable  x\  en  d'autres  termes,  il  fau- 
dra que  Ton  ^ît 

D^  F  (*,  /)=/(*),     ou     ^J^ylldy'^f{x)dy'. 

Si  Ton  intègre  par  rapport  k  y*  les  deux  membres.de 
eette  équation,  en  effectuant  l'intégration  à  partir  de 
y'  ==  G,  et  désignant  par  F  (a:)  la  valeur  de  F  (ir,  y')  cor- 
respondante à  une  valeur  nulle  dey',  on  trouvera 

F(*,/).-FW  =/'/(*).      . 
et  par  suite 

F(*,  /)=F(x)  +  r'/W-       . 

Lorsqu'on  adopte  cette  valeur  générale  de  F  (a:,  y')^  la 
formule 

se  réduit  effectivement  à  une  équation  différentielle  li- 
néaire*, mais  on  doit  observer  que,  dans  cette  hypothèse, 
l'équation  proposée,  se  trouvant  ramenée  à  la  suivante 

y  =  F(x)  -h  r'/W, 
ou 

ydx  =.  F(x>ite  -h  f{x)dy, 

devient  elle-même  lihéaire ,  et  que  par  conséquent  la 
substitution  de  la  dérivée  y'  khi  variable  y  est  inutile. 
Si  l'on  voidait  que  l'équation 
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au  lieu  d'être  linéaire  par  rapport  à  y  et  dy\  fôt  Bnéaire 
par  rapport  à  x  et  dx^  il  faudrait  d*abord  supposer 
D,F(j:,  ^')  réduite  i  une  fonctiony(y')de  la  seule 
variable^'  :  on  obtiendbrait  ainsi  TéquatioB 

puis,  intégrant  ses  deux  membres  par  rapport  à  a:,  à  par- 
tir de  JC  =  o,  et  désignant  par  F(^')  la  talear  de 
F  (x,  j^')  qui  correspond  à  une  valeur  nulle  de  x ,  on 
trouverait 

F(*,  y')  -  F(r')  =  «/(r'}, 
F(x,  r')  =  F(r')  H-  xf{y'). 

Lorsqu'on  adc^e  cette  valeur  de  F(a:,  j^'),  l'équation 

{D,F(r,  y')  ^y]d:r  +  p,.F(x,  /')  =  o 

devient  effectivement  linéaîape  par  rapport  à  x  et  dx. 
Cette  même  équation,  qui  peut  alors  s'écrire  comme  il  suit, 

a  pour  intégrale  générale 

_  ç  r{fw  r  ç  f\r)ij^    -| 

Dans  la  même  hypothèse,  Téquation  proposée  deviendra 

y  ==  F(:r')  +  */(r'). 

et  pour  obtenir  son  intégrale  générale  il  suffira  d'éliminer 
y  entre  les  deux  dernières  équations. 

Dans  le  cas  particulier  ou  l'on  prend  f  {y')  =  / , 
l'équation  donnée  et  l'équation  transformée  obtenue  pr 
la  substitution  de  y  ^  à  ^  se  réduisent  à 

r^xy'^  F(r')>     o  =  [^  4-  r[y^)]dy\ 

Pom*  obtenir  la  seconde,  il  suffit  toujours  de  différentiel' 
la  première  par  rapport  à  or.  Cette  seconde  se  décompose 
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de  plus  en  deux  autres 

df  =  o,     ^  -H  F'(7')  =.o, 

qui  donnent  son  intégrale  générale  y'  :=:  C  et  ses  inté- 
grales singulières.  La  valeur  y'  =  C^  substituée  dans  Té- 
(juatîon  donnée,  donne,  pour  l'intégrale  générale  cher- 

cliée, 

X  =  Cx  ^  F(C). 

Si  l'oii  élimine^ '  entre  les  formules 

on  obtiendra  les  intégrales  singulières  de  Téquation 
donnée. 

Exemple  :  L'équation  j  =  ay'  — y'*  a  pour  intégrale 
générale  y  =  Cx  +  C* ,  et  pour    intégrale    singulière 

X* 

153.  Revenons  encore  à  l'équation 

Pour  qu'elle  soit  homogène ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  les  deux  fonctions  D^^  F(x,  y')  — y\  liyFÇx^  y'), 
soient  homogènes  et  de  même  degré.  Si  l'on  désigne  ce 
degré  par  a ,  on  aura 

1>/F(ar,  y)  ^x-f(^Çj. 

Si  l'on  intègre  par  rapport  ky'  les  deux  membres  de  cette 
dernière  équation ,  et  si  l'on  désigne  toujours  par  F  (x) 
la  valeur  de  F(j:,  y*)  correspondante  à  une  valeur  nulle 
dej^',  on  trouvera 

puis  on  eÀ  conclura,  en  différentiant  par  rapport  à  x^ 
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Méthode  p«r  laquelle  on  peut  déduire  certaines  intégralea  alDgaliAret  de 
rinté|;rale  générale.  —  Détermination  de  la  constante  que  reoferm^ 
Fintégrale  générale. 


164.  SoiiF(x,  jTy  C)  une  fonction  des  variables  x^j  ei 
de  la  constante  C  Si  Ton  veut  obtenir  une  équation  dif- 
férentielle qui  ait  pour  intégrale  générale  Féquation  finie 

F(x, /,  C)  =.o, 

il  faudra  éliminer  la  constante  C  entre  cette  équation  et 
sa  dérivée 

dx       dy  dx 

Q  s'agit  de  savoir  si  cette  dernière  peut  admettre  des  so- 
lutions qui  ne  soient  pas  renfermées  dans  l'intégrale  gé- 
nérale.  Or  toute  équation  entre  x  ex.y  peut  se  mettre 

sous  la  forme 

Y\x,  y,<p{x.,  j)]  =  o, 

?  (^»  y)  désignant  une  certaine  fonction  de  x  et  de  /, 
et  F  désignant  la  même  fonction  que  ci-dessus,  mais  dans 
laquelle  on  a  remplacé  la  constante  C  par  la  fonction 
9(.r,  y).  On  peut  donc  admettre  que  les  solutions  singu- 
lières, s'il  en  existe,  sont  toutes  comprises  dans  la  for- 
mule 

et  il  reste  à  déterminer  ce  que  drtt  être  pour  cela  la  fonc- 
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tîon  f  •  En  différentiatit  cette  dernière  équation,  cm  trouve 
dF      rfF  ^      rfF  ^  _ 
dœ       dy  dx       dp  dx 

Pour  cpie  la  valeur  de  ^,  tirée  de  cette   équation,  «>i^ 
identi<^ue  à  celle  que  donnerait  Téquation 

dx       df  dx         * 
c'est-à-dire  poujT  que  Téquation 

soit  elle-même  une  intégrale  singulière  ou  particulière 
de  Véquation 

dx       dy  dx         ' 

il  suffit  évidemment  que  Ton  ait 
dj^  ^ 
df    dx 


=  o. 


d¥ 
dy 

ce  qui  peut  avoir  lieu  de  plusi^irs  manières  : 

1°.  Si  —  =  o  9,  mais  alors  (f  est  une  constante  ,  et  Té- 

quation 

FK.jr,^{^,  j»^)]  =  o,  ,    ; 

n'étant  qu'uu  cas  particulier  de  l'équation 

F(x,  y,  C)  =  o, 

est  toutsinEplement  une  intégrale  particulière  *, 

dF 

et   dp 
a**.  Si  —  =  o,  équation  à  laquelle  on  satisfait  en po- 

sant  ^^  jT  =  o>  ou  —  =  00.  On  pourra ,  donc  obtenir 
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des  intégrales  singulières  en  éliminant  la  fonction  (f  entre 
les  équations 

dF 


ou 

dY 

ce  qui  revient  à  éliminer  C  entre  les  équations 

dF 

F(^,  r,C)=:o,     5^  =  0v 

011 

Toutefois,  pour  qu'une  équation  résultant  de  cette  élimi- 
nation soit  réellement  une  intégrale  singulière,  il  &udra, 
1°  que  la  valeur  trouvée  pour  (f  annule  l'expression 

dF 

—  =  o ,  c'est-à-dire  satisfasse  k  l'équation  diflFérentîelle 

proposée  *,  2^  que  cette  équation  ne  puisse  pas  se  déduire 
de  l'intégrale  générale  FÇXjjr^  C)  =  o,  en  donnant  a  la 
constante  C  ime  valeur  particulière. 

1 55.L'intégrale  singulière  a  une  liaison  géométrique  très- 
remarquable  avec  l'intégrale  généi*ale.  En  comparant,  en 
effet,  la  méthode  qui  donne  les  intégrales  singulières  avec 
celle  qui  conduit  aux  lignes  enveloppes  (t.  I,  n^^230). 
on  verra  immédiatement  que  l'intégrale  singulière  repré- 
sente la  courbe  enveloppe  des  intégrales  particulières. 

Exemples  :  i**  Considérons  l'équation 

djr  =zdz  2jr^dx, 
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OU 

al/?-'*''' 
son  intégrale  ^ârale  eatjr  z^  (x  -{r  Cy,  on  aura 

et  en  âiminant  C  entre  les  deux  équations 

jr  =  (or  -f-  C)%    •*  -h  C  =  0 , 

on  trouvera^  =  o,  et  cette  dernière  équation  sera  Fin- 
iégrale  singulière  de  Téquation  donnée.  On  ne  peut  pas 

cette  fois  égaler  j-  k  Tinfini ,  parce  que  —  =  i . 

2®.  L'équation  j  =  C  (a:+  C  )"  satisfait  à.  l'équation 

et  est  son  intégrale  générale  ^  or  on  a 

—  =  (j:  -4-  C)»  -h  2(x  -h  C)C=o, 

d'où  Ton  tire 

c  =^  —  .r,     c  ^  —  ■=-• 

La  première  de  ces  deux  valeurs;  substituée  dans  Té*- 
quation  j^  =  C  (ar  +  C)",  fournit  l'intégrale  particulière 
7  =  0,  qui  correspond  aussi  à  une  valeur  nulle  de  la 
constante.  La  seconde  conduit  à  l'intégrée  singulière 

y.  Considérons  enfin  l'équation  différentielle 

X  =  */'  H-/(r')» 

qui,  conune  nous  l'avons  vu,  a  pour  intégrale  générale 

jr  =  Cr  +  /(C), 


C 
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on  a 

L'élimination  de  C  entre  ces  deux  équations  fonmira 
évidemment  des  intégrales  singulières.  Eneffet,  la  dénvée 
jr'  de  Tune  quelconque  de  ces  valeurs,  étant  déterminée 
par  le  système  des  équations 

y   =  Cr-h/(C),     a:-h/'(C)  =  0, 

ou  9  ce  qui  revient  au  même,  par  Téquation  unique 

«+/'(r')  =  «, 

sera  nécessairement  une  quantité  varial^le  ou  fonction 
de  X,  tandis  que  U  dérivée  de  chaque  intégrale  particu- 
lière sera,  en  vertu  de  l'équation j*'  =  C,  une  quantité 
constante: 

156.  Pour  déduire  de  la  méthode  précédente  les  intégra- 
les singulières,  il  faut  connaître  Tintégrale  générale^ 
cependant  ces  solutions,  ont  des  caractères  qui  les  font 
dériver  immédiatement  de  Téquation  différentielle  saps 
aucune  intégratioQ.  Euler,  Laplace ,  Lagrange ,  Poisson  se 
sont  tour  à  tour  occupés  de  cette  question.  Us  avaient 
essayé  de  prouver  en  particulier  que  le  caractère  propre 
des  solutions  singulières  était  de  rendre  infini  ou  indé- 

terminé  le  coefficient  différentiet-r- . 

dx 

Cette  propriété  est  moins  générale  que  ne  l'avmnt 
cru  ces  illustres  géomètres  ;  d'ailleurs  les  démonstratioiis 
qu'on  en  a  publiées  jusqu'ici  dépendent  de  développe- 
ments en  séries  dont  rien  ne  prouve  la  convei^ence, 
et  sont  loin  par  conséquent  de  la  rigueur  dont  nous  nous 
sommes  fait  une  loi  dans  cet  ouvrage. 

On  verra,  dans   une  des  leçons  suivantes,  comment 


VINGT-CIHQUIÈMB    LBÇON.  879 

M.  Caiicliy  est  parvenu  à  définir  rigoureusement  le  ea- 
ractère  des  solutions  singulières  et  k  les  séparer  des  inté*- 
grales  particulières. 

157.  La  valeur  que  l'intégrale  générale  F  (a;,  jr,  C)  =  o 
fournit  pour  y,  renfennant  avec  la  variable  x  une  cons- 
tante arbitraire  C,  il  en  résulte  que  Tinconnue  y  ne  peut 
pas  être  complètement  déterminée  en  fonction  de  x  par 
la  seule  condition  de  vérifier  Téquation  proposée 

La  constante  C,  de  laquelle  on  peutcpsposer  à  volonté, 
donne  le  moyen  d'assujettir  Tinconnue  y  à  une  seconde 
condition ,  par  exemple ,  à  prendre  une  certaine  valeur 
particulière  fo  pour  une.  valeur  donnée  Xq  de  la  variable 
ac.  En  effet,  cette  seconde  condition  sera  remplie  si  Ton 
.détermine  la  constante  Cpar  Téquation 

^(•^0,  ro,  c)  =  o. 

Si  maintenant  on  élimine  C  entre  \çs  deux  équations 

¥{x,  r»  €)  =  o,     F(xo,  ro,  C)  =  o, 
Véquation  résultante  ne  renfermera  plus  cpe  les  variables 
X,  y  avec  leurs  valeurs  particulières  a?^,  y^^  et  donnera 
pour  y  ime  fonction  de  x  propre  à  remplir  à  la  fois  les 
deux  conditions  ci-dessus  énoncées. 

Lorsque  Fintégrale  générale  se  présente  sous  la  forme 
M  =  C  5  li  étant  une  fonction  des  variables  jr,  j",  la  se- 
conde équation  devient  u^  =  C  ,  u^  désignant  la  valeur 
particulière  que  prend  la  fonction  u  quand  on  y  suppose 

•  47   r=   Xo,       r    =    /o; 

et  Télimination  de  la  constante  C  produit  la  formule 

M  =  «o, 
qui  satisfait  effectivement  aux  conditions  requises.  Pour 


38o  CALCUL    UITÉGBAL. 

obtenir  directement  cette  formule,  il  suffit  d'observer 
que  si  Tintégrale  génëcale  tt  ==  {>  appartient  à  Inéquation 

Mdx  -+-  ^dy  =  o, 

cette  équation  multipliée  par  un  facteur  convenable  de- 
viendrait du  =  o.  En  considérant  dans  cette  dernière  y 
ccmune  une  fonction  de  j?,  puis  intégrant  les  deux  mem- 
bres à  partir  de  x  =  Xq,  y  =  J^o>  c'est-à-dire  de  manière 
qu'ils  s'évanouissent  pour  la  valeur  x^  de  x,  et  pour  la 
valeur  j^o  de  y  on  trouvera 

If  — :  tfo  =  o, 
et  par  suite. 

u  =  «o* 

Exemple  :  i^.  L'équation 

a  pour  intégrale 

I     ^{x)dx  -+•    f    x{x)dx  =  o. 

2^.  Çn  opérant  sur  les  deux  membres  de  l'équation 

^f  -h  xF{x)dx  =  f{x)dxy 

multipliée  par  le  facteur  /     F  (x)dx,  on  en  tirera 

J  xo 

et  par  suite 

Si  f(x)  =  o,  on  trouverait  simplement 

-  f'¥{x)dx 
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Considérons  encore  Féquation  différentielle 

son  intégrale  générale  se  déduira,  comme  on  Ta  vu,  de 
la  formule  dj*  =  05  or,  si  l'on  désigne  par  y^  la  valeur 
à%y'  qpiî  répond  à  la  valeur  jCp  de  x,  on  tirera  de  l'équa- 
tion dy'  =  o,  en  intégrant  les  deux  membres  à  partir  de 
X  =  jTo,  y'  —  j^o  =  o>  ^^>  ^  T^  revient  au  même, 
^y  ^=  y'o  ^^-  En  opérant  de  la  même  manière  sur  cette 
dernière  équation ,  on  trouvera 

r  —  /o  =  7i(x  — jT^), 

d'où 


>.;  =  :r'— ^ 


X Xo 

et  ^  en  substituant  pour  j^'  sa  valeur  àans  l'équation 

Pour  transformer  les  diverses  intégrales  que  nous  ve- 
nons d'obtenir  en  intégrales  générales ,  il  suffit  de  conce- 
voir qne  Tune  des  quantités  cr^,  j^o9  étant  réduite  à  un 
nombre  fixe,  à  zéro,  par  exemple,  ou  à  l'unité,  l'autre 
se  change  en  une  constante  arbitraire.  On  simplifie  or- 
dinairement ces  intégrales  en  supposant  j^q  =  o.  Ainsi, 
en  adoptant  cette  hypothèse ,  on  réduira  l'intégrale  de 

l'équation  j  =  x^'  4-/(j^')  à  j^„  =  /  {^^\ 

Tout  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  relativement  aux  inté- 
grales  générales  des  équations   différentielles   ne    sali- 
rait s'appliquer  à  leurs  intégrales  singulières,    attendu 
que  celles-ci  ne  renferment  point  de  constantes  arbitrai- 
res dont  on  puisse  disposer  de  manière  à   remplir  des 
conditions  nouvelles. 
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et 

r«  =  ro[ï  -f-  («.  —  xo)f(xo)], 
r.  =  rt[i  -4-  (*.  —  x,)¥{x,)\ 

et  en  éliminant  j^i,  j^j, . . . ,  j^„«i , 

Y=:ro[H-(jf.  -^o)F(jro)][i-h(x.  -4:x)F(j:01...1i  -t-(X- jr«.OF{'wi 
lT==lro-l-Ui4-(xx-Xo)F(xo)]-hl[i4-(ar.— xOF(ar.)]...+l[i+{X— x^/iFji 

D'ailleurs,  si  Ton  représente  par  a  une  quantité  finie , 
par  a,  s  deux  quantités  infiniment  petites ,  et  par  0  un 
nombre  inférieur  à  Tunité ,  on  aura 

l[i-K(x.^*o)FMH-l[i-+-(:r.--a?0F(4r03...-+-l[i-+-(X--«ii.jF(x^.; 
==(jr.  — ;ro)[F(j;o)-4-iol +(x.  — x,)[F{jr,)"-hf.]...-h(X--«^Ot^*--«)-i-t-i 

6o9   ^1 9  ^19  •  •  •  •  9  ^n-i  désignant  des  nombres  très-petits. 
Comme  le  second  membre  de  cette  dernière  formule  dif - 

/»x 
F(j:)dbc,  il  en  ré- 

suite  que  la  valeur  de  1 T  se  réduit  sensiblement  à 


et  la  valeur  correspondante  de  Y,  à 

•X 


/•X 

/       ¥[x)i 
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Sjcpoeitîon  d*une  méUiode  rlgooreufe  à  Taide  de  laquelle  on  peut  démon- 
trer  Teiistenoe  d^une  Taleiîr  de  y  propre  à  Térifier  une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  et  calculer  cette  valeur  avec  un  degré  d'ap- 
proximatloc  donné. 


159.  Toutes  les  fois  que  Tëquatioii  différentielle 

dy  =  /(x,  y)dx 

est  intëgrable  par  Tune  des  méthodes  exposées  dans  les 
leçons  précédentes,  on  en  conclut  aisément ,  comme  on 
Ta  fait  voir ,  pour  Tinconnue  j^,  une  fonction  de  x  propre 
à  vérifier  cette  équation  différentielle ,  et  de  plus  à  pren- 
dre une  valeur  particulière,  mais  arbitraire,  y^^  dans  le 
cas  où  Ton  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  donnée  x^. 
Réciproquement  il  sera  certain  que  Téquation 

dy  =  /(x,  y)dx 

sera  intégrable  et  qu^elle  admet  une  (intégrale  générale]  y 
comprenant  une  constante  arbitraire  si  Ton  démontre 
qu'il  existe  une  valeur  générale  de  y  propre  a  remplir  les 
deux  conditions  énoncées  \  or  on  parvient  à  ce  but,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  à  Taide  des  principes  que  nous 
allons  établir. 

Concevons  que,  X  étant  une  nouvelle  valeur  particu- 
lière de  cr,  on  désigne  par  arj,  jc,, . . . ,  Jt:„_i  des  quantités 
intermédiaires  entre  les  limites  x^^  X,  et  qui  aillent  tou- 
jours en  croissant  ou  en  décroissant  depuis  la  première 
limite  jusqu'à  la  seconde.  Supposons  de  plus  qu'on  calcule 
T.  II.  îi5 
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n  valeurs  correspondantes  de  j,  7,,. .  .,j„.,,Y,  à  Taide 
des  équations 

r»  —  /o    =  (x,  —  «o)/(xo,  ro), 
r.  —  r«    =  (•»!  —  *i)/(««?i,  r«)> 


en  éliminant  j^i,  j"t,.">  J^n-i»  on  obtiendra  une  valeur  de 

Y  de  la  forme 

qui  jouira  de  propriétés  fort  remarquables.  Etd'abord,  en 
ajoutant  toutes  ces  équations,  on  trouvera 

Y  —  ro  =  (j^i  —  ^o)/(^o,  ro)  -h  (^*  —  *i)/{j^i,  /i)  -4- . . . . 

Or  la  somme  du  second  membre  est  égale  au  produit  de  la 
somme  des  différences  Xi  —  jr^,  Xf  —  Xi, . . . ,  X  ^  Xf^_i^ 
ou  X  —  a?o ,  par  ime  moyenne  entre  les  coefficients 

et  si  Ton  désigne  par  A  la  valeur  absolue  du  plus  grand  de 
ces  coefficients ,  cette  moyenne  sera  nécessairement  ex- 
primée par  une  expression  de  la  forme  zb  6 A,  0  dési- 
gnant un  nombre  inférieur  à  Tunité  \  on  aura  donc 

Y  -  j^o  =  ±:  eA(X  ~  oTo), 

Y  =  ^o  ±  ©A(X  —  xo), 

d'où  l'on  conclut  que  la  valeur  de  Y  se  trouvera  nécessai- 
rement comprise  entre  les  limîtesj^o  ±  A  (X  —  x^.  En 
raisonnant  de  la  même  manière ,  on  ferait  voir  que  les 
quantités  j^i,  j^fvj  J'n-i  sont  respectivement  comprises 
entre  les  limites 
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donc  toutes  ces  quantités  se  réduisent  aussi  bien  que  Y  à 
des  expressions  de  la  fonne  ^ 

Xo  ±  ©A(X  —  j?o). 
OnJmt  e»  ocmclure  que  les  codldents 

sont  des  valeurs  particulières  de  l'expression 

/[xo  -h  ô(X  -  xo),    xo ±:  eA  (X  -  ^o)]      ' 

qui  correspondent  à  des  valeurs  de  6  et  0  comprises  entre 
les  limites  o  et  i.  Or  concevons  que  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  des  coefficients  dont  il  s'agit  correspondent  res- 
pectivement aux  systèmes  de  valeurs 

0  =  ^0,    ±:0  =  ©o;    o=z$o-hty    ±©  =  0o -*-«'; 

toute  quantité  comprise  entre  ces  coefficients,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  entre  les  quantités 

/[^o  -f-  0,  (X  —  ^o),    r o  -h  eoA( X  —  a?o)] , 

/[xoH-  (e„  -H  f)(X—  «•),     Xo  -4-  (00  ■+■  i')  A(X  — Xo)), 
sera  évidemment  une  valeur  particulière  de  Texpression 

/[^/-+-(eo-hiC)(x-*o),    /o-^(eo4-i'C)A(x-:ro)], 

correspondante  à  une  valeur  de  C  comprise  entre  les  li- 
mites o  et  I ,  et  par  conséquent  à  une  valeur  particulière 
de  Texpression 

/[a:o-f-6(X  — Xo),     ro±:eA(X  -  Xo)], 

correspondante  à  des  valeurs  de  0  et  de  0  comprises  entre 
les  mêmes  limites.  Donc,  puisque  la  différence  Y — j-q  est 
équivalente  au  produit  de  X  —  Xq  par  une  moyenne  de 
celte  espèce ,  on  pourra  poser 

Y  «r„  =  (X  -  Xp)/[xo  -H«(X-x„),     ro±©A  (X-Xo)]; 
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et  par  conséquent 

Y  =  J^o  -h  (X  —  Xo)/[Xo  -+-  Ô  (X—  Xo\  ro±eA(X-  *a)J, 

9  et  0  désignant  deux  nombres  inférieurs  à  Tunité. 

Corollaire  i".  Si  Ton  supposait  tous  les  élémens  de  la 
différence  X  —  jc^ ,  c'est-à-dire  les  binômes  Xi  —  Xq, 
Xf  —  Xi, . . . ,  X  —  Xn^i  réduits  à  un  seul  qui  serait  cette 
différence  elle-même,  on  aurait  simplement 

Y— ro=(X— jro)/(jr«,  Xo)' 

En  comparant  cette  équation  à  celle  qui  précède,  on 
reconnaît  que  la  division  de  X  —  Xq  en  éléments,  a  pour 
effet  de  modifier  le  second  facteur  du  produit  qui  repré- 
sente la  valeur  de  Y  —  ^o  en  y  faisant  croître  les  quanti- 
tés x^j  jTq  de  manière  que  les  valeurs  numériques  de 
leurs  accroissements  soient  inférieures  d'une  part  à  la  va- 
leur numérique  du  premier  facteur,  de  l'autre  à  cette 
valeur  numérique  multipliée  par  la  constante  A. 

Corollaire  a''^.  Soit  m  un  nombre  entier  inférieur  à  /t, 
et  faisons  x^  =  ^,  jr^  =  yj,  on  obtiendra 

Y-^*  =  (X-{)/[{4-ô(X-{),     n  ±OA(X-f)]. 

460.  Après  avoir  reconnu  laforme  de  Y,  déterminons  de 
quelle  manière  cette  quantité  varie  avec  jTqj  ou  calculons 
r  accroissement  ê„  Je  Y,  correspondant  a  un  accroissement 
S^de  /q.  Désignons  par  H  =±:(X — x^)  la  valeur  numé- 
rique de  la  différence  X  —  x^.  Supposons  d'ailleurs  que 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  renfermées  dans  les  limites 

Xoy  X,  la  fonctiondérivée  '  ^^  reste  continue  par  rap- 
port aux  variables  x,  jr,  et  demeure  comprise  entre  les  li- 
mites ±1  C,  C  représentant  une  quantité  positive.  Cela^ 
posé,  soit 
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la  différentielle  totale  de  la  fonction  /(jc,  y),  en  sorte 
qu^on  ait  identiquement 

— ^ —  —  ♦l*»  rh   : — jp-r-'^xK^y  rk 

soient  de  plus  61,  61,.-  9  ^nles  accroissements  respectifs  que 
prennent j't)  J'tv?  Y  lorsqu'on  attribue  à  j^pl'^ccfoisse- 
inent  60,  et  représentons  par  6,  ©o,  ©t,...,©»-!  des 
nombres  inférieurs  à  Puni  té. 

L'équation  jj  —jr^  =  (Xi  —  Xo)f(Xo,  jTo)  devant 
subsister  enccHre  quand  on  y  fera  croitre^ode  6o>  ^^J\  ^ 
€1,  on  en  ccmclura  ^ 

ri  -+-  ^1  —  (70  +  ^o)  =  (J?i  —  ^o)/(j?o,    /o  -t-  ffo), 

^et  par  suite 

^«  —  ^o  =  (^«  —  J?o)  [/(xo,  r o  -f  f o)  — /{afor  ro)  ]  5 

on  aura  d'aOlçurs,  eu  vertu  d'une  formule  c<mnué  et  de 
l'hypothèse  admise , 

/(^.,r.  +  *.)-/(xo, /.)  ^  ^^^^^^  d=  9C.)  =±  e,c, 

/(•^o,  /o  4-  Co)  — /(xo,  /o)  =  ±:  eoCoC, 
et  par  conséquent 

C,  =  Co  [l  ±:  0oC(a:.  —  aro)], 
on  trouvera  de  même 

C.  =  C,[i  ±:  e,C(jr,  —  j?.)], 


C.=Qi±eoC(ar.-Xo)][i±:e,C(j?,-a:,)]...ri±:e,^.C(X-j;^03- 

Or,  si  la  différence  X  — x^  est  positive ,  la  valeur  numé- 
rique du  binôme  i  ±:  ©oC(Xi  —  0^0)  sera  inférieure  à  la 
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somme  I  +  C  (x,  —  x^  ei  par  suite  à  Texponeacielle 

Par  la  même  raison ,  les  valeurs  numériques  des  binâmes 
seront  respectiyement  inférieures  aux  e^pomi^xtiellefit 

donc  Iq  pro4lpt  dQ  bous  les.  binômes  qui  entrent  dans  la 
valeur  de.6„  aura  une  valeur  numéricpiis  inférieure  an 
produit  de  toutes  les  exponentielles,  c'est-à-dire  à 
^  {  —  *«)^  g|  gg  réduit  par  conséquent  à  une  expression 
de  la  forme 

9  ^pA^Wlltiit  loujduisiuii  nombre  compris  entre  les  U- 
mitesoet  i.  Il  faudrait  évidemment  pempkoer  cette  ex- 
pression par  la  suivante , 

si  la  différence  X  —  Xo  devenait  négative.  Cela  posé , 
on  aura 

Voilà  donc  Taccroissement  6^  de  Y,  correspondant  à  l'ac- 
croissement 6q  dej^o-  Si  ron,fait,  pouiî  abréger,  K=e  > 
K  sera  une  constante  positive  et  finie ,  et  l'on  aura  sim- 
plement 


Corollaire  x^^.  Lorsque  les  éléments  Xtr-^x^^  x»— ^Ti 
de  la  différence  X  —  Tq,  obtiennent  tous  des  valeurs 


nu- 
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mériques  inférieures  à  -,  les  facteurs 

1  ±:  eoC(x,  —  jfo),     I  ±:  0»  C (j:,  —  X,), . . . , 
sont  tQU8  positifs»  et  Von  a  nécessairement 

C.  =  eKCo. 

Corollaire  a"**.  La  valeur  de  6„  =  dt  ©Kêo  devient 
infiniment  petite  en  même  temps  que  6^  î  donc,  à  un  ac- 
croissement infiniment  petit  de  la  quantité  jo  »  corres- 
pond toujours  un  accroissement  infiniment  petil  de  la 
quantité  T ,  et  par  conséquent  la  seconde  de  ces  deux 
quantités  est  une  fonction  continue  delà  première. 

Corollaire  3""*.  Si  Ton  considère  seulement  les  équar 
tions 

,   Y  —  j^„.,     =(X  —  ^..O/C'»'»-!»  J*-i)» 

elles  sujffiront  pour  déterminer  Y  en  fonction  des  quan- 
tités ar„,  x„^ij.  .•,  Xn^iy  X,  y„,  et  Ton  prouvera  en- 
core que  sî  l'on  attribue  à  j^„  un  certain  accroissement  6^, 
Taccroissement  correspondant  de  Y  sera  de  la  forme 

Donc  ce  dernier  accroissement  aura  une  valeur  numé- 
rique inférieure  à  celle  du  produit 

et,  à  plus  forte  raison,  à  celle  du  produit 

161 .  La  quantité  Y  dépend  évidemment,  i°  des  valeurs 
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extrêmes  dex  représentées  par  x^^  X  ;  a^  delà  quanti  té  j^o^ 
3^  du  nombre  n  et  des  valeurs  mêmes  des  éléments  dans 
lesquels  on  a  divisé  la  différence  X  —  Xq,  ou^  en  d'antres 
termes ,  du  mode  de  division  adopté.  Mais  il  est  facile  de 
montrer  que,  si  Ton  fait  décroître  à  Tinfini  les  valeurs 
numériques  des  éléments  de  la  différence  X  —  Xq,  la 
valeur  de  Y  dépendra  uniquement  des  trois  quantités 
Xo5  X  et  j^Q.  Pour  le  prouver,  il  suffit  de  faire  voir  que 
si  le  nombre  n  devient  très-considérable,  le  mode  de  di- 
vision n'aura  plus  sur  la  valeur  de  T  qu'une  influence  in- 
sensible \  or  c'est  ce  que  l'on  peut  démontrer  comme  il  suit. 
Lorsque  les  éléments  de  la  différence  X  — Xq  se  ré- 
duisent k  un  seul  qui  coïncide  avec  cette  différence  elle- 
même  ,  la  valeur  de  Y  e^t  simplement  déterminée  par 
l'équation 

Y  —  jTo  =  (X  —  a:o)/(*o,  ro). 

Lorsqu'au  contraire  la  différence  X  —  x»  est  partagée  en 
n  éléments  Xj  —  Xq»  Xt  —  Xi, . . . ,  X  —  x„.i,  on  a 

Y -ro=  (X  -  :Po)/t^o-h6,  (X-.;rp),   ro±0A(X-4:o)]. 

Pour  passer  à  un  second  mode  de  division,  il  suffit  de 
subdiviser  chacun  des  élén^ents  du  premier  en  nouveaux 
éléments.  Or  on  peut  calculer  d'une  manière  approchée 
le  degré  d'influence  que  chaque  subdivision  aura  sur  la 
valeur  de  Y.  En  effet,  lorsqu'on  partagera ,  par  exemple, 
l'élément  Xi  —  x^  en  plusieurs  autres,  l'équation 

Ji   -^  ro  =  {Xx  —  ^o)  f(Xoy    JTo) 

se  trouvera  remplacée  par  plusieurs  équations  de  la 
même  forme  ;  mais,  en  procédant  comme  nous  l'avons  déjà 
fait,  on  trouvera 

r .— r»  =  {^1  — *o)/[jo 4- ^i  {-^i — *o),  ro±:eiA (or, — xo)], . 

û,,  Q,  désignant  deux  nombres  inférieurs  à  l'unité.   En 


VINGT-ÂIXIÈMB    LEÇON.  3g3 

posant 
on  aura 

yx    ^o    =?   («I    —   J?o)/(Xo,  /o)  ±   io(-Pi    —    O^o).. 

Avant  la  subdivision  de  Tâénient  Xt  —  x©,  on  avait 

ji  —  ro  ^  (^«  —  j?o)/(^o,  ro). 
Cette  su]^<livi9io^  fait  donc  croître  j^i  du  produit 

Si  d'ailleurs  les  autres  éléments  de  la  différence  X — Xoi 
conservent  leurs  valeurs  primitives,  tandis  que  la  quan- 
^i^é  jTi  reçoit  Taccroissement  ±.  e^  (-^i  — ^o)^  Y,  en  vertu 
de  ce  que  nous  ayons  dit,  preAdra  un  »utre  accroissement 
de  la  forme 

Donc  Faccroissement  de  Y  produit  par  la  seule  subdivi- 
sion de  Pélément  Xi  -r-  x©  aura  une  valeur  numérique 
inférieure  à  celle  de  la  quantité 

:;±:  Kio  (j:,  —  Xo). 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  raccroissement 
de  Y,  produit  par  la  subdivision  de  rélémento:,^!  — x^nj 
aurait  une  valeur  numérique  inférieure  à  celle  de  la 
quantité 

le  nombre  6^  étant  déterminé  par  une  équation  de  la 
forme 

Donc,  si  l'on  subdivise  Tun  après  Tautre  tous  les  élé- 
ments ,  Y  prendra  une   suite  d'accroissements  dont  la 


n 
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somme  est  inférieure  à 

e  désignant  une  moyenne  entre  les  nombres  s^,  €|,  c^»  •  •  - 
Si  les  différences  Xi —  Xq,  oTf  —  Xi,  etc. ,  obtiennent  des 
valeurs  infiniment  petites,  on  pourra  en  dire  autant  des 
quantités  t^^  61,  ei,*«*9  e^.!,  ainsi  que  de  Texprescioii 

Ki(X-:Co); 

et  par  conséquent  on  n'altère  pas  sensiUement  la  valear 
de  Y,  correspondante  à  un  mode  de  division  dans  lequel 
les  éléments  de  la  différence  X  —  Xq  ont  des  valeurs  nu- 
mériques très-petites ,  si  Ton  passe  à  un  second  mode 
dans  lequel  chacun  de  ces  éléments  se  trouve  subdivisé 
en  plusieurs  autres. 

Concevons  à  présent  que  Ton  considère  A  la  fois  deux 
modes  de  division ,  tels  que  les  éléments  du  second  ne 
soient  plus  des  subdivisions  des  éléments  du  premier.  On 
pourra  comparer  ces  deux  modes  à  un  troisième  tellement 
choisi ,  que  chaque  élément,  soit  du  premier,  soit  du  se- 
cond ,  se  trouve  formé  par  la  réunion  de  plusieurs  élé- 
ments du  troisième.  Pour  que  cette  condition  soit  rem- 
plie ,  il  suffira  que  toutes  les  valeurs  de  x ,  interposées 
dans  les  deux  premiers  modes,  soient  employées  dans  le 
troisième  ;  et  on  prouvera  que  l'on  altère  trèsF*peu  la  valeur 
de  Y  en  passant  du  premier  ou  du  second  mode  au  troi- 
sième, et  par  conséquent  en  passant  du  premier  ausecond. 
Donc,  lorsque  les  éléments  de  la  différence  X  — x©  de- 
viennent infiniment  petits ,  le  mode  de  subdivision  n'a 
plus ,  sur  la  valeur  de  Y,  qu'une  influence  insensible ,  et 
si  Ton  fait  décroître  indéfiniment  les  valeurs  numériques 
de  ces  éléments  en  augmentant  leur  nombre ,  la  valeur  de 
Y  convergera  vers  une  certaine  limite  qui  dépendra  uni- 
quement de  la  forme  de  la  fonction /(x,  y)  y  des  valeurs 
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extrêmes.  jTo,  X»  attribuées  à  la  variable  Xf  et  delà  quan- 
tité jr^, 

CowxMtMm  I*'.  Gomme  la  Umîte  vers  laqneUe  con- 
verge y-j  tandis  que  les  éléments  de  laJitférence  X  -^  Xo 
deirienxàent  infiniment  petits ,  dépend  uniquement  des 
trois  cpiantités  Xo ,  X,^o9  i^^tis  désignerom  cette  limite 
par  la  notation  F  (Xq,  X,  y^^  que  nous  réduirons  même 
à  Tune  des  suivantes  F  (X,  y^^  F(X),  quand  nous  nous 
proposerons  de  faire  varier  les  deux  seules  quantités  X,  y©, 
on  la  seoie  quantité  X. 

i62«  Ilestfacilededémontrermaintenantqu^il existe  tou- 
jours une  fonction  de  x  propre  à  vérifier  Téquation  diffé- 
rentielle dy  =  f{x^  Jf)^^i  et  de  plus  à  prendre  une  va- 
leur particulière ,  mais  arbitraire  j^^  dans  le  cas  où  Ton 
attribue  à  la  variable  x  une  valeur  donnée  x^.  En  effet, 
désignons  par  F  (a:)  ce  que  devient  F(X)  quand  on  y 
reviplace  X  par  x\  puisque  F(X)  est  ce  que  devient  Y 
quand  les  éléments  de  la  difiîéreuce  X  —  x^  deviennent 
infininvent  petits,  de  Téquation 

Y— ,  =  {x-^e)/[fw-ô(x-f)>  «»±eA(x-e)] 

on  tirera 

F(X)-F(f)  =  (X-f)/[f+ô(X-f),  F(f)±0A(X-f)],. 

et  en  faisant 

f  =  X,     X  =  X  -h  ^, 

X  et  X  4-  h  étant  renfermés  entre  les  limites  x^,  X ,  ou 
aura  à  la  fois 

F  {x)  =  jKo  4- (x  —  Xo)f[xo  H-  ô (x—  Xo),     ro± eA(a?  —  Xo)] ,. 
F(a:-4-A)— F(a:)=:A/[x-+-ôA,     F(x)±eAA]. 

Or  il  est  facile  de  voir,  i^  que  pour  x  =  Xq,   F  (x)  se 
réduit  à    Xo  ;    2°  que   si  raccroîssement  h  devient  infi- 
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iiîment  petit ,  raccroissement  correspondant  de  la  fonc- 
tion F(a:),  savoir ,  F  (ar  -+-  A)  —  F(x),  sera  lui-même 
uiie  quantité  infiniment  petite  *,  3^  que  de  cette  écjaatîon, 
divisée  par  A,  on  tirera 

r{a:)=/[*,F(4:)]; 

ce  qui  exprime  que  la  fonction  F(x)  vérifie  Téquation 
difierentielle  djr  =  /(jc,  y)dx. 

Donc  enfin,  lorsque  la  fonction  f{x^  y)  et  la  dérivée 

— ^2^^re5tent  finies  et  continues  entre  les  limites  oToj  X» 

il  existe  une  fonction  de  x  propre  à  vérifier  Téquation 
différentielle  dy  ==  /(op,  y)dx,  et  de  plus  à  prendre 
une  valeur  particulière,  mais  arbitraire j^o>  dans  le  ca^ 
ou  Ton  attribue  à  la  variable  00  une  valeur  donnée  x^. 

Corollaire.  Si  l'on  désig^ait  la  liijiite  de  Y  par  la  no- 
tation F(j:,  ^o)>  ïa  fonction  y  ^e  présenterait  sons  fa 
forme  y  =  F(a:,  y^  et  serait  l'Uitégrale  général^  de  l'é- 
quation proposée ,  puisque^o  ^^  ^^^  constante  arbitraire. 
Ajoutons  que  cette  intégrale  est,  comme  Y,  une  fonctiou 
continue  de  j^oi* 
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AppUeation  de  la  méthode  exposée  dans  le  Leçon  précédente  à  Finlégra- 
tion  d^une  équation  différentielle  quelconque  du  premier  ordre  entre 
deux  Tariables  x,  y. 


163.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  deulc  fonc- 
tions f{Xjj)el-^{x^y)=:    ^y  ^^  demeuraient  fi- 
nies et  continues,  quelle  que  fût  y  pour  toutes  les  va- 
leurs renferdtées  entre  les  quantités  x^,  X  ^  mais  il  est 
facile  de  démontrer  que  les  propriétés  énoncées  dans  la 
leçon  précédente  subsisteront  encore  toutes  les  fois  que 
Ces  fonctions  seront  finies  et  continues  par  rapport  aux 
variables  x,  j^  dans  le  voisinage  du  système  de  valeurs 
particulières  x  =  a:©,  jr  =zy^^  pourvu  que  Ton  choisisse 
convenablement  la  quantité  X.  En  efiet ,  concevons  que 
les  expressions  y  (oToî  Jo)»  zC^o?  Jo)  étant  des  quanti- 
tés finies ,  on  désigne  par  A,  C  deu^  nombres  supérieurs 
k  leurs  valeurs  numériques,  et  par  a  une  quantité  posi- 
tive ou  négative  cHoisie  de  telle  manière  que  pour  des 
valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites  x^j  Xq  +  a  9  et 
pour   des  valeurs  de  j-  renfermées    entre   les    limites 
jTo  —  Aa,  jo  +  Au,  les  deux  fonctions  /(x,  j),  x(^' j) 
restent  continues  par  rapport  aux  variables  a:«  y^  et  de- 
meurent comprises,  la  première  entre  les  limites  —  A, 
H-  A,  la  seconde  entre  les  limites  —  C ,  H-  C  -,  les  pro- 
priétés mises  en  évidence  dans  ïa  leçon  précédente  sub— 


«db  «fe  £»>e  v#4tf  ^p^  ioÊk  FY-ryûar  adbnaele»  < 

étnvt  yja%0A  «r>cxpfiics  entre  I»  Ir^nw  r»  —  A^. 
r^  -1-  ha.  Va  £of«ticiM  /'x,  r^.  /  x,  r^  fctteraat  fi- 

fki^  et  e^MftiDoe»  {k^/  UiOtes  ks  Takvn  jr..  j» , .    T 

<y,ifrftpanii«rtf*âde»  falenndcx  cn^ynes  caire  x^et 
x^  -h  a-  Or,  fi  l'an  ajoute  entre  elles  celles  de  ces  cqs»- 
tir/ns  qui  renficmient  les  quantités  >v  .^it  —  '  J^«-  ** 
otitiendf  a  la  Icwamle 

Tm^  T*—  ^-  —  -«'r  /''•»   T»)  -*-  '•'.  —  ■«^.  /'^t»  rx*— 

AimX  le  second  membre  est  éqoiTalent  an  prodnit  de  la 
dlOérence  x^  — Xo  par  une  raorenne  entre  les  coefiocnts 

Ile  plus,  la  diffiérenee  x.  —  Xo  ayant  ime  ralenr  nmné- 
riqne  in£érietire  à  eelle  de  X  —  Xo,  et  par  oonséqnent 
itËférienre  à  a,  il  est  clair  qne  la  valeor  nmnérîqne  de  j« 
sera  comprise  entre  les  limites  j^  —  Aa^  y^  +  Aa.  Si 
chacune  des  expressions 

H  luie  valeur  numérique  inférieure  à  A,  ce  qui  arriTera 

nécessairement  si  les   quantités  j^^  y^^ ,  y^^^  se 

trouvent  elles-mêmes  renfermées  entre  les  limites 
y„  —  Aa,  y^  4-  ka.  Donc,  puisque  cette  condition  se 
vi'rifie  à  regard  de  y^^   elle  sera  pareillement  satisfaite 
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à  regard  d.e  ji  :  étant  vérifiëe  pour  /o^t  y^  elle  sera 
encore  saiisfaite  à  l'égard  de  j^,. . . .,  et  ainsi  de  suite. 
Enfin,  elle  se  vérifiera  poar  jr„»,  m  désignant  tm  nombre 
entier  égal  on  inférieur  à  »,  et  par  conséquent  pour 
totis  les  termes  de  la  suite  j-©,  ji,  jr%y . . . ,  /n-i ?  Y. 

Corailaire  i*'.  Soient  (?  et  0  deux  nombres  qui  varient 
entre  les  limites  o  et  i  ;  et  indiquons  par  la  caractéris- 
tique IML  une  moyenne  entre  pltisieurs  quantités  données. 
Comme  le  nombre  désigné  par  C  peut  être  pris  arbitrai- 
rement pourvu  qu'il  surpasse  la  valeur  numérique  de 
xC^o»  J^o)  »  il  est  clair  que  la  quantité  a  deviendra  propre 
à  vérifier  les  conditions  du  théorème  précédent,  si  Ton  a 
clioisi  a  et  C  de  telle  manière  que  les  deux  fonctions 

restent  continues  entre  les  limites 

ô  =  o,  0=1;    0=0,0=1, 

et  que  l'on  ait  toujours  entre  ces  limites 

/(*o  -h  ôfl,  r«  ±  ®Aa)  =  M  (—  A,  4-  A). 

Corollaire  2"*.  Supposons  que  parmi  les  valeurs  de  la 
quantité  a,  pour  lesquelles  les  conditions  énoncées  dans 
le  corollaire  i*'  peuvent  être  remplies,  on  choisisse  celle 
qui  est  la  plus  grande,  abstraction  faîte  du  signe  :  dans 
cette  hypothèse,  l'équation  de  la  leçon  précédente 

y  =  F(jp),    ou    r  =  F  {x,  Xo)y 

fournira  une  intégrale  particulière  de  Féquation 

pourvu  qu'on  assujettisse  la  variable  x  à  demeurer  com- 
prise entre  les  limites  x^  et  ar^  -J-  a. 

Corollaire  3"*^.  La  quantité  a  étant  déterminée  comme 
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on  vient  de  le  dire^  si,  dans  Téquation  y  =  F  (a:,  y^ 
on  remjdace  y^  par  une  constante  arbitraire  C^  la  for- 
mule ^  =  F(a:,  C)  représentera  Tintëgrale  générale  de 
Féquation  dy  z=zf(x^  y)  dx,  du  moins  pour  certaines 
valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites  qui  dé- 
pendront elles-mêmes  de  la  valeur  attribuée  à  la  con- 
stante arbitraire.  Concevons  en  efifet  que  Ton  désigne 
par  a  une  quantité  affectée  du  même  signe  que  a ,  maïs 
douée  d'une  valeur  numérique  moindre  ;  soit  de  plus  e 
un  nombre  inférieur  à  Tunité ,  et  supposons 

Gomme  on  aura  évidemment 

Xo  —  Aaz=:C  —  A{a±f),     Xo-hAa  =z  C -h  A(a  q=««), 

on  en  conclura  que  les  deux  quanti  tés  j-q  —  Aa^j^o+Aa 
comprennent  entre  elles  les  deux  suivantes,  C — A(a — à), 
C  +  A(a  —  a),  et  l'on  prouvera,  en  raisonnant  comme 
ci-dessus,  que  la  valeur  y  =F  (x^C)  est  une  fonction 
continue  de  x  et  vérifie  Féquation  dy  =  f  (x,  y)  dx^ 
tant  que  la  constante  C  demeure  comprise  entre  les  li- 
mites j^o  —  Aa,  j^o  4-  Aa,  et  la  varkble  x  entre  les  li- 
mites Xo  et  Xq  +  (a  —  a). 

On  démontrerait  de  la  même  manière  la  proposition 
suivante.  Supposons  que  les  expressions 

ayantdes  valeurs  finies,  on  choisisse  le  nombre  A  et  la 
quantité  a,  de  telle  sorte  que  : 

1°.  Si  x(^o>  fo)  ®s^  positif  ou  niJ ,  les  deux  fonctions 

/(jFo  4-  ô«,  Xo  -h  ©Aa),     ;c  {^o  'h  6a,  Xo  -H  ®Afl),  * 

restant  continues  entre  les  limites 

ô  =  o,    e  =  I,       0  =^  O,    ©  =:  I, 
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on  ait  toujours  entre  ces  limites 

/(j?o  -h  Oa,  70--+-  eAii)  ==  M  (o,  A); 
a**.  Si  x(^o»  Jo)  ®s'  négatif  ou  nul ,  les  deux  fonctions 

restant  continues  entre  les  limites 

6  =  0,  6=1,     ©  =  0,  0=1, 
on  ait  toujours ,  entre  ces  limites, 

/{Xo-^Ba,     j^o  —  ©Afl)  =  M  (o,    —A), 

les  théorèmes  de  la  leçon  précédente  subsisteront  entre 
les  limites  x^^  x©  -+-  «• 

i64.  Parmi  les  valeurs  de  a  qui  remplissent  les  condi- 
tions énoncées,  il  est  avantageux  de  choisir  celle  qui  est 
la  plus  grande ,  abstraction  faite  du  signe.  Pour  montrer 
par  un  exemple  comment  on  peut  déterminer  cette  va- 
leur, supposons  queTéquation  différentielle  donnée  soit 

df  =  tang(a:  -4-  7)  Ar, 

et  que  les  quantités  Xq,  Jo  s'évanouissent.  Pour  que  l'é- 
quation 

/(jTo  -f-  Boy  Xo  -f-  ©Aa)  =  iasï%{Ba  -h  ©Aa)  =  M  (o,  A) 

soit  toujours  vraie  pour  des  valeurs  positives  de  «,  tandis 
que  6  et  0  varient  entre  les  limites  o  et  1 ,  il  est  néces- 
saire que  l'arc  a  -h  Ka  reste  compris  entre  les  limites 

o,  -,  et  que  Ton  ait  Ung(a  +  ka)  ==  M  (o,  A).  Pour  dé- 
duire de  cette  dernière  équation  la  plus  grande  valeur 
possible  de  Tare  a,  l'arc  a  +  Âa  demeurant  inférieur  à 

- ,  il  suffit,  I**  de  remplacer  le  second  membre  M(o,  A  ) 
T.  II.  26 
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par  Â  ^  2^  de  joindre  à  la  formule  tang  {a  -f-  Aa)  =r  A , 

ou  û  = ?— ,  celle  qui  fournit  le  maximum  de  a 

i-h  A  ^ 

considéré  comme  fonction  de  A^  savoir, 

da                       arc  tang  A 
—  —  o,     ou     ^^ —  -^ 


or  on  satisfait  aux  deux  équations  ainsi  obtenues  en 
prenant 

a  =  i,239«..,    A  =  0|3g83. 

Ainsi,  dans  Thypotlièse  admise,  la  quantité  positive 
a  =  ij^^9'  •  •  est  la  plus  grande  des  valeurs  de  a  prcH 
près  à  vérifier  la  formule 

/(xo  -hOa,     Je  -f-  ©Afl)  =  M  (o,  A). 

On  prouverait  de  même  que  la  quantité  négative 

a  =  —  1,229... 

est  la  plus  grande,  abstracti<m  faite  du  signe,  de  celles 
qui  sont  propres  à  vérifier  la  formule 

/{Xo  4-  ea,     Xo  —  ©Aflr)  =  M  (o,  —  A). 

On  en  conclurait  que  la  méthode  d'intégration  exposée 
dans  la  leçon  précédente  fournira  la  valeur  générale  de  y 
qui  satisfait  à  Téquation 

djr  z=  taaig{x  -+-  jr)dx, 

et  s'évanouit  avec  la  variable  x,  du  moins  tant  que  celte 
variable  restera  comprise  entre  les  limites 

ff  =  —  1,229...,     ^  ^^   1,229... 

Pour  Téquation  dy  =  tang(a:*  -^y^)dx^  en  supposant 
toujours  Xo  =  0,  j^o  =  o,  on  trouverait  que  la  plus 
grande  valeur  de  a*  serait  déterminée  par  le  système  des 
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deux  équations 

arctangA  ^      _         i 

desquelles  on  conclurait 

A  =  0,7654^ .  • ,     «"  =  o,g653,     a  =  ±  0,9824 . . . , 

et  la  méthode  exposée  fournirait  la  valeur  de  y  qui  vé- 
rifie réqnation 

dy   =  taiig(jt:*  -f-  y^)dx^ 

et  s'évanouit  avecx,  tant  que  la  variable  x  resterait  com- 
prise entre  les  limites 

—  0,9824  •  •  •>      +  0,9824- 
Considérons  encore  l'équation  différentielle 

dx 

et  supposons  x©  ==  ï  ,  j'o  =  o>  ^^  ««i*» 

/(*.  +  0«,  j..  +  eAa)  =  ^-j-^-L__  =rM(o,  A), 

et  cette  équation  sera  toujours  vraie  entre  les  limites 
fi  =  o,  0=  I,  0  =  0,  0  =  I,  si  l'on  prend  A  =  i,  et 
si  Ton  attribue  à  la  quantité  a  une  valeur  positive  quel- 
conque. Par  suite,  la  plus  grande  des  valeurs  positives  de 
a  sera  «  =  oo ,  et  si  l'on  désigne  par  j  =  F  {x)  celle  des 
intégrales  particulières  de  l'équation 

dy  = 


J?-f-r 


qui  s'évanourt  pour  ar  =  i ,  la  méthode  exposée  détermi- 
nera la  valeur  de  P(x)  tant  que  la  variable  x  sera  cotn- 

26.. 
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prise  entre  les  limites x  =  i,    jC=  oo.  L'équatioir 

I 


-h  ÔHH-  «Aa 


=rM(o,A) 


sera  encore  satisfaite  si ,  A  étant  un  nombre  supériem*  à 
Tunité,  on  attribue  à  a  une  valeur  négative  comprise 

entre  o  et  —  --,- v  -,  or,  parmi  les  valeurs  négatives  de 

A(A  -f-  ij 

a  que  fournit  Féquation  a  =  —  ,y  celle  qui  est 

la  plus  grande,  abstraction  faite  du  signe,  se  trouve  dé- 
terminée par  la  formule 

— -  =  o,     ou     A*  —  2A  =  I , 
aA 

de  laquelle  on  tire,  A  devant  être  supérieur  à  l'unité, 

A=:  I  +1^2,     fl  =  —  (3  —  aV/i)  =  —  o,  17x5. 

La  méthode  d'intégration  suffira  donc  encore  pour  fixer 
la  valeur  de  F  (x)  tandis  qu'on  fera  varier  x  entre  les  li- 
mites o  et  —  0,1715. 

16S.  Il  est  essentiel  d'observer  que  les  quanti  tés  j^oiJTm 
y„. .  .,  /„_!,  Y,  déterminées  comme  nous  l'avons  dit, 
resteront  comprises  entre  les  limites  j-^  -f-  Au,  j^o — ^^  > 
et  formeront ,  ou  une  série  croissante ,  ou  une  série  dé- 
croissante ,  toutes  les  fois  que  X  sera  renfermé  entre  ^r^ 
et  Xq  +  a  ,  les  quantités  a  et  A  étant  choisies  de  manière 
à  vérifier  les  conditious  énoncées  ci-dessus.  11  est  aisé 
d'en  conclure  que ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  la  fonction 
y  =  F(x)  croîtra  ou  décroîtra  toujours  depuis  a:  =  jr^, 
jusqu'à  x  =  X ,  sans  pouvoir  dépasser  la  limite  y^  +  Aa , 
o^J^o  —  A^-  Concevons  maintenant  que,  a  satisfaisant 
toujours  aux  mêmes  conditions ,  la  quantité  X  varie  entre 
les  limites  .r^,,  x^^+a,  fît  s'approche  indéfiniment  de  cette 
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dernière  limite.  La  valeur  dej^  =F(X)  s*approchera 
elle-même  indéfiniment  d^mie  certaine  limite  qu'on 
pourra  désigner  par  F(Xq  +  a),  et  qui  sera  comprise 
entre  les  deux  quantités  j-^  —  Aa,  j^  4-  Aa.  On  prou- 
vera dès  lors ,  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux 
dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  que  les  théorèmes  de  la 
leçon  précédente  subsisteront  non-seulement  lorsque  la 
quantité  X  variera  entre  les  limites  Xq^  Xq  -+-  a,  mais 
encore  tandis  que  cette  quantité  s'approcbera  indéfini- 
ment d^une  nouvelle  limite  x^  +  ^i .  Par  suite ,  on  pourra 
calculer,  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra, 
les  valeurs  de  F(X)  correspondantes  à  des  valeurs  de  X 
comprises  entre  Xq  et  x^  H-  «i.  Si  d'ailleurs  les  fonctions 
f(pCy  y)y  x(p^^  j)  restent  continues  dans  le  voisinage  du 
système  des  valeurs  particulières 

xz=  x„  -^  a,y     y  =zF{xo-h  a,), 

on  déterminera  encore  une  valeur  de  x  située  au  delà  de 
la  limite  Xo-f-ai,  et  vers  laquelle  on  pourra  faire  conver- 
ger la  quantité  X  dans  la  fonction  F  (X).  Désignons  par 
^o  •+■  ^i  cette  nouvelle  limite  ,  et  continuons  de  même  ^ 
les  quantités 

Xo    -h    a  y      Xq    ■+-    /Ij,      Xo    -h    «a?     •     s. 

formeront  une  série  croissante  ou  décroissante ,  et  leurs 
valeurs  numériques  finiront  par  surpasser  tout  nombre 
donné,  ou  par  s'approcher  indéfiniment  d'une  certaine 
limite.  Dans  le  premier  cas,  la  quantké  X  pourra  croître 
et  décroître  indéfiniment,  de  nianière  à  devenir  supé- 
rieure ou  inférieure  à  toute  quantité  donnée.  Dans  le 
second  cas,  la  quantité  X  poiura  s'approcher  indéfiui- 
ment  de  la  limite  vers  laquelle  convergeront  les  différents 
termes  Xq  -f-  «t^  ^'o  +  aj, . . .  Soit  X  cette  même  li- 
mite et  ¥(X)  la  valeur  correspondante  de  F(X),  pour 
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qu'on  ne  puisse  plus  faire  passer  la  (juantilé  X  au  delà 
de  la  limite  X  dans  la  fonction  F(X),  il  sera  nécessaire, 
ou  que  la  quantité  F(-X")  soit  infinie,  ou  que  Vune  des 
fonctions  /[a:,  F  (a:)],  x[^>  ^(p^)]  devienne  infinie 
pour  la  valeur  particulière  a:  =  X,  ou  enfin  que  Tune  de 
ces  fonctions  devienne  discontinue  dans  le  voisinage  de 
la  valeur  particulière  dont  il  s'agit. 

166.  Afin  de  montrer  lappUcation  de  ces  principes  géné- 
raux à  un  exemple,  concevons  que  F(x)  représente  celle 

des  intégrales  particulières  de  Téquation  dj  =  -— —  qui 

s'évanouit  pour  x  =  1 5  et  cherchons  les  valeurs  qu'on 
devra,  dans  ce  cas,  attribuer  aux  constantes  a,  ^i,  aavM 
en  les  supposant  négatives ,  et  les  plus  grandes  possibles 
(abstraction  faite  du  signe).  Ces  valeurs  seropt  propres  à 
vérifier  des  équations  de  la  forme 

-^ =M(o,  A), 

c'est-à-dire 

.^  a -h  F  [xT-^-  a)  -h  (6  -f-  0A.)(û.—  a)  ~     ^^'     '^^ 

.ro +«.-+- F  (xo4-«OH-(ô  +  t^A,)(«.-aO  ==  ^^""^  ^'^^  ""^'^ 

tandis  que  les  nombres  d  et  0  resteront  compris  entre  les 
limites  o  et  i.  Or  on  satisfait  à  ce3  conditions  en  preaant 

_       A[xo  +  F(j;o)]—i 
''-  A(A-hi)         ' 

A.  [xo-h  a  -h  F(xo-|-  a)]  — c 

A.(A»H-i; 
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et  plus  généralement 

"*  **IIUml         ~~"  —————— ■       — -— —  — -    , 

A«(A,-h  i) 
Ajoutons  que  la  yaleur  de  a„  deviendra  la  plus  grande 
possible ,  abstraction  faite  du  signe,  si  Ton  choisit  Â,^  de 
manière  à  vérifier  Téquation 

"•       *o  H- fl«.,+F(a:o +  ««.,)         * 
et  si  Ton  prend  en  conséquence 


comme  on  a  d'ailleurs,  par  hypothèse,  0^0=^9  F(a:o)  =  o, 
on  aura  successivement 

i^i=—3— F(i4-û.u.0-h2\/r+  a^,  -|-F(i  H-a^,), 
et  Ton  en  tivera  simplement 

a  =—3  -haï/a, 
a,=  — 3-hF(i  4-fl)  -f-2\/a-Héi-f-F(i  -f-û),  etc. 
Si,  à  Taide  de  ces  dernières  équations  et  de  la  méthode  ex- 
posée dans  la  leçon  précédente ,  on  détermine  Time  après 

l'autre  les  quantités  i  +  a,   i  4-  «i,   i  +  ûj, ,  qui 

remplacent  x^+a,  J^o  H"  ^lî  ^o  +  ^t?  •  •  •  5  on  obtien- 
dra une  série  de  termes  qui  décroîtront  sans  cesse,  et 
qui  convergeront  vers  une  certaine  limite.  Désignons 
par  X  cette  limite  \  on  aura  sensiblement ,  pour  de  très- 
grandes  valeurs  de  m , 

I   -f-  û«  =    I    H-  ^w-i  =   ^, 
et  par  suite 

2  -F-  >r  H-  F{X)  =  ?.  |/r-KZTF(jfj, 
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OU 

X  -h  Y[X)    =   O, 

donc  la  valeur  particulière  x  =  X  rendra  infinie  la  fonc- 
tion 

I 


/[x,F{^)]  = 


ar-f-F(x)' 


ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  générale  que   nous 
avons  faite  ci-dessus. 

On  ne  doit  pas  s'étonner  de  voir  que  dans  certains  cas 
la  méthode  d'intégration  ne  fournisse  le  moyen  de  cal- 
culer des  quantités  réelles  propres  à  représenter  les  va- 
leurs successives  d'une  intégrale  particulière  d'une  équa- 
tion difiérentielle  donnée,  qu'autant  qu'on  suppose  les 
valeurs  correspondantes  de  la  variable  indépendante  x 
renfermées  entre  certaines  limites.  En  eflet,  parmi  les 
équations  différentielles  qui  peuvent  s'intégrer  par  des 
méthodes  rigoureuses ,  il  en  existe  beaucoup  dont  les  in- 
tégrales particulières  ne  sauraient  être  étendues  à  des 
valeurs  quelconques  de  la  variable  x,  en  demeurant  tou- 
jours réelles.  Telle  est,  par  exemple,  l'équation 

dy  = 


Si,  après  Tavoir  présentée  sous  la  forme 
dx  -\-  dy 


*.  -f-  r  -f- 


=  dr. 


on  intègre  ses  deux  membres  en  assujettissant  j  à  s'éva- 
nouir pour  a:  =  i ,  on  trouvera 

et  par  suite 

X  z=^    1er   y    I. 
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Or  il  est  aisé  de  voir  que  le  second  membre  de  cette  der- 
nière équation  admet  une  valeur  minimum  déterminée 
par  la  formule  ae-^  =  i  de  laquelle  on  tire 

r=  —la  =  —0,6931..., 
et  par  suite 

j:  =  I2  =  0,698 1 . , . 

Donc  si  l'on  désigne  par  j^  =  F(x)  l'intégrale  particu- 
lière que  fournit  Téquation 

cette  intégrale  ne  pourra  pas  s'étendre,  sans  cesser  d'être 
réelle,  à  des  valeurs  de  x  plus  petites  que  la  limite 
a:  =  I2,  à  laquelle  correspondent  une  valeur  nulle  de 

*  -h  r  =  X  -h  F  (ar), 

et  une  valeur  infinie  de 


/(^,  r)==- 


X  -4-  F(x) 

Ces  considérations  directes  nous  ramènent  donc  aux  con- 
clusions précédemment  établies. 
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Lîniile  des  erreurs  que  Ton  peut  commettre  en  m  serrant  de  la  mé- 
thode exposée  dans  les  leçons  préoédentes  pour  le  calcul  numérique 
des  intéçnrtes  partfculières  d'une  équation  dîfférentieîTe  du  premier 
ordre. 


167.  La  fonction  j^  éttint  assujettie  à  vérifier  réquation 
différentielle  dy==zf(x^y)dx^  et  à  prendre  pourx=  x^ 
la  valeur  particulière/o,  si  Ton  demande ,  non  pas  l'inté- 
grale générale,  mais  une  nouvelle  valeur  particulière 
de  j^^  par  exemple  celle  qui  correspond  à  x  =  X ,  cette 
valeur  différera  très-peu  de  la  quantité  Y,  déterminée  par- 
les équations 

ri    —  ro    =    {Xx    —   ^o)/(^o,  /o), 
.   r.    —  ri    =   {^?   —  ^.)/(^o  rO» 


pourvu  que  Ton  attribue  aux  éléments  de  la  différence 
X  —  Xq,  c'est-à-dire  aux  quantités  Xi  — x^^  Xi— Xi,..., 
X — x„.,,de  très-petites  valeurs  numériques,  et  si  l'on  a 
d'ailleurs 

X  =  M  (xo,  *©  "f~  <*)> 

la  quantité  a  étant  choisie  de  manière  à  remplir  les  con- 
ditions énoncées  dans  la  leçon  précédente.  De  plus, 
comme  pour  passer  de  la  quantité  Y  à  la  valeur  cherchée 
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de  y^  il  suffira  de  subdiviser  les  différences  x^  -^  ac^j 
Xt  —  Xiy, . .  en  éléments  infiniment  petits ,  il  est  clair 
que  si  Ton  remplace  cette  valeur  par  Y,  Terreur  commise 
en  plus  ou  en  moins  sera  réprésentée  (n"*  161)  par  une  ex- 
pression de  la  forme 

±:  &Kf  (X  —  x^: 

cette  erreur  sera  donc  inférieure  à  KHe ,  H  désignant  la 
valeur  numérique  deX— Oîo»  K  Texponentielle  c  ,  et  $ 
une  moyenne  entre  les  nombres  e^,  d,. .  .^  i^x,  déter- 
minée par  des  équations  de  la  forme 

Cela  posé,  concevons  que  cbactm  des  éléments  de  la  dif- 
férence X  —  Xo  soit  renfermé  entre  les  limites  ±h,  h 
étant  une  quantité  positive.  Les  nombres  «o,  Stj....^  t^i 
ne  surpasseront  jamais  la  plus  grande  valeur  niunérique 
que  puisse  recevoir  la  quantité 

tandis  que  l'on  fait  varier  Jc  et  a:  ±:  9h  entre  les  limites 
Xoy  X;  j^  et  ^  ±1  0AA  entre  les  limites  y^ijo  —  ©A^; 
enfin  d  et  6  entre  les  limites  o  et  i.  Donc ,  si  Ton 
nomme  D  cette  plus  grande  valeur,  e  restera  toujours  in- 
férieur À  D  et  Terreur  commise  au  produit  KHD. 

Ajoutons ,  i^  que  le  produit  SA  devra  être  affecté  du 
signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  différence  X  — x^ 
sera  positive  ou  négative  ;  2°  que  le  double  signe  placé 
devant  ie  produit  0AA  devra  être  réduit  au  signe  +  ou 
au  signe  — ,  suivant  que  la  quantité  a  vérifiera  la  pre-. 
mière  ou  la  seconde  des  équations 

/(j?„  -f-Oa,  ^o  -H  eAa)  =  M(o,  A), 
/ [x^-^ha,  Xo  —  eA«)  =:  M(o  —  A). 
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168.  Il  est  Irès-faeîle  d'obtenir  un  nombre  plus  grand 
que  D  quand,  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  x,  y 
comprises  entre  les  limites  jCo,a:o+a,  y^-^ka^  y^+Ka^ 

la  fonction  ç(x,  y)  =        ,     -   resï©  &xne   et    continue 

aussi  bien  que  les  fonction8/(jc,  y)  et  -/^  (x,  y).  Admet- 
tons en  effet  cette  supposition  et  désignons  par  B,  C  deux 
nombres  égaux  ou  supérieurs  aux  plus  grandes  valeurs 
numériques  que  puissent  obtenir  les  fonctions  f  (x,  y\ 
X(^9  y)'»  tandis  que  x  et  y  varient  entre  les  limites  dont 
il  s*agit.  La  dérivée  de  la  fonction 

/(xiôA,     /±0AA)~/(a:,  y) 

par  rapport  à  A,  savoir, 

i Op(ar  ± Bh,  y  ± eAA)  ±  ^èlx{x ±:6h,  y±  eAh), 

aura  évidemment  une  valeur  numérique  inférieure  â  la 
somme  B  +  AC ,  et  Ton  doit  en  dire  autant  de  toute  ex- 
pression dans  laquelle  se  changerait  cette  dérivée  si  Ton 
y  multipliait  le  nombre  h  par  un  coefficient  plus  petit 
que  Tunité.  Or,  en  vertu  de  Téquation 

h 

le  rapport -i -^ — -z —   ^     '^^  est  égal   a  une 

expression  de  cette  nature  *,  donc  la  plus  grande  valeur 

numérique  de  ce  rapport  ou  la  fraction  -7-  sera  inférieure 

elle-même  à  la  sonune  B-|- AC ,  et  le  nombre  D  ne  pourra 
pas  surpasser  le  produit  (B  -f-  AC)A.  On  trouvera  dès 
lors,  pour  limite  de  Terreur  coumiise,  (B-f-  AC)KHA  ou 
(B  +  AC)He^HA.  En  supposant  toujours  que  la  quan- 
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Il  lé  a  vérifie  Vxmét  des  deux  équations 

/(jCo  -H  Qa,  Xo  -h  ©An)  —  M(o,  A), 
/(xo  -f-  Ôa,  jo  —  ©A)    =  M(o  —  A), 

on  pourra  prendre  pour  B  et  C  les  plus  grandes  valeurs 
numériques  que  reçoiventles  fonctions  ^(x,  y)  et  X.ix^jr)y 
tandis  qu'on  y  fait  varier  x  entre  les  limites  Xq,  x^  +  a, 
et  jr  entre  les  limites  j-q,  y^  +  Aa,  ou  Jq  et  j^^,  —  A«. 

Si  la  fonction  y  (x,  j^)  devenait  infinie  pour  x  =  Xq  , 
la  quantité  B  étant  alors  infinie,  on  ne  pourrait  plus,  a 
Faide  de  l'expression  qui  précède,  évaluer  l'erreur  com- 
mise, quelque  petite  que  fut  d'ailleurs  la  différence 
X  —  Xo ',  mais,  dans  ce  cas  même,  il  sera  ordinairement 
facile  de  déterminer  un  nombre  supérieur  à  D,  par  la 
méthode  que  nous  allons  indiquer. 

Si,  après  avoir  remplacé  h  par  t  dans  l'expression 

±  e^  (jr  db  Bh,  y  ±:  eAA)  ±  eA;t  (*  ±  ^K  y  ±  ©AA), 

et  multiplié  cette  expression  par  dt ,  on  intègre  le  pro- 
duit entre  les  limites  f  =  o,  t  =  k^  l'intégrale  qui  en  ré- 
sultera, 


/. 


h 
o 


sera  précisément  équivalente  à 

/{a:±:Gh,  j±eAA)-/(a:,   y), 

0  et  0  étant  pris  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  — ,  sui- 
vant que  l'une  ou  l'autre  des  conditions  dont  nous  avons 
déjà  parlé  sera  satisfaite.  Soient  maintenant  {(t)  la  fonc- 
tion comprise  sous  le  signe  /  dans  l'intégrale ,  et  T  ime 
autre  fonction  de  t  qui  reste  constamment  positive  et  su- 
périeure à  la  valeur  numérique  de  {(i)  entre  les  limites 
t=  o,  t  =  h.  Comme  entre  ces  limites  les  deux  binômes 
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^2::    —  ^B^tP^    ',  à  laquelle  on  peut  substituer  le  pro- 
duit i^t^^^ •  En  conséquence,  on  pourra  prendre 

T  =  B,  -+-  AC.  -f-  (B,  +  AC.)H'*^-h|KA.^-S 
et  Ton  en  conclura 


r 


Wr=:  [Bx  H- AC,4- (B,-f- AG,)H^1A  -+■  A.A^. 
Si  Ton  avait  supposé 

on  aurait  trouvé 

<f(*»  r)=^.(^>  r)-f-(^— ^o)l(^— aro)^,(^,r) 

et  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  serait  parvenu, 
pour  de  très-petites  valeurs  du  nombre  h ,  aux  équations 

T  =  B.  +  AC,  -h  (B,  H-  AC.)H^  4.  A,(i-h  1  A), 
r  Tdt=i  [Bx-+-AC.-f-(B,H- AC^H^Ia  -4-  A.AM. 

Supposons  enfin 

/(^,  j)  =  uf,  (x,  ^)  -f-  p/,(jî,  7)  -f-  «r/3(x,  /)  -+-  etc. , 

/i(^5  j)ï  /»(^5  /)»  /«(^î  j)?---  étant  des  fonctions 
nouvelles  qui  conservent,  ainsi  que  leurs  dérivées  du 
premier  ordre,  des  valeurs  finies  pour^  =  Xq,  et  m,  j^, 
IV, .... ,  désignant  des  fonctions  de  la  seule  variaUe  x. 
Si  Ton  représente  par  u,  v,  w  les  plus  grandes  valeurs 
numériques  que  puissent  acquérir  w,  r,  %v,  entre  les  li- 
mites X  =  Xo^  J7  =  X;  par  fi(Oj  ft(Oj  fsCO^--*--  ^ 
que  deviennent  m,  p',  iv, . . .  quand  on  y  remplace  jr  par 
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X  ±L  Oty  et  par  T,,  Tj,  Tj, des  fonctions  posi- 
tives de  ^qui ,  entre  les  limites  t  =  o,  £  =  A,  surpassent 
constamment   les   valeurs    numériques    de  fi(/),  fi(t),\ 
{^(t)^ . . . ,  on  trouvera,  en  conservant  d'ailleurs  des  nota- 
tions semblables  à  celles  dont  nous  avons  déjà  fait  usage, 

T=(B.-4-AC0U-f-(B,-+-AC,)V-f-...4.A,T.  +  AaT.-|-..., 

et  par  suite 

J^  Tdt  =  [{B^  4-  ACO  U  -*-  (Ba  4-  AC,. .  .}\]h 

Si  Ton  fait  en  particulier 

X,  |x,  V  étant  des  nombres  inférieurs  à  Tunité,  on  aura 


/. 


*W/=  [(B,-hACOH'^-h(B,+ACa)H^..]A+ A./i'^-l-A./i^H-. . 


170.  Concevons  maintenant  qu'on  se  propose  de  calcu- 
ler la  valeur  de  y  correspondante  à  x  =  X  avec  un  degré 
donné  d'approximation,  par  exemple,  de  manière  que 
Terreur  commise  soît  inférieure  à  une  unité  décimale  de 


l'ordre  m ,  c'est-à-dire  à  (  —  j  .  Pour  y  parvenir,  il  suf- 
fira d'attribuer  au  nombre  h  une  valeur  telle  que  l'ex- 
pression  KHD  ne  surpasse  pas  ;  —  )  ,  et  par  conséquent 
telle  que  Ton  ait 

puis  de  prendre  pour  éléments  de  la  dillerence  X — x^  des 
quantités  qui  soient  inférieures,  abstraction  faite  du  signe , 
T.  II.  27 
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à  ce  même  nombre.  Dans  le  cas  où  il  sera  permis  de  sub- 
stitiier  au  nombre  D  l'expression  (B4-AC)A,  on  vérifiera 

^— GH 
l'inégalîté  qui  précède,  en  supposant  A<^^^^^^- 

i71.  Pour  fairemieux  comprendre le$ principes  que  nous 
venons  d'établir ,  appliquons-les  à  quelques  exemples  ;  et 
d'abord  supposons  que  la  variable  y  doive  vérifier  l'é- 
quation difiTérentielle 


dy  =  cos — -z-^dx. 


Comme  on  aura 


il  est  clair  que  les  trois  fonctions 

reateront  finies  et  continues  pour  des  valeurs  quelconques 
des  variables  Xy  y*  De  plus ,  les  valeurs  numériques  de 
la  fonction  fix^t  y)  et  de  ses  dérivées  étant  toujours 
égales  ou  inférieures  aux  deux  nombres  i  et  ^  ,  on  pourra 
prendre  A  =  i,  B=  C=j,  quelles  que  soient  d'ail- 
leurs les  quantités  représentées  par  x^^  X  et  y^.   Cela 

posjs,  on  conclura  que,  pour  réduire  au-dessous  de  -. — r^ 

l'erreur  commise  dans  le  calcul  d'une  valeur  particulière 
ài^y ,  il  suffira  de  choisir  h  de  manière  que  l'on  ait 


h< 


2(io)-«H 


H 

•5 


Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  assujettisse  la 
variable j^  à  s'évanouir  avec  or,  et  que  ï'on  veuille  obte- 
nir,  à  un  dixième  près ,  la  valeur  de  y  correspondante  à 
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X  =  1 ,  on  aura  dans  ce  cas 

m  =  I ,  Xo  =  o,  /o  =  G,     X  =  I ,  X  —  j?o  =  H  =  I, 

A  <  1(2,71828... V^  =  o,ao46..., 

et  Ton  pourra  affirmer  que  rerreur  commise  sera  infé- 
rieure à  ~  si  chacun  des  éléments  de  la  différence  X — x^ 
est  inférieure  à  o,2o4€. . . .  Cette  condition  sera  remplie 
si  Ton  partage  X  —  Xq  ==  i  en  cinq  éléments  dont  cba- 
cun  soit  égal  à  0,2.  Faisons ,  en  conséquence, 

X,  =  0,2,      Xa  =  0,4>      -^3  =  0,6,      Jf4  ==  o,  8, . . .  ; 

les  formules  établies  ci-dessus  nous  donneront 
r,  =  o,2,  ^'  ^^'=0,08      =(0,0509...)^, 

j-,  =  o,2        +  0,2  cos(5«,o9)  =0,399...,       -î-g— i=o,i598=(o,ioi7...)-, 

r3=o,3g9...-*-o,2cos(io*»,  17)=  0,596...,      ^i-^-^=o,2393..  =  (o,i5«3...)-, 

j-4  =  0,596  ..-f-o,2cos(i5»,23)  =  0,791...,      ^^-g-^=o,3i8i...  =  (o,2oa5,..)- , 
Y  =o,79i...-|-o,2cos(2oo,25)±=o,98o. 

Donc  la  valeur  cherchée  àey  difféirera  trè^peu  du  nom- 
bre 0,980. . . .,  et  si  on  la  suppose  égale  à  ce  nombre, 
Terreur  commise  sera-auHlessousd'un  dixième.  H  est  fa- 
cile de  vérifier  cette  conclusion.  En  effet,  on  tire  de  l'é- 
quation ^  =  cas  ^-js^iir 


^-hr 


x-\-  y  dx 

dy  -^dx^za, cos* ^  dxy 


10         '      5  ,^4-r' 


COS' 


puis,  en  intégrant  les  deux  membi^s  de  manière  que  j 

27.. 
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s'évanouisse  avecx, 

^=:taDg^— ^,     ^r=*— X-+-  loarctang^. 

5  40  ^ 

Si  maintenant  on  pose  x  =  i ,  on  trouvera 

y  =  loarctang^  —  i  =  0,97395a.  . . 

Par  conséquent,  l'erreur  que  Ton  commettrait  en  pre- 
nant 0,980. . .  pour  valeur  approchée  de  y  serait  infé- 
rieure à  —  et  même  à • 

10  100 

Si  l'on  considère  l'équation 

die 


dr  = 


H-je*+r' 


on  aura 


/(x,  r)=:= 


1  -f-  X*  -f-  /' 
'XX 


^(^,  r)  =  -(,^^.^^.),' 


V 


AJ(*,  ^)--(i-Har»4-rO' 


IX 


Or  les  valeurs  maxima  des  rapports   ^       ^;,    /   .  ^>\a 

3l/3 
nJiant  représentées  par  les  deux  nombres  i  et  — rr— ,  il  est 

clair  que  ces  deux  nombres  seront  toujours  supérieurs,  le 
premier  à  la  valeur  numérique  de  la  fonction  f  {x^  7)» 
le  second  aux  valeurs  numériques  des  deux  fonctions  dé- 
rivées ç(x,  y)^  zC"^»  J^)î  ^"  pourra  donc  prendre 

b  i\ 

quelles  que  soient  d'ailleurs  les  «piantités  â:^,  X  etj^o»,  on 
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en  conclura  que,  pour  réduire  au-dessou9.de  r^^  l'erreur 

commise  dans  le  calcul  d^une  valeur  particulière  de  jr^ 
il  suffira  de  choisir  h  de  manière  à  vérifier  la  formule 

On  doit  remarquer  que  Téquatîon  dy  =  ^'    — ;  est 

du  nombre  de  celles  que  Ton  ne  sait  pas  intégrer  par  des 
méthodes  rigoureuses. 

Considérons  encore  Féquation  différentielle 

dx  =  tang(x»  -f-  f^)dT, 

et  supposons  que  la  fonction^  doive  s'évanouir  avec  x  : 
on  pourra ,  par  la  méthode  qui  précède ,  calculer  les  va- 
leurs particulières  de  y  qui  correspondent  à  des  valeurs 
de  X  renfermées  entre  les  limites 

/o  =  o,     Y  =  ±  0,7519.. 

Par  suite ,  les  valeurs  numériques  des  deux  fonctions 

(p{^y  r)  =  2x[t  -t-   tang»(x*  +  j»)], 
et 

z(xy  jr)  =  ar[i   4-  taiig>{«*  -h  y')] 

ne  surpasseront  pas  les  nombres 

B  ==  S,ii57,...,     et     €  =  2,3847... 

Cela  posé ,  on  conclura  que  Terreur  commise  dans  le  cal- 
cul  d'une  valeur   particulière  de    y.  sera   inférieure  à 

f  —  1    si  Ton  prend 


A<O,20a3.  .g~*'3847».*H 

"(10)*  H  * 
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Considérons  enfin  Téquation  différentielle 

dy  =  (j!*  ^h  r^y», 

et  supposons  cpie,  la  fonction  j"  devant  se  réduire  à  Funilé 
pour  X  =  o  »  on  veuille  calculer  les  valeurs  de  y  cor- 
respondantes à  des  valeurs  positives  de  x.  Dans  cette  hy- 
pothèse, la  formule 

f{x^  -I-  fia,     ^o  H-  ©An)  =  M(o,  A) 

donnera 

.  ôû?  H-  (i    4-  eAa)î  =r  M(o,  A), 

et  Ton  y  satisfera  quel  que  soit  A,  pourvu  que  Ton  déter- 
mine la  quantité  positive  a  par  le  moyen  de  Téquation 

.a^4-(i+Aû)*  =   A. 

Cette  condition  étant  remplie^  il  est  clair  que  si  Ton 
prend  X  ==  a  ou  X<;a,  la  valeur  dey  correspondante  à 
x  =  X  se  trouvera  comprise  entre  les  limites  i,  i-|-  A« 

et  la  valeur  de  la  fonction  y(x,  y)  =  — -^   entre    les 

limites  o  et  \,  Cela  posé,  les  quantités  désignées  par  Bi  y 
C,,  B, ,  Cî  dans  la  formule 


[B,  -f- ACv  4-  (B,  -h  AC,)  H/*] A  -H  A///*  < 


— CH 

e 

se  réduiront  à 

B,    =    o,      C,    =rr   ±,       B.    =r    o,      C,    =r    o, 

et  l'on  tirera  de  cetle  formule 
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OU ,  ce  qui  revient  au  même , 
et  par  suite 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  o  =  X  =  H,  Fé- 
c[uation 

tf*  4-  (i  -f-  Afl)*  =  A 
deviendra 


ou 


H*  -h  (i  -h  AH)*=r  A, 
[(i   4-  AH)ï  —  1H>  =   I  H-  Hî  —  |HS 


et  Ton  en  conclura,  en  extrayant  les  racines  positives 
des  deux  membres , 

(I  -h  AH)*  ~  |H  =  [  I   -f-  HT  -  |H>]*, 
A  =  |H  -4-  H*      -h    (i   -f-  HÎ  —  |H»>; 

à  Faide  de  cette  valeur  de  A ,  on  obtiendra  la  condition 
à  laquelle  il  suffit  d'assujettir  le  nombre  h  pour  que  Ter- 
reur commise  sur  la  valeur  de  y  correspondante  à 
X  =  X  =  H  ne  dépassé  pas  (-iV)""- 

172.  La  méthode  que  nous  venons  d^exposer  a  Tavantage 
de  démontrer  que  j^„  converge  vers  une  limite  fixe  lorsque 
X  croît  indéfiniment,  et  qu'il  y  a  une  fonction  y  qui  sa- 
tisfait à  l'équation  difFérentielle.   Si    l'on   admettait  à 
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priori  que  la  fonction  j^  existe,  Terreur  conunise  peut 
être  réduite  à  moitié.  En  eflTet ,  la  valeur  de  y  correspon- 
dant à  XnJ^\  peut  être  mise  sous  la  forme 

or  la  valeur  approchée  de  y^  d'après  la  méthode ,  est 
donnée  par  Téquation 

Ainsi  la  seule  sous-division  à  Tinfini  de  la  différence 
x„^.i  —  Xn  fait  varier  y^  de  la  quantité 


f'(x  ^  Oh,  X  ±  OAh) 


2 


qui  est  inférieure  à  (B  -+-  AC)  —  :  c'est  la  moitié  de    ce 

qu'on  avait  adopté  par  la  marche  précédente  5   on  peut 
donc  poser  en  général,  en  désignant  l'erreur  par  e , 

,  <  B  +  AC  r(.  +C^)'-  '  J^ 

173.  On  peut,  à  l'aide  d'autres  méthodes,  etlectuer,  par 
approximation,  l'intégration  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre.  Ces  nouvelles  méthodes  méritent 
même  la  préférence,  parce  qu'elles  resserrent  les  limites 
entre  lesquelles  les  valeurs  des  inconnues  se  trouvent 
comprises.  Concevons  toujours  que,  la  fonction  y  étant 
assujettie,   i^  à  vérifier  l'équation  différentielle 

2^  à  prendre  la  valeur  particulière  y^  pour  je  =  Xq  , 
on  demande  une  autre  valeur  particulière  de  y,  savoir, 
celle  qui  correspond  à  a:  =  X.  Supposons  d'ailleurs  que 
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X  soit  renfermé  entre  les  limites  Xq^  Xq  +  «  ;  enfin 
désignons  par  jr  =  F(x)  la  fonction  inconnue  de  x 
propre  à  remplir  les  deux  conditions  ci-dessus  énoncées. 
Cette  fonction  9  ainsi  qu'on  Ta  déjà  remarqué,  croîtra 
ou  décroîtra  toujours  depuis  x  =  Xq  jusqu'à  x  =  X  sans 
pouvoir  dépasser  la  limite  y^  +  Aa^  on  y^  —  Aa.  De 
plus,  comme  on  aura 

d¥{x)  =/[x,F(x)]da:. 

on  en  conclura  «  en  intégrant, 

F(X)-F(xo)  =    f^f[x,  ¥{x)]dx. 


L'intégrale  du  second  membre  est  équivalente  à  la  diffé- 
rence X — x^  multipliée  par  une  moyenne  entre  les  diver- 
ses valeurs  que  reçoit  la  fonction  f\x^  F(^)]  5  tandis  que 
l'on  fait  varier  x  entre  les  limites  Xq,  X,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs 
que  reçoit  la  fonction  f  {x^  y\  tandis  que  l'on  fait  va- 
rier X  entre  les  limites  jXo,  X,  et  j^  entre  les  limites 
F(Xo),  F(X)^  comme  cette  moyenne  peut  être  repré- 
sentée par  une  expression  de  la  forme 

/[^aH-0(X-*o),     F(xo)-h  0[F(X)-F(xo)], 

0  et  0  désignant  deux  nombres  inférieurs  à  l'Uuité,  on 
aura ,  en  écrivant  y^^  au  lieu  de  F  (Xq), 

•  F(X)-/o=(X-a:o)/{xo4-ÔpL~a;o),ro4-0[F(X)-F(xo)  }. 

Cette  équation ,  sans  donner  la  valeur  exacte  de  la  quan- 
tité inconnue  F  (X),  fournit  le  moyen  de  substituer  aux 
limites  y^,,  y^  ±.  Aa ,  d'autres  limites  souvent  très-rap- 
prochées  entre  lesquelles  cette  quantité  se  trouve  com- 
prise. Admettons,    par  exemple,  que  la  fonction  F  (x) 
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étant  assujettie ,  i^  à  vérifier  Téquation  difierentielle 

X   -l-  y 
dy  =z  cos — ■=-^dx, 
3 

2°  à  s'évanouir  avec  x  ;  on  demande   la  valeur  de  F  (jc) 
Correspondante  à  a:  =  i  :  on  aura 


F(.)  =  cos[ ^J. 


Les  nombres  0  et  0  devant  rester  compris  entre  les  li- 
mites o  et  I ,  on  reconnaîtra  facilement  que  la  valeur  de 
F(i)  est  positive,  qu'elle  diminue  tandis  que  Ton  fait 
croître  les  nombres  9  et  0 ,  enfin  qu'elle  est  comprise 
entre  les  valeurs  dé  Y  fournies  par  les  équations 

■    /i   H-  Y\ 
Y  =  coso,     Y  =  cosf  — ^ —  j. 

La  première  de  ces  équations  donne  immédiatement 

F(.)==..; 

quant  à  la  seconde ,  on  la  résoudra  facilement ,  et  Ton 
trouvera 

Y  =0,916. 

La  demi-somme  de  ces  quantités,  savoir  0,963. . . ,  est 
doue ,  à  moins  d'un  dixième ,  la  valeur  cherchée  de  Tin- 
connue  F(i). 

Si  dans  le  calcul  de  F(X)  on  veut  augmenter  le  degré 
de  l'approximation ,  il  suffira  de  substituer  à  l'équation 

un  système  d'équations  de  même  forme.  Entrons  à  ce 
sujet  dans  quelques  détails. 

Si  l'on  désigne  par  JCi,  X|,. . .,  x„_i,  n  —  i  valeurs 
différentes  comprises  entre  les  limites  ar^,  X,   on  tirera 
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successivement  de  rëquation  dF (x)  =  /[x^F (x) ] dxj 

B-(^0  =  (^.-^0/{-^.-f-Ox(x.-xO,  F(xO  +  0.fF(xO-F(xO]}, 

^ ^(^i.-O=(X~x,.0/{^--.-^^«-i(X~^--x).F(x^.)H-e»-.[F(X).F(x«.0]}  ' 

En  raisonnant  sur  la  pi*emière  de  ces  équations  comme 
on  Ta  fait  sur  Téquation 

-^  C  ^)  —Xo  =  (X  -xo)/  {xo  +  Ô  (X  -  xo),  fo  -h  ^[F  (X)  -  F(xJl}, 

on  obtiendra  facilement  deux  limites  entre  lesquelles  sera 
renfermée  la  quantité  F (xi) -,  ces  limites  obtenues,  on 
tirera  do  la  seconde  des  équations,  de  nouvelles  limites 
qui  comprendront  entre  elles  la  quantité  F(a:i),  et,  conti- 
nuant de  la  même  manière ,  on  finira  par  déduire  de  la 
dernière  équation  deux  limites  de  la  quantité  cbercliée 
F  (X) 

Si  Ton  applique  cette  méthode  générale  à  Texemple 
déjà  cité,  et  que  l'on  partage  la  diflerence  X  —  x^  =:  i 
en  cinq  éléments  dont  chacun  soit  égal  à  0,2,  on  aura 

•V  (0,2)  ==  0,3.008 1  -' g ^ -'  J , 

F (o,4)  —  F(o,a)  =  o,2.cos^  ^-^ i-i-^^ g L-.\_î^^ i — 'J  ^  ^ 

F(o,6)-FM)  =  o,.-.cosj  o.4-HF(o,4)  +  o.^Y"'^^^"''^  -n<^M\^ 

F(.)  -F(o.8)=o...cosj-"'^-^^^"'«)-^°'"%^^^^^^.')   -^^->^\ 

Comme  les  nombres  ôj,  0„ . . . ,  0,,  0j, .  .  • ,  sont  tous  in- 
férieurs à  Tunité,  on  s'assurera  facilement  que  les  valcuis 
des  quantités   F(o,^),    FCo,4),  F(o,6),    F (0,8),  F (i), 
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fournies  par  les  équations  qui  précèdent  sont  reofWriuées 
entre  les  valeurs  de  ji,  jj,  j„  J4,  Y,  données  par  les 
deux  systèmes  d*équations 

y^  =  o,2.cos(o,a),  y^  =  o,2.cosl g ) , 

/o,a  4-rA  /o,4  H-r  A 

r.  —Tt  =  0,2.C0S(  g y      r»— ri  =0;2.COS  f g 1  , 

/0,4+^A  /o,6-f-r3\ 

^4— r3  =  0,a.OOSf g 1,      74— r3  =  P,7.COSf  5  K 

Y  --74  =0,2.C0S( 5-^  )»       Y— ^4=:  O,2.C0sf g ^)  . 

On  tirera  successivement  du  premier  système 

r.  =  o>2,    r.  =  0,39936,    yi  =2  0,59681, 
r4  =  o»79^  'o,     Y  =  0,98106; 

du  second 

r.  =  0,19936,    j^.  =  0,39682,    ^3  =  0,59117, 
Xa  =  0,78125,     Y  =0,96598. 

Si  Ton  prend  la  demi-somme  des  nombres  0,98106  et 
0,96598,  savoir  0,9735  pour  valeur  de  l'inconnue  F(i), 
l'erreur  commise  sera  inférieure  à  la  demi-différence 

0,98.06-0,96598^ 

a 
1 74.  Reprenons  encore  Téquation 

et  supposons  que  la  fonction  f{po<i  y)  croisse  ou  dé- 
croisse constamment ,  tandis  qu'en  attribuant  à  x  une  va- 
leur fixe  comprise  entre  les  limites  JCj,,  X,  on  fait  varier 
y  depuis^  =  y^  jusqu'à  y  =  j^  -h  Ka. 
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Désignons  d^ailleurs  par  F(x^  j^)  +  C  la  valeur  de 
Vimlégrale  indéfinie  /  f{x^y)dx^  dans  laquelle  la  va- 
riable y  est  considérée  comme  constante  :  observons  en- 
fin qvie  ,  dans  le  cas  où  trois  fonctions  de  x  représentées 
par  M,    %^^  IV ,  vérifieront  les  conditions  i'  >  u  et  i^  <  w 
poixr  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites 
ac  =  or^,,  jî  =  X^  la  seconde  des  trois  intégrales  Judx^ 
J*\fdoc ,    Jwdx  obtient  une  valeur  moyenne  entre  celles 
de   la  première  et  de  la  troisième.  Comme  entre  les  li- 
niites  dont  il  s'agit,  la  fonction  f\x^  F(x)]  reste  con- 
statrunent  inférieure  à  Tune  des  expressions 

et  constamment  supérieure  à  l'autre,  l'intégrale 


X 


aura  une  valeur  moyenne  entre  celles  des  expressions 

f^f[x,  ¥(X)]dx  =  F[X,  F(X)]  -  F[x,,  F(X)], 

f^y[x,  ¥{xo)]dx  =  F[X,  ¥(xo)]  -  FK,   F(xo)], 

d'où  il  résulte  qu'elle  pourra  être  représentée  par  une 
au  ire  expression  de  la  forme 


X 


'^/{x,F(x.)  +  6[F(X)-F(*.)]}  rfr 

*0 


=  F{X,  F(«,)H-e[F(X)-F(*.)]}  -  F{*„F(*,)4-e[F(X)-F(x,)]} . 

Donc,  rëquation 
F{X)  -  j„  =  (X-  J?.)/{*o  ■+■  0(X  -X.),    r.  +  ©[F(X)  -/,  ]} 
pourra  être  remplacée  par  la  suivante 
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l  F{X)-F(*„)  =F{X,  F(x.)-f-e[F(X)- F- (*„)]} 
^^        <  -F{x„FK)H-e[F(X)-FC*i,.)JJ; 

•on  trouverait  de  même 

/F(x,)-F(x,)=F{x„F(a:,)+e.[F(x.)-F(x«)3} 
.    \  — i^(x„,F(x.)+©.[F(x.)— F(x„)]}  , 

W( • 

i  F(X)-F(x^,)=^{X,  F(x^.)-t-©»-.[F  (X)-F(;r^.;i  < 
\  -F{x^„F(x,_.)+0^.[F(X)-F(x>„_O]}  . 

à  l'aide  de  ces  équations  on  déterminera  des  limites  sou- 
vent très-rapprochées  entre  lesquelles  la  valeur  de  F(X) 
se  trouvera  comprise.  Concevons ,  pour  fixer  les  idées , 
que  Ton  considère  de  nouveau  Téquation 

djr  =  cosf  — g —  jdx; 

on  aura,  dans  ce  cas, 

/(x,  r)  =  cos{J  "^•^). 

on  pourra  prendre  en  conséquence 

/•(x,  y)  =  58in(^^^), 
Cl  Ton  aura,  en  vertu  de  Téquation  (a), 

F(i)  =  5sin r — ^  —  5sin — ^A-^, 

ou  ,  ce  quî  revient  au  même , 

F(i)  =   losm—cos i-^. 
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Ox» ,  le  nombre  8  devant  toujours  rester  inférieur  à  Tu- 

iifclté  ,  on  reconnaîtra  facilement  que  la   valeur  deF(i)  , 

cl^temûnée  par  Téquation  qui  précède ,  diminue  à  mesure 

cjue  ce  nombre  augmente  et  demeure  comprise  entre  les 

valeurs  de  Y  fournies  par  les  équations 

Y  =  losm—,     Y  =  sinT^cosf  j, 

c'est-à'dire  entre  les  quantités  o<,g984) . . . ,  et  o,9564v*- 
Si  Ton  prend  la  demi-somvié  de  ces  deux  quantités ,  sa- 
voir 0,977  pour  valeur  de  Tinconnue  F(i),  Terreur 
commise  sera  inférieure  à  la  demi-différence 

0,008  —  o,q56 

Si,  au  lieu  de  calculer  directement F(X)ouF(i)  par 
une  seule  équation ,  on  voulait  passer  par  les  valeurs  in- 
termédiaires F  (o,  a),  F (0,4), 9   on  aurait  tiré  des 

équations  (b) 

r./       ^              w         ^         ro,2-j-20oF(o^l  . 
F(o,9.)=  I0  8m(0,02)C0S  j ^ *l, 

F(o,4)— F(o,2)=  iosin(o,oi)cos  |-^ ^-^ ^^V  ^      \-L^^^ , 

C  i-h2F(o,4)-h20a[F(o,6)  —  F(o,4)]i 
F(o,6)— F(o,4)=:  iosip(o,02)cos|>>^      ^  'V^     ^^    ^      ^ i-^=^J  , 

„,    as      ^f    ^.            w         ^        (  1,^  -l~aF(o,6)4-203[F(o,8)~F(o,4)]; 
F(o,8)— F(o,«)=  iosm(o,o2)cos  \  -^ ^ — '- — — — ' ^^ =î| , 

,    .       «,    «^           ^   /        ^       i  r,84-2F(o,8)-t-?.e4[F(i)— F(o,8)]} 
F(i)  —  F(o,8)=iosin(o,o2)cosj-^ ^-^-^ — ^^  ^ — ^J  • 

On  s'assurera  facilement  que  les  valeurs  de 

F(o,2),  F(o,4),  F(o,6),  F(o,8),  F(i), 
déterminées " par  ces  équations,  croissent  tandis  que  les 
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nombres  ©o,  ©i,  ©t,  ©s,  ©4,  diminuent  et  se  trouvent, 
par  suite,  compris  entre  les  valeurs  de  j^j ,  Jt^,  y%^  j;. 
Y,  fournies  par  les  deux  systèmes  d^équations 

j,=:  losin  (0,02) CCS  0^02),  yi  =  1  osin  (0,02)  cos (0,01 -«- 

j, — j,=  iosin(o,o2)cos(o,o6-f-o,9;X0>  X* — /i=  1  osin (0,0a) cos (0,06— 
j-3— /,  =  io8in (0,02)005(0,10 -h o,rï/a),  ^3—7,=  iosin(o,02)cos(o,io— 
y4—j3=iosin (0,02)005(0, 14 +  0,1^^3),  /4— j3=:  iosin(o,o2)cos(o,i4^*:, 
Y  — .r4=  losin  (0,02) 003(0,184-0,2/4),  Y  — ^^4=  losin  (0,02)005 (0,18--  1, 

Le  premier  système  donne 

/,  ==0,19994,...,     ^,  =  0,39892,.  .,     73=0,59568...., 
74  =  0,78899,...,      Y=  0,97765,...; 

le  second 

y,  =  0,19962,...,    7,  =0,39766,...,     73  =  0,59289,..., 
74  =  o,784»3,...,     Y  =  0,97029,..., 

et  en  prenant  la  demi-somme  des  valeurs  de  Y ,  on  ob- 
é  tiendra,    pour   valeur  approchée  de  F(iJ,  le  nombre 

0,9739V?  ayec  la  certitude  que  Terreur  ne  surpassera 
pas  la  demi-différence 

2 

L'emploi  des  nouvelles  formules  a  notablement  dimi- 
nué les  limites  des  erreurs  commises.  En  effet ,  cette  li- 
mite, qui  était  d'abord  7^ ,  a  été  successivement  réduite  à 
o , G08 ,     o , Go36 . . . 

Poiu*  montrer  une  nouvelle  application  des  dernières 
formules,  considérons  Téquation  différentielle 

df  =  [x*  -h  7*)^'^> 

et  supposons  que,  l'inconnue  y  =  FC-^)  étai^t  assujettie  à 
s'ëvanouir  avec  x ,  on  demande  la  valeur  de  y  corres- 
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pondante  à  :r  =  i .  Comme  la  fonction  dérivée 

"  F'W  =  ^  =  •^^^-r^  =  ^*-^[F(;r)]^ 

sera  positive  tant  qu'elle  conservera  une  valeur  réelle, 
on  peut  assurer  que  la  fonction  F(x)  sera  toujours  crois- 
sante avec  X,  De  plus ,  il  est  clair  que  si  Ton  fait  croître 
y  sans  faire  varier  x,  la  fonction  x^  +  y^  croîtra  elle- 
même.  Cda  posé ,  Féquation  (a)  donnera 

F(.)  =  |  +  [eF(i)]i, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

{[0F(,)]t -le}»  =  le  +  de- 
puis, eu  extrayant  les  racines  positives  des  deux  membres^ 
et  observant  que  la  quantité  y -r  +  ç  ©,  supérieure  à 
^0,  ne  peut  devenir  égale  à  ^  0  ^  [0F(i)]*,  on  trouvera 

Or,  le  nombre  0  devant  être  compris  entre  les  limites 
o'et  I,  la  valeur  de  F(i)  déduite  de  réqualion  qui  pré- 
cède ,  restera  elle-même  comprise  entre  les  limites  cor- 
respondantes 

2  ^^^  1       a  /i       â       7  AT 

|  =  o,666     et     -+3  +  v/|+3  =  g+V-  =  ».»4o... 

Pour  resserrer  les  limites  de  F(i),  il  suffira  de  substi- 
tuer les  équations  (b)  à  l'équation  (a).  Si,  pour  fixer  les 
idées,  on  partage  la  différence  X  —  Xq  =  i  en  lo  élé- 
ments dont  chacun  soit  égal  à  o,i ,  on  tirera  des  équa- 
tions (b)  les  valeurs  des  quantités 

F(o,i),    F(o,^),     F(o,3),...,    F(o,9),     F(i),    . 
T.  II.  28 
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et  Ton  reconnaitra  facilement  qu'elles  sont  comprise» 
entre  les  valeurs  de  j-j,  j^j, . . . ,  j^,,  Y,  fournies  par  les 
deux  systèmes 

/,  =  o,oo5+  |[(o,  i)i]  4-o,iVo,oo25  -h  t(o,i), 

r.— r«=o>oo5-i-|[(Q>^)'~  (q>0'] 

-f-o,  iVo,oo254-r« -Ht[(<S2)^  — (o>0*]» 

Y,— r9=o,oo5+|[i  —  (0,9)^] 

-ho,iV/o,oo254r/3  4-t[i  —(0,9)']» 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  entre  les  valeurs 
Xt  =:*o,o2io8,    Xi  =  0,07413,    Xi  =  o,i5i27,    Xa  =  o>»4^97' 

Xi    =    0,36624»      X6    =    0,50089,       /?    =    0,65226,       ^8    =    0,80961, 

rs  =  o>99»75»  Y  =  1,18879, 

et 

Xr  =  o,o4i43,  ja  =  0,17368,    Xi  =  0,20935,     ^4  =  o,3255r, 

j^5  =  0,46041,  xe  =  0,61275,    ^7  =  0,78176,     Xi  =  0,96667, 

jj,  =  1,16688,  Y  =  1,37687. 

Si  Ton  prend  pour  valeur  approchée  de  F(i)  la  demi- 
somme  entre  les  valeurs  précédentes  de  y^  savoir, 
1 ,  28 ... ,  Terreur  commise  sera  inférieure  à  la  demi- 
différence  0,09.  Ainsi  l'emploi  des  équations  (h)  avec 
la  division  dç  la  différence  H,  ^^  x^  en  dix  éléments  a 
suffi  pour  déterminer,  à  moins  d'un  dixième  près,  l'une 
des  intégrales  particulières  de  l'équation 

(ix  =  («^  4-  y*)dx, 

dont  l'intégrale  générale  en  termes  finis  ne  peut  se 
déduire  d'aucune  des  méthodes  connues. 


VtHGT-llïtIVifeMB   LBÇOir.  -  4^5 
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Revue  «le  toutes  les  intégrales  particnlières  ou  singulières  qui  peuvent 
appartenir  à  une  équation  diflereotielle  du  premier  ordre.  ->  Pro- 
priétés de  quelques-unes  de  ces  intégrales. 


i76.  Toutes  les  fois  que  les  deux  fonctions  f{x^  y)  et 

X(^'  y)  =  ^j  /(^»  y)  resteïï^  finies  et  continues  dans 
le  voisinage  des  valeurs  particulières  x  =  x^,  y  z=.y^^ 
les  méthodes  exposées  dans  les  précëdenles  leçons  four- 
nissent une  valeur  d<î  j^  en  or,  savoir,  y  =  F  (ar),  la- 
quelle étant  fonction  continue  de  jr,  au  moins  entre  cer- 
taines limites,  l'une  inférieure ,  l'autre  supérieure  à  x^ , 
satisfait  à  la  double  condition  de  vérifier  l'équation  dif- 
férentielle dy  =  f{Xy  y)dx^  et  de  se  réduire  ky^  pour 
X  ■=  Xq.  Cette  valeur  de  y  eàt  une  intégrale  particulière 
de  l'équation  proposée  et  elle  est  de  plus,  dans  l'hypo-. 
thèse  admise,  la  seule  fonction  continue  de  x  qui  puisse 
remplir  à  la  fois  les  deux  conditions  énoncées.  Effective- 
ment,  si  une  autre  fonction  F(j:)  -f-  (f(x)  jouissait  des 
mêmes  propriétés,  on  aurait  non-seulement 

F'(x)  =/[x,  F(x)],     F(xo)=:ro, 

Inais  encore  F(Xo)  +  ?(Xo)  =jro>  tC^o)  =  o, 

F'  [x)  ^  f  '  (x)  =r/[x,  F(x)  -f.  ^  (x)] 

28.. 
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d  désignant  un  nombre  inférieur  à  Tunité,  et   par  suite 

D'ailleurs ,  si  après  avoir  posé  x  =  Xq  +  i  on  attribue  à 
la  quantité  l'une  valeur  infiniment  petite ^  ou,  ce  €pii  re- 
vient au  même,  si  Ton  fait  converger  x  vers  la  limite  oTo» 

la  fraction -77-(  =  -77-^^ r.   finira*  par  obtenir,    comme 

son  numérateur,  des  valeurs  sensiblement  nulles,  tan- 
dis que  la  fonction  ;^[x,  F  (x)  -|-  6y  (x)]  convergera  vers 
la  limite  xC-^o  »  J^o)  ?  où  aurait  donc 

OU 

ce  qui  ne  saurait  s'accorder  avec  Fhypotbèse  admise  « 

177.  On  peut  cependant,  même  dans  cette  hypothèse, 
concevoir  diverses  fonctions  de  x  qui,  étant  également 
propres  à  remplir  les  conditions  énoncées,  cpmeident 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x  =  Xq,  et  di- 
vergent pour  certaines  valeurs  de  x  sensiblement  difiFé- 
rcntes  de  Xq-  Il  peut  même  arriver  que  plusieurs  de  ces 
fonctions  restent  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  assujettit  la  variable^,  i*  à  vé- 
rifier l'équation  différentielle  (x  +.1  )dj — (y+i  )dx  =0  ^ 
'2^  k  s'évanouir  avec  x ,  les  deux  fonctions  continues 

satisferont  Tune  et  l'autre  aux  conditions  prescrites. 
Comme  le  radical  k  (x  -f-  i)'est  censé  représenter,  dans 
tous  les  cas,  une  quantité  positive,  il  est  clair  que  la  se- 
conde valeur  dej  coïncide  avec  la  première  tant  que  l'on 
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suppose  a:  4-  ï  positif,  et  se  réduit  à  j^  ==  — ^  i  dans  le 
cas  où  JC+  i  devient  négatif. 

Lorsqu'on  permet  à  la  variable^,  considérée  comme 
fonction  de  x,  de  varier  dWe  manière  brusque  pour  cer- 
taines valeurs  de  x,  il  devient  facile  de  la  faire  coïncider 
successivement  avec  plusieurs  intégrales  particulières. 
Soient  en  effet 

plusieurs  intégrales  de  cette  espèce.  Si  Ton  veut  quej^ 
coïncide  avec  la  première  de  ces  intégrales,  depuis 
X  =  —  00  jusqu'à  a: = Xi  5  avec  la  seconde  depuis  x  =  Xi 
juscpi^à  X  =.  OTi  y . . .  ^  enfin  avec  la  dernière ,  depuis 
X    :=  jc^  jusqu'à  X  =  -H.  op ,  il  suffira  de  supposer 

_  ¥0  (x)  -4-  F^  (x)  ^  F.  (a:)  —  T{xo)     x  —  x,  1 


^  \/{x--x^y 

On  pourrait  admettre  que  les  fonctions  Fo(x),  Fi(x),... 
représentent,  les  unes  des  intégrales  particulières,  les 
autres  des  intégrales  singulières  de  l'équation 

dy:=zf{x,  y)dx, 

auquel  cas  la  valeur  précédente  dej^  coïnciderait  succes- 
sivement avec  des  intégrales  de  ces  deux  espèces.  Ainsi , 
par  exemple ,  étant  proposée  l'équation  différentielle 


^y^iSj^> 


on  reconnaitra  sans  peine  que  la  fonction 

coïncide,  pour   tontes  les  vakurs  positives  dcx,   avec 
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Tint^ale  particulière/  =  x,  et  pour  touies  les  valeurs 
négatives  de  x  avec  l'intégrale  singulière  y  ==  o. 

Dans  le  cas  où  les  fonctions  Fq  (x)  ,  Fi  (x), . . .  repré- 
sentent des  intégrales  particulières ,  la  fonction 

_Fo(j7)+F^(^)    .F,(x)-Fo(x)     x-x,       , 

doit  être  censée  comprise  dans  Tintégrale  générale  de 
laquelle  on  la  déduit,  en  attribuant  à  la  constante  arbi- 
traire une  valeur  plus  étendue.  Soient  en  effet 

y  =  F(x,  c) 

Tint^ale  générale  de  Téquation  tfy  =  /{^t  y)^j 
et  Cq,  Cl,  Cff . . . ,  Cm  les  valeurs  particulières  de  la  con- 
stante arbitraire  C  qui  font  coïncider  cette  intégrale  gé- 
nérale avec  les  formules j^  =  Fo(x),     j  =  F|  (x), 

Pour  réduire  l'équation  y  =  F(x,  C)  à  la  formule 

_  F,  (j)  +F,  (.r)   ,   F,  (x)  —  Fo  (x)    x  — x. 

y  — -T~  — — — ^— — ^— —  — .  =.  -+-.•., 

il  suffira  de  prendre 

^ Co-4~  C|a         C| —  Co      X  — "  x.  Cm—  Chi_i     X  —  X|n 


a      V/(x-x.;»  ^         V/(x-x«)> 

178.  Soit  maintenant/  =  F(x)  yxxK^  fonction  quel- 
conque de  x  propre  à  vérifier  réquaxion^=y(x,  y)dx. 
Si  chacune  des  fonctions  /[x,  F(x)],  tX^ ^  F(^)l 
reste  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  X ,  ou  du  moins  pour  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  certaines  limites,  on  pourra  prendre  à  volonté 
l'une  de  ces  valeurs  poxu'  celle  que  nous  avons  représen- 
tée par  Xq,  et,  eu  conséquence,  /=F(x)  coïncidera,  au 
moins  pour  des  v^eurs  de  x  comprises  e];itre  certainesi 
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limites,  avec  Tune  des  intégrales  particulières  que  nous 
avons  déjà  considérées.  Donc  y  =  F(a')  ne  pourrait 
être  une  intégrale  singulière  ou  une  intégrale  particu- 
lière toujours  distincte  de  celles  dont  nous  venons  de 
parler  que  dans  le  cas  où  Tune  des  deux  fonctions 

cesserait  d'être  finie  ou  continue  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  de  la  variable  x.  Or  cette  condition  ne  peut  être 
remplie  que  dans  le  cas  où  ces  fonctions  deviennent 
constamment  infinies  ou  indéterminées^  et  comme  la 
fonction  F'(j?)  =  f\x^  F(-^)]  iie  saurait  être  constam- 
ment infinie  sans  qu'il  en  fut  de  même  de  F(jer),  nous 
devons  conclure  que  si  l'intégrale j^  =  F  (x)  est  toujours 
distincte  de  celles  que  Ton  a  considérées  dans  les  der- 
nières leçons,  et  si  l'on  n'a  pas  F  (a:)  =  dz  oo,  quel  que 
soitx,  la  fonction  F(x)  vérifiera,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  a:,  l'une  des  conditions 

/(*,  7)  =  l,     «[-T.  F(*)]  =  i,     x\.^>  FW]=i; 

en  d'autres  termes,  l'intégrale^  =:F(x)  vérifiera  l'une  des 
équations 

/(^»   y)  =  r,     zi^y  X)  =  h     ^(^^    ^)  =  o- 

Si  l'intégrale  F(x)  ne  devait  demeurer  entièrement  dis- 
tincte de  toutes  celles  que  nous  avons  considérées  dans 
les  dernières  leçons  qu'autant  que  la  valeur  de  x  reste- 
rait comprise  entre  certaines  limites ,  on  pourrait  encore 
affirmer  que  cette  intégrale  vérifie  Tune  de  ces  trois  équa- 
tions, mais  seulement  pour  des  valeurs  de  Xq  renfermées 
entre  les  limites  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  applique   ces   principes   généraux   aux  deux 
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équations  différentielles 
on  trouvera  successivement 

Les  quatre  fonctions  qui  précèdent  ne  deviennent  indé- 
terminées pour  aucune  valeur  de  la  variable  y  considérée 
conune  une  fonction  de  x,  mais  la  seconde  et  la  qua- 
trième deviennent  infinies,  et  par  conséquent  Féquation 

— 2=  o  se  trouve  vérifiée  cruand  on  attribue  à  cette 

;c(^>  y)  ^ 

variable  la  valeur  j^  =  o,  laquelle  est  une  intégrale  sin- 
gulière de  Téquation  rf^  =  f  -  )  Vjc,  et  une  intégrale  par- 
ticulière de  réquation</r  =y  lyrir.  Supposons  encore 

X*dx 

sin- 

r 
dans  cette   hypothèse,  les  équations  de  condition  de- 
viendront 

2  r  sm  -  -h  cos  -  sm  »  - 

.ZL  -  o  y  y  _o    y         

.  I  ""  °'  \     ï        ~^'  il T"*'^ 

*™-  sin*-  2rsiii — h  cos- 

y  -y  y         y 

Les  deux  premières  ne  peuvent  être  vérifiées  qu'autant 
que  l'on  aura  -  =  ±:  bo,  jr  ==  o.  D'ailleurs,  si  l'on  pose 

X  =±  —  ■ 


c 
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n  désignant  un  nombre  entier  quelconque  et  c  une  con- 
stante indéterminée ,  on  aura ,  à  très-peu  près ,  pour  de$ 
valeurs  considérables  de  n^ 


y' 

I 

I 

sin- 

ft\f—%  0îfi ,,      ■ 

c 

/î*7r» 

donc  la  valeur  de  y  correspondante  à  /t  =  oo,  savoir , 
^  =  o,  produira  effectivement  une  valeur  indéterminée 

I  Y* 

-  du  rapport .  Il  serait  également  facile  de  prouver 

sin- 

y 

que  cette  valeur  jr  =  o  vérifie  la  formule 

.    I  1 

2rsiD — h  cos- 

y         y  _o 


I 

sin*- 

y 


Ajoutons  qu'elle  satisfait,  comme  intégrale  particulière,  à 
Téquation  djr  = ,  qui  a  pour  intégrale  générale 


I 

sin- 

y 


j?  -H  c  =  ces-,     ou     X  ' 


X  a/iir  it:  arc  CCS  (x  —  C) 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

sin*- 

Quant  à  la  formule =  o,  on  en  tirera 

.II 
2r9m--+-cos- 

y        y 

y  y  '     -"  nw 

Les  valeurs  de  y  fournies  par  cette  dernière  équation 

seront  des  intégrales  singulières  de  Téqualion  dy  = • 

sin- 

y 
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On  doit  seulement  excepter  la  valeur  jr  =  o,  qui    corres- 
pond à  w=oo. 

Si  Ton  avait  considéré  Téquation  dy  = '^ , 

r*  sin  -.  —  cois  — 

y  y 

la  formule  fix^  y)  =  \  serait  devenue 


r'sm cos- 


On  y  satisfait  encore  par  la  valeur  j^  =  o  considérée 
comme  limite  d'une  valeur  de  la  forme 


r  = 


(/i+l)^ 


/l'îr' 


mais,  dans  le  cas  présent,  la  valeur  j*  =  o  est  une  inté- 
grale singulière  de  Téquation  différentielle  proposée ,  qui 

a  pour  intégrale  générale  y  sin-  =  a?  H-  C. 

179.  Quoique  bien  différente  des  intégrales  particu- 
lières que  nous  avons  considérées  dans  les  précédentes 
leçons,  la  formule  y  =  o  peut  se  déduire  de  la  méthode 
fondée  sur  l'emploi  des  équations 

Ji  —  Jo  =  (jci  —  *o)/(^o,  Jo). . .  etc. 

En  effet,  si  Ton  suppose  généralement  que  f{xi  y)  s'é* 
vanouisse  quel  que  soit  x  pour  une  valeur  nulle  de  y^  on 
tirera  de  ces  équations,  en  prenant  y©  =  O9 

rx    =  yo  =  0,     /,   =  jr^    ==   o,      Y   =  7„.,    =   o, 

puis ,  en  écrivant  y  au  lieu  de  Y,  on  obtiendra  Tinté- 
§rale  cherchée  y  =.  o.  Ajoutons  que  cette  intégrale  se 
trouve  comprise  dans  la  formule  ^  =  |,  a  laquelle  on 
parvient  en  opérant  toujours  de  la  même  manière  dans 
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1.6   oas  OÙ  une-  valeur  nulle  de  y  rend  indéterminée   ]a 
foi:ictîon/'(x,  y). 

Il  est  essentiel  d'observer  que  la  fonction  représentée 
pa.x*  fJiXy  y)  est  précisément  ce  que  devient  le  coefficient 

différentiel-—-  quand  on  y  considère j^'  comme  une  fonc- 
tion de  a:  et  de  j^  déterminée  par  la  formule 
y'  =/(x,   y). 

De  cette  observation,  jointe  à  ce  qui  précède,  on  conclut 
le  fait  énoncé  par  d'autres  géomètres,  que  l'un  des  ca- 
ractères des  fonctions  singulières  était  de  rendre  infini 

'   ou  indéterminé  le  coefficient  différentiel  ^ . 

dy 

Remarquons  enfin  que ,  dans  le  cas  où  l'équation 

dy=f{xy   y)dx 

a  pour  intégrale  singulière  la  formule  j^  =  o ,  et  pour 
intégrale  particulière  une  autre  valeur  de  y  qui  s'éva- 
nouit avec  X  —  Xq,  sans  être  constamment  nulle,  on 
peut  déduire  ces  deux  valeurs  àey  des  équations 

r.  —  /o  ?;=  (Xi   --  *o)/(-a?o,  yo)y 

yz  —  yt  =  {^^  —  ■a?i)/{^,,  rO» 

etc., 

savoir,  la  première  valeur  en  prenant  pour  y^  une 
quantité  rigoureusement  nulle,  et  la  seconde  valeur  en 
prenant  pour  j-o  ^^^  quantité  infiniment  petite. 

180.  Si  l'on  proposait  d'intégrer,  non  plus  l'équation 

dy  =/(x,  y)dx, 

mais  la  suivante  f  ix^  y^  ^  j=  o ,  il  suffirait,  pour  ob- 
tenir la  fonction  ;^(ar,  j),  de  tirer  la  valeur  de  y  en  x  de 
l'équation  f{Xyy^  y')  =  o.  D'ailleurs,  si  l'on  désigne 
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par 

les  trois  dérivées  partielles  de  f(x,  y^  y')  par  rapport 
aux  trois  variables  x,  jy  y\  les  valeurs  de  y   et    de 

j-^  tirées  de  Téquation  f{Xy  y^  y')  =  o,  vérifierai  eut 

évidemment  Téquation 

ou  -f-7  =  —  -—7 — ^ — =^,  Par  conséquent,  si  l  on  passe 
de  l'équation  ^  =y  (x,  7)^x  à  Téquation 

•^(^'  •^'  £)  =  *'' 

les  formules 

x{^^  y)  =  5. 


devront  être  remplacées  par  les  suivantes 


=  o. 


dans  lesquelles  il  faudra  considérer  y*  comme  une  fonc- 
tion des  variables  x  et  j^  déterminée  par  l'équation  , 

/(*,  y  y  y')  =  o- 

Concevons,    pour  fixer  les    idées,   que  cette  dernière 
équation  se  réduise  ky  =  xy'  +f(y')j  on  aura 


la  condition  -7-  =  00  deviendra 
dy 


dy  "~^+/'(r)' 

00  deviendra 
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et  VéliminatioB  à^y'  entre  celte  équation  et  Téquation 

donnera  les  intégrales  singulières  de  Téquation  proposée. 
ISl .    D'après  ce  que  nous  venons  de  dire ,  pour  ob- 
tenir le»  intégrales  singulières  de  Féquation  différentielle 

il  suffit  de  chercher  les  valeurs  de  j^  en  a:  qui  auront  la 
propriété  de  rendre  l'une  des  fonctions  y*  (a:,  y)^  X\^'>j) 

indéterminée  ou  de  vérifier  la  formule  —7 r  =  o,  et 

qui  satisferont  en  mèïne  temps  à  Féquation 

dy  =  f{xy   y)dx. 

De  plus,  comme  les  valeurs  à^ y  en  a:  qui  rempliront, 
cette  double  condition  pourront  être,  ou  des  intégrales 
singulières,  ou  des  intégrales  particulières,  il  faudra 
trouver  un  moyen  de  distinguer  ces  deux  espèces  d'inté- 
grales. Cette  distinction  ne  présente  aucune  difficulté 
dans  le  cas  où  l'intégrale  générale  est  connue  ;  dans  le 
cas  contraire  on  peut  l'effectuer  à  l'aide  des  propositions 
suivantes  : 

i**"  Théorème.  Pour  décider  si  une  valeur  j^  =  F  (x) 
est  une  intégrale  particulièr.e  ou  singulière  de  l'équation 

dx  =/(«,  y)dx, 

il  suffit  d'examiner  si  z  =  o  est  une  intégrale  particu- 
lière ou  singulière  de  l'équation 

dz  =    {/[or,   F{œ)  -h  z]  - /[x,   F{x)\}  dx. 

Eu  effet, j^  =  F(x)  devant,  par  hypothèse,  vérifier  l'é- 
quation (fy  =f{x,  j)rtr,  on  aura 

d.F(xy  =  /[x,  F<f)]dx. 
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Soit  d'ailleurs  F(x\  y)  =  C  rintëgrak  générale  de  Te- 
quation  donnée  ;  si  Ton  pose  dans  cette  équation 

y  =  F{x)  +  z, 
et  si  Ton  a  égard  à  la  formule 

dF{x)  =z  /{œ,  F{x)'\dx, 
on  obtiendra  Téquation 

dz  =    {/[.:,   F{x)  +  z]  ^f[x,   F{x)]}dx, 

à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  ^  =  o,  et  qui  aura  pour 
intégrale  générale 

f[xy  F[x)  -h  3]  i=  C. 

Or  il  est  clair  que  y  =  P(x)  vérifiera  Féquation 

F(:r,  j)  =  C 
lorsque  ^  =  o  vérifiera  Téquation 

F[x,  F{x)  -h  2]  =  C; 

c'est-à-dire  lorsque  la  fonction  F  [a:,  -FÇ^)  +  -z]  se  ré- 
duira d'elle-même  à  une  quantité  constante.  £n  d'autres 
termes,  j^=  F(x)  sera  une  intégrale  particulière  de  l'é- 
quation (i)  lorsque  z  =  o  sera  une  intégrale  particu- 
lière de  l'équation 

dz  =   {/[x,  F(x)  -h  z]  -f[x,  F(x)]}dx, 

et  réciproquement.  Donc ,  etc. 

Corollaire.  Comme  il  est  indifférent  de  représenter  la 
fonction  inconnue  de  x  propre  à  vérifier  cette  dernière 
équation  par  la  lettre  z  ou  par  la  lettre  jr,  il  résulte  évi- 
demment du  théorème  qui  précède ,  que,  pour  détermi- 
ner la  nature  de  l'intégrale  j^  =  F(x)  appartenant  à  une 
équation  du  premier  ordre  entre  les  variables  a:  et  j^,  il 
suffit  de  déterminer  la  nature  de  l'intégrale  j^  =  o  appar- 
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tenant  k  une  autre  équation  dijOTérenlielle  du  premier 
ordre  entre  les  mêmes  variables.  Ainsi ,  la  question  peut 
toujours  être  ramenée  au  cas  où  Ton  aurait  identique- 
ment JF'(x)=o  ;  ajoutons  que,  dans  ce  dernier  cas,  elle  se 
résout  immédiatement  à  Taide  des  théorèmes  que  nous 
«liions  énoncer. 

^me  Xhéorème,  Soient  a  et  6  deux  quantités  infini- 
xnent  petites  dont  la  seconde  est  tellement  choisie  que  la 
fonction  f(x ,  y)  conserve  constanunent  le  même  signe 
entre  les  limites  j^  =  a,  j^  =  6,  si  la  valeur  ^  =  o  vé- 
rifie comme  intégrale  singulière  Téquation 

dx  =/(j?,    'y)dx, 

ri \>  prise  par  rapport  à  la  seule 

variable  y  entre  les  limites  dont  il  s'agit  aura  elle- 
même  une  valeur  infiniment  petite. 

Démonstration.  Représentons  toujours  par 

F  {x,  x)  ==  C 

Tintégrale  générale  de  Téquation  djr  ==  f  (x^  y)^-} 
et  soient  d'ailleurs  4>(ar,  y)^  X(j:,  y)  les  deux  dérivées 
partielles  de  la  fonction  ^{x^y)  par  rapport  aux  deux 

du       du 

variables  x  et^.  De  Téquation  connue—  =  -^ , eny  rem- 

phçantuparF(a:,y),N  par  l'unité,  et  M  par — f(x^y)y 
on  tirera 

^   '  *^^  f{x,   x) 

Cette  dernière  formule  étant  identique ,  si  Ton  intègre 
ses  deux  membres  par  rapport  à  la  variable  y  entre  les 
limites  jr  =  a,  j^  =  6,  on  trouvera 

F(X,    C)-F(X,    .)=:-/%(x.    r)jj^y 


/. 
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si  d'ailleurs  on  représente  par  d  un  nombre  inférieur  k 
l'unité ,  on  aura 

et  par  suite 

'  6       dy       __  F(jr,  i»)  —  F(x,  g) 

De  plus^  J'  ===  o  étant,  par  hypothèse ,  une  intégrale  sin- 
gulière de  l'équation  dy  =  /(x,  j)  doc^  ne  pourra  véri- 
fier l'équation  F(j:5  j)  =  C*,  en  d'autres  termes,  l'ex- 
pression F(x,  o)  ne  pourra  obtenir  une  valeur  finie  et 
constante,  ou  bien  une  valeur  constamment  infinie. 
Donc  F(j:,  o)  devra  être  nécessairement  une  fonction 
finie  de  la  variable  x^  et  sa  dérivée 
,  rfF(o,    a) 

se  réduira  elle-même  à  une  fonction  finie  dex  ou,  tout  au 
plus,  si  la  fonction  F(x,  o)  est  linéaire,  à  une  constante  finie 

différente  de  zéro.  Par  suite,  le  rapport  -7—^ — — •  //»      "xi 

s'évanouira  pour  6  =  a  =  o  5  d'où  l'on  conclut ,  en  ad- 
mettant la  continuité  des  fonctions  F(x,  j^),  9{x^y) 
dans  le  voisinage-  àe  y  =  0,  que  le  rapport  dont  il  s'agit 

jf~^ — r  équivalent  à  ce  rapport,  obtien- 

dront,  en  même  temps  que  les  quantités  a,  6,  des  va- 
leurs infiniment  petites. 

3««  Théorème.  Si,  la  formule  j  =  o  étant  propre  à 
vérifier    l'équation     dy   =  f  (x^    y)dx^    l'intégrale 

/•€      dr  , 

j     -jr r  obtient  une  valeur  infiniment  petite ,  y  ==  0 

sera  une  intégrale  singulière  de  l'équation  différentielle 
proposée. 
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Démonstration.  Supposons  en  effet  que  cette  intégrale 
mx    xLTke   valeur    infiniment   petite,   Fintégrale  définie 

/      ff         V  ^^  ^^^^  déduit  de  la  première  en  substi- 

tuaixt  ^  à  6,  ne  pourra  élre  qu  une  fonction  finie  et  dé- 
termîixëe  des  variables  or  et  j^,  et  Ton  devra  en  dire  au- 
tant de  l'intégrale   l     '^. r,  que  Ion  obtient  en  rem- 

plaçant  la  quantité  infiniment  petite  a  par  sa  limite , 
c'est-à-dire  par  zéro.  Cela  posé ,  soit 

Désignons  d'ailleurs  par  Ç  une  valeur  particulière  de  x, 
et  par  j-  =  F  (or,  C)  l'intégrale  générale  de  l'équation 
djr  =  y(x,  y)dx^  on  aura  identiquement 

d¥{x.    C)  =/[x,   F(ar,  C)]dx', 
puis,  à  cause  dej^  J{£~J)  ~  ^('^'  •^)' 


/: 


«p.r«iUeifK,  F(i,  C)]  =-^'^'^'^'  g'|fe.O»li- 

rera  de  cette  dernière ,  en  désignant  par  h  un  accroisr- 
sement  arbitraire  de  x ,  et  par  &  un  nombre  inférieur 
à  l'unité, 

î%  F(x+A,   C)]-  f[5,   F(x,    C)] 

/[(x  4-  eA,  F(a7  -f-  gA.  C)] 
"■  /[f,   F(x  -H   eh,    C)]       ' 

T.  H.  29 
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puis»  en  posant  ^  =  x  +  SA,  on  trouvera,  quelles  que 
soient  les  quantités  x,  A  et  C,  • 

Ç[x  -+-  ô/i,  F(x  -H  Oh,   C)]  —  f[x  +  Bh,  ¥{x,   C)]  =  /i. 

Il  est  maintenant  facile  de  prouver  que,  dans  Thypo- 
thèse  admise,  j*  r=:  o  est  une  intégrale  singulière^  car, 
si  Ton  pouvait  déduire  cette  intégrale  de  la  formule 
y  =  F(x,  C),  en  attribuant  à  la  constante  C  une  va- 
leur particulière  c,  il  suffirait  de  prendre  C  =  c  pour 
réduire  la  dernière  des  équations  qui  précèdent  à  la  sui- 
vante 

h  =  î{x  -h  Oh,  o)  —  {{x  -4-  Oh,  o)  =  o; 

et  cette  dernière  ne  pourrait  évidemment  subsisler,  la 
valeur  de  h  devant  rester  arbitraire ,  qu'autant  que  son 
second  membre,  au  lieu  de  se  réduire  à  zéro,  comme  il 
arrive  toujours  quand  f  (x,  j)  désigne  une  fonction 
finie ,  se  réduit  à  ^ ,  ce  qui  arrivera  nécessairement  si 

la  fonction  f  (x,  r)  =    /     77 r  devenait  indétermi- 

née  ou  infinie.  A  la  vérité ,  j^  =  o  ne  vérifie  Téquation 
dj  =  f(Xf  y)dx  que  dans  le  cas  où  la  fonction  y*  (x,  o) 
obtient  une  valeur  nulle  ou  indéterminée  \  et  comme 
alors  le  second  membre  deTéquation 

f[f,   F(x  -f-  A,   C)]  -  fff,  Y{x,   C)] 

^.f[x  4-  Oh,  F(^_-+-_^A,   C)] 
/[f,  F(x  ^  Oh,  C)T^ 

se  réduit  à  2 ,  il  semble,  au  premier  abord ,  qu'on  ne  de- 
vrait pas  étendre  Téquation 

{[x-hOh,  F(x-HÔA,    C)]  — f[ar-h«A,   F(ar,    C)]=A 

à  une  intégrale  particulière  de  la  forme 

y  =  Y{x,  c)  =  o; 
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mais»  pour  «'assurer  que  cette  eittension  est  légitime,  il 
juilit  d'observer  que  cette  équation  subsistant  pour  toutes 
les  valeurs  de  C  différentes  de  c  ne  cessera  pas  d'être 
▼raie  tandis  que  C  convergeant  vers  la  limite  c,  la  dif- 
férence C  —  c  deviendra  infiniment  petite;  d'où  il  est 
permis  de  conclure  que  cette  équation  suWstera  encore 
quand  la  différence  C  < —  c  deviendra  rigoureusement 
nulle. 

182.  n  suit  des  théorèmes  i^*  et  3""*  ,  que,  pour  dé- 
cider si  la  valeur  y  =  o  vérifie  comme  intégrale  sin- 
gulière ou  comme  intégrale  particulière  l'équation 


il  suffit  d'examiner  si  la  valeur  de  l'intégrale  définie  sin- 


gulière  j    - 


dy  =  f{x,    y)dx, 

r  si  la  valeur  de  l'in 
,       .        r ,  X  étant  considérée  comme  une  con- 

'oc  f\^j  y) 

stante ,  est  ou  n'est  pas  une  quantité  infiniment  petite  ; 
a  et  6  sont  d'ailleurs,  comme  on  l'a  déjà  dit,  deux  va- 
leurs de  y  infiniment  petites  telles  que  dans  l'intervalle 
6  —  a ,  la  fonction  f{x^  y)  ne  change  pas  de  signe. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  les  équations  diffé- 
rentielles^ =  i-XdXf  dj  ■=i  y\ydx^  déjà  traitées 
dans  la  précédente  leçon,  on  trouvera  que  l'intégrale 
/  "^     se   réduit,    pour   la  première,  à  la  quantité 

infiniment  petite 

/.'(!>  =  "'("-•''• 

pour  la  seconde ,  à  l'expression  indéterminée 


i. 


^9- 
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donc  j^  =  o  est  une  intégrale  singulière  de  la  première 
de  ces  équations  et  une  intégrale  particulière  de  la  se- 
conde. C'est,  au  reste,  ce  que  nous  avons  déjà  reconnu 
à  Tinspection  des  intégrales  générales  de  ces  équations 
diflerentielles. 

Considérons  maintenant  une  équation  difTérentielIe 
dont  Tîntégrale.  générale  ne  puisse  être  obtenue  sous 
forme  finie,  par  exemple 

dy  =1  (y   -+-  sinj)(u:  -f-  Ij)^^, 

on  aura 

f^    dj    __  Ç^ 4r /*^ 1 djr 

A7(^)""A(a:+lj}(r-hsin7)"~     /      /    ^j^V,  _^sin£\  j-l/ 

Pour  que  la  fonction  comprise  sous  le  signe  f  ne  change 
pas  de  signe  entre  les  limites  y  =  a,  j-  =  6  supposées 
infiniment  petites,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  ces 
limites  soient  deux  quantités  de  même  signe  :  supposons 
cette  condition  admise  ^  on  aura ,  en  vertu  d^une  formule 
connue , 


y  désignant  une  valeur  de  y  comprise  entre  les  limites 
à  et  6,  et  par  conséquent  très-rapprochée  de  zéro.  Or 
on  a  sensiblement 


X  X  sm  y 

ly  lo         •  y 
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Doue  rintëgralc  définie  se  réduit,  à  très-peu  près,  à 

\C 
ilp  5  celte  dernière  expression  étant  indéterminée  pour 

des  valeurs  infiniment  petites  de  a  et  de  6,  j  =  o  sera 
une  intégrale  particulière  de  Téquation  différentielle 
proposée. 

En  ayant  égard  au  premier  théorème  et  raisonnant 
sur  l'équation  dz  =  {f[x,  F  (x) + z]  —f[x,  F(x)] }  dx, 
comme  nous  venons  de  le  faire  sur  Téquation 

on  établira  immédiatement  la  proposition  suivante. 

4"«  Théorème.  Pour  décider  si  la  formule  y  =  F{x) 
vérifie  comme  intégrale  singulière  ou  particulière  l'é- 
quation dy  =  /{J^i  j)^->  îl  suffit  d'examiner  si  la  va- 
leur de  l'intégrale  définie  singulière 

est  ou  n'est  pas  une  quantité  infiniment  petite ,  x  étant 
considéré  comme  une  constante  ;  a  et  6  désignant  deux 
limites  infiniment  petites  de  z  entre  lesquelles  la  fonction 
comprise  sous  le  signe  f  ne  change  pas  de  signe. 

Corollaire  i®'.  11  est  clair  que,  dans  ce  théorème,  on 
peut,  sans  inconvénient,  substituera  l'intégrale  ci-dessus 

/*F{x)-hC                     dy 
l'întégfale  équivalente  ;  jr. r j^ iEi7~v\  • 

Corollaires'^''.  Le TSimoTt  77 „.  .  , — x — 77 — =7-^, 

pouvant  être  considéré  comme  le  produit  des  deux  facteurs 


/[x,   F{x)  +  z]-/{x,   F{x)Y     z' 
et  l'intégrale  singulière    /     —    étant  équivalente  à  1  - , 


454  CAIXVL    IBTÉGAAL. 

Tintégrale  ci-dessus  pcat  être  rem^aofée  par  1 

ç ,f 

/[x,  F{x)  H-  Ç)]  -  /[x.   F(')l    -' 

^  déâgnant  une  valeur  infininieiii  petite  de  x  ^ 

entre  les  limites  a. et  €.  Or.  la  quantité  1-  étant  indétex^ 

minée  pour  des  valears  infiniment  petites  de  a  et  de  S , 
celte  expression   ne  pourra  devenir  infiniment  petite 

qu'anunt  qne  le  rapport^^^^   ^^^^  ^  ^^  _  ^^    ^^^^ 

deviendra  lui-même ,  ou  nul,  on  indéterminé  pour  (^ = o: 
d'ailleurs ,  comme  ses  deux  termes  s'évanouissent  avec  ^, 
sa  véritable  valeur  correspondante  à  ^  =  o  sera  équiva- 
lente à  celle  de  la  fraction  — = —7-; ç^ ,  c'est-à-dîre  a 

la  quantité  —= =7-ri.  Donc,  en  vertu  du  4**  théorème 

y  =  F{x)  ne  pourra  satisfaire  comme  intégrale  singu- 
lière à  Téquation  dy  =  /(x,  y)dx^  que  dans  le  cas  où 

Terpression  — = • .  ,.    sera  nulle  ou  indéterminée,  et 

par  conséquent  dans  le  cas  où  Texpression  y  =z  F(x) 
vérifiera  Tune  des  conditions 

Donc  ces  deux  équations  seront  les  seules  qui  poissent 
fournir  des  intégrales  singulières  de  Téquation  ififlereD- 
tielle  proposée ,  et  dans  la  recherche  de  ces  int^rales , 
il  sera  inutile  d'avoir  égard  aux  valeurs  de  y  qui  pour- 
raient rendre  indéterminée  la  seule  fonction  /(x,  y). 
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Intégration  des  équations  difTérentielles  do  premier  ordre  dans  les- 
quelles la  dérÎTée  est  élerée  à  des  puissances  entières  ou  fractionnaires, 
positives  ou  négatives.  —  Application  à  la  recherche  de  Téquation 
d^une  courbe  lorsqu'on  connaît  la  relation  qui  lie  Tare  s  aux  coordon- 
nées x^j*. 


183.  IlaiTÎve  souvent  que  dans  l'équation  différentielle 
du  premier  ordre ,  les  différentielles  rfx,  dy  ou  la  dérivée 

y  =2-^  soient  élevées  à  des  puissances  entières  ou  fraction- 
naires :  dans  le  cas  où  tous  les  exposants  sont  entiers ,  la 
forme  générale  de  Téquation  est 

(iy-mr-'-(ir--"i-'-=». 

Fi)  Fsî  • .  •  j  F„_i,  F„  désignant  des  fonctions  de  x  et  de 
jr.  On  parvient  à  l'intégrer  dans  quelques  cas  particu- 
liers :  supposons  d'abord  que  cette  équation  puisse  être 

résolue  par  rapport  à  —-,  et  désignons  par  /) ,  ^i  >•••  5  fn 

ses  n  racines,  on  pourra  lui  substituer  les  n  équations 
différentielles  du  premier  ordre 

que  l'on  intégrera  à  l'aide  des  méthodes  connues.  L'é- 
quation   différentielle    proposée  étant    équivalente    au 
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produit 

(l-/.)(5-^-)-(l-^--)(S-^-> 

sera  vériCëe  par  chacune  des  intégrales  des  n  équations 
diiférentielles  du  premier  degré.  Cela  posé ,  soient 

ces  n  intégrales ,  la  formule 

^.(^,  r.  ^.)^*(^»  r,  c.)...^»(*,  y  y  Q  =  o, 

renfermera  toutes  les  solutions  de  Téquation  donnée.  On 
ne  restreindra  pas  la  généralité  de  cette  intégrale  en  dé- 
signant toutes  les  constantes  arbitraires  par  la  même  lettre 
C,  ou  en  lui  substituant  la  formule  suivante 

<PA^y  y 7    C)p,{x,  y,    C)...(p„(x,  y,   C)  =  o, 

puisqu^en  égalant  tour  à  tour  chacun  de  ces  derniers  fac  - 
teurs  à  o ,  et  donnant  à  C  toutes  les  valeurs  numériques 
possibles ,  on  retrouvera  nécessairement  toutes  les  inté- 
grales particulières  que  chaque  facteur  de  l'intégrale  gé- 
nérale est  susceptible  de  fournir. 

t"  Exemple  :  ~j-^  —  a'  =ï  o, 

fv^ay     f^  =z  -^  a,       (PxiJCy  yy   Ct)  =  y  —   ax    -j-  C,^ 
^a(j?»  r,    C^)  =  y  -h   ax   -h  C,. 

L'intégrale  générale  sera 

{y  —  «a-  ^  c,)(y  -h  ax  -+-   C,)  =  o, 

ou  (y  -^  ^Y  —  ^^^^  =  o- 
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2"®  Exemple  :  -~  -»—  ax  =  o, 

/,  =  l/IflW,      /a  =  —  l/flï, 

l^^intégrale  générale  sera 

[y  —  jflix*-h  C.)  (^  4.|flîxÎ4-  C.)  =  o, 
ou 


^^' Exemple:^'  ^-  2^^  = 


En  résolvant  cette,  équation ,  on  arrivera  aux  deux  équa- 
tions homogènes 


dx      X      y  X' 
dx      X       y  X* 


-h   I   =  o, 


^  H-   ,   =  o, 

qu'il  est  facile  d'intégrer  par  les  procédés  connus. 

184.  Lorsque  Téquation  proposée  ne  peut  pas  être  réso- 
lue par  rapport  k  —el  qu'elle  peut  Fétre  par  rapport  à 
y  ou  X ,  on  retombe  sur'l'une  des  formes 

•  X  =  ¥{x,  x'h  ^  =  F(7,  yy 

Dans  Tun  etPautre  cas ,  la  différentiation  conduira  à  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
variables  ar  y  jr\  ou  j-,  y-j  en  admettant  qu'dle  tombe 
dans  la  catégorie  de  celles  qu'on  sait  intégrer,  il  suffira 
d'éliminer  j''  entre  l'intégrale  obtenue  et  la  proposée 
pour  avoir  l'intégrale  cherchée. 
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Donnons  encore  quelques  exemples  : 

différentiant 

fdxzzzy'dx  -^xdy'-hnaf^'f{y)dx  4-x-df/(/), 
ou  xdy'  H-  n/{y)af^'dx  -h  x^dfi^y')  =  o; 

posons  3ff{j)  =9(j'),  d'où 


-^'  =  [/W-^'' 


./(,o^.^=^(^^^<^^^^)-,^<^^^^^^^^ 


et  par  suite 


a®.  /  =  j?^'  -f.  4ïar*/»  -h  ^x^/'*  -H  etc., 

en  difiSrentiant ,  on  aura 
xdy-h2axy^dx-h2axydy'¥^3bxy^dxH'3bjp^y*d/'^tc.^o, 

et  en  posant  0^  =  li,        j:=-j,       dx^- y^ , 

dr' 

-^-j-  -4-  ladu  -h  Zbudu  -4-  etc.  =  o, 

Ij'  -h   aw   -f.   i&«»    -4-..,.  =  C. 
185.  On  intègre  enoore  facilement  Tëquation 

(iT-'-(ir'-<ir—"i--=". 
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lorsqu'elle  est  homogène  par  rapport  k  xetk  jr.  Ea  fai- 
sant en  effet  alors  j^^tx^  xdt  =  zdx^  on  aura 

ify  =  tdx  -^  JxU  =:  (t  -h  zjdXy 
et  Téquation  proposée  deviendra 

(r-f  »)•-»- T.(/-h  z)«-'4-T,(f-h»)»-*-^...T^, (/+s) -h T,  =  o, 

Ti  ^  Ti ,  •  •  •  9  Tn  désignant  des  fonctions  de  la  seule  variable  t . 
Cette  dernière  équation  donnera  un  certain  nombre  de 
valeurs  z  que  Ton  substituera  dans  Téquation  du  premier 

ordre  xdt  c=  zdx ,  ou  —  =  —  pour  en  déduire  par  i'in» 

t^ation  l'expression  de  a:  en  /,  et  par  suite ,  &  Faide 
de  Féquation  j^  ^  tr  les  diverses  valeurs  de  y  ou  les 
diverses  intégrales  de  l'équation  proposée. 

icin=3,  T,=— i,  T,  =  l,  T,=  -l,  etl'ona 

('+»)'  -?(< + »y+j{f +«)  -  îi  =  O' 

OU  [a(,4-,)_,]_21X L  =  o, 

d'où  l'on  tire  ^(t-\-  z)  —  i  =  o,  i  +  t(t  +  «)*  =  o , 

dx  _    dt  àx  _  dt  dx  _  dt 

X  ~P^'     T~  7      Ai'    T  /      i\i* 


— (-ff'    -(-0' 


Il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  ces  trois  équations  et  à 

y 

substituer-  à  /  pour  oblenîr  trois  intégrales  de  Téqua- 
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tion  différentielle  proposée.  On  pourrait  aussi  remarquer 
simplement  qu'en  faisant  dans  Téquation  homogène 
y  :=L  tx^  y  et  X  disparaîtraient^  Téquation  résultante 

donnerait  la  valeur  de  ^  =  y  '  en  t.  Gomme  on  a  d  ail- 
leurs dy  =  tdx  -h  xdt  =  ydXy  on  aura  aussi 
dx  dt 


X 


y'-t' 


équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées ,  puisque 
y*  s'exprime  en  fonction  de  t  seul  \  on  en  tirera 

On  emploiera  Tune  ou  l'autre  des  deux  intégrales 

/dt ç     dx' 

suivant  qu'il  sera  plus  facile  d'obtenir  la  valeur  de^'  en  t 

ou  la  valeur  de  t  en  y\  Si  l'expression  f—, est  inté- 

grable  à  l'aide  de  logarithmes ,  ou  si  l'on  a 

I    — , =  lu, 

on  aura  lr=lC-hlw,    x  =  Cu.  y=Ctu.,  y  sera  ex- 
primé algébriquement  en  x. 


Exemples  :  i^.         ydx  —  xy/dy*  -h  ^»  =  o, 


ou       y  —  X  V^i  +y*  =  o  ^       et  en  posant    y  =  tx^ 

t   =:\/x'^    -f-"T, 
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D'ailleurs    j  =  rx  =  arW^i  +/' . 

a**,    jdx  —  xdy  =  iwcl/^x*  +  dy*^      on  trouvera 

ai  /i  =  I,  jr*-|-a?»=2Crj  si/f  =  i,  a:"  =  o,  a:»-H/»H- 2Cr  =  o, 

1S6.  A  Faide  des  considérations  qui  précèdent,  on 
peut  résoudre  divers  problèmes  intéressants.  Nous  en 
donnerons  quelques  exemples  : 

I.  Trouver  Téquation  d'une  courbe  telle  que  Tare  s 
soît  exprimé  en  fonction  dé  x  et  de  j-  par  la  relation 

j*  =  20^,  d'où  I/éÈc*  4-  ^*  =     ^ ^     ,et  en  posant 

f  =  I  —  r'  -H  r'*  •+■  ('  —  r')v/«  -*-  r'% 
r'  —  <  =—  (î  —  r')(«  —  y'  4-v^i  -h  r'O; 

donc 

l^lf  •                          ,1—11» 
Mais  en  posai^t      y    =  »  on  a 
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/tf/t/'lH-/'__  /»       rfM(l4-tt')'        _    /'rfB  /•     (/■ 

J  /(«-y)   ~    J«(t-«*)(««H-a«-i)-j'T~* j  7IÏ 
et  par  suite  . 


2«  l/i      V/2~-l^«^ 


oh  ad^ailleurs 


2tt  aii  ^' 

et  par  conséquent 

^y     _dx  __      dy'  ^     dt      _  d{x'  —  t) 

y^t     X     y^t    y-^t      y  —t   ' 
X     y^t      y — t  ' 

donc,  en  substituant^  on  trouvera 

\x  =  C'  ^  l(i  4-  tt)  -h  u  -.  i[a  —  (t  -I-  «).] 

==lc-./[2-(,-^«)>] — '   |l^4-.-H« 

K  2    V/a—  I — M 
et  en  ayant  égard  aux  équations 


«         a 


(i   +  «)S       n-«=y/^, 
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I 


telle  est  donc  l'équation  cherchée.  On  y  arriverait  plus 
facilement  en  procédant  comme  il  suit  :  on  a 

d'où 

posons  «  =  V*,  il  viendra 
et  par  suite 


I       I  +»/f 


et  à  cause  de  «==  ~. 
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Ce  même  procédé  d'intégration  réussira  toute  les  fois  que 
Tare  s  sera  une  fonction  homogène  des  variables  x  et  y. 
Posons  en  effet  y  ^=  tx^  s=^  ux\  en  substituant  ces  va- 
leurs dans  Téquation  bomogèue  <f(x^  Jy  ^)  =  o,  x  sera 
éliminé ,  et  il  restera  une  équation  entre  f  et  u  qui  per- 
mettra d'exprimer  u  en  f .  On  a  d'ailleurs 

dx=ydx,      x'dx=ztdx-\-xdty 

ds  z=z  dx  V^i  -f-j'"  =  udx  H-  xdu^ 

donc 

dx  dt  du 


X        y   —  t        J/,  4.ya  _«' 

puisque  u  est   exprimé  en    ty    faisons  du  =  vdt  y    il 
viendra 

I  -h  y  =  (tf  —  pr)* -h2py' (a  —  Pt)  -h*'»/*, 


_  p(tt  —  y^)  -h  K  (tf  ~  <>0*  —  I  -|.  yf 


vu  —  f  ■+•  'V/^fu  —  ifty  —  I  -h  p* 

/'-'  = TTTJ^ . 

«te dt{i    —.y*) 

""  I   H-  f»  —  a* 

Or,  puisque  u  et  (^  sont  exprimés  en  t ,  le  second  membre 
de  l'équation  qui  précède  est  ramené  à  la  forme  F(t)dly 
et  l'on  en  déduira  la  valeur  de  x  en  f  ^  puis ,  en  ayant  égard 
à  la  relation  i^dt  ==  du^  on  trouvera 

^dt  \/^{tt  —  çt)*  —  I  4-  p* 
I  4-  r»  —  a» 


ix = ic — 1  i/i -hr» — a»  —  r^ 
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En  substituant,  dans  cette  dernière  équation,  pour  u,  sa 

valeur  -,  on  (^tiendra  Téquation  de  la  courbe  cbercbëe. 

Cette  équation  sera  algébrique  toutes  les  fois  que  l'inté- 
grale du  second  membre  pourra  s'exprimer  par  des  lo*- 
garîthmes. 

Si  Ton  avait  ds  =  Sdx  =  f{y\  ty  u)  dx^  le  même 
procédé  réussirait  encore.  Dans  ce  cas,  de  Téquation 

dx  dt  du  du 

^  ^  r'  —  ^  "*~  j/i  H-  j'«  ~u  "~  s  —  tt' 

on  pourrait  tirer  la  valeur  de  y  en  fonction  de  f  et  de  li , 
ou  simplement  en  fonction  de  f ,  puisque  u  lui-même  est  ex- 
primé au  moyen  de  ty  et  Tintégrale  du  second  membre  de 

/dt 
, '  serait  ime  simple  quadrature. 

i««^  Exemple.         s  =  ax  +  ày^      en  posant 

jr   =  tx^     s  =  iix, 
on  aura 

at 

dt\/a*  H-  A"— I  . 


1        1^     ,.  y ; TT-        rdtv^a^-hb' — i 


or. 


r  dti/a^^  b^^x    _  f {b*  —  i)di  y/a*  +  ^'  —  i 

—  ,  .(^*  —  i)t  +  fl&  ^y/^g'  -f-^^-^  t 
""  '  (*•  —  ly  +  «^  -i-i/^'4-^*—  1 

Cela  posé,  en  substituant  à  t  sa  valeur -,  on  obtiendra 
l'intégrale  cherchée 

T.  II.  3o 
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mais,  eu  posant 

(^'  —  i)r  -i-  fl*x  —  «  y/n»  H-  6»  —  I  =  M, 

il  TieniMN  =  (J*  —  i)[(^+*r)*  —  ^  — J*lî  d<»»c, 
en  représentant  par  C  une  nouvelle  constante ,  on  aura 

MN  __  M 

et  par  conséquent,  ou  M  =  o,  ou  N  =  C^  l'intégrale 
générale  est  donc 

et  représente  une  ligne  droite. 

a"*  Exemple  :         5*  ==  a:'  +  ^*  5 
comme  on  aura 

«  =  V^i  -h  f,     ï»  =  —7==,     I  +  f»  —  «»  =  o, 

il  faudra  recourir  aux  formules  non  transformées;  or, 

«  —  t^r  =  — .  .  >     p»  —  I  = -,     911  —  r  =  o, 

|/i  -4-  r»  «-^ 

donc  r'  —  r=  o,     ou     -—  — -  =  o, 

•^  '  dx       X 

et,  par  suite,  y  ==:  Cr. 

3°**  Exemple  :      s*  =  jr*  -|-  uix*  : 

tt  =  V/^  -j-  m,     <^=      . =7, 

I  -f-  ^*  —  a»  =  I  —  /w,     a  —  t't  =i 


/*  -h  m 


•^—  > 
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^  _^y'h\/y'^-^mx^\ 


Quand  on  aura =  n*    ou  m  =  — ,     et   par 

suite  s*  =z  jr*  +  _-- — jc«^  Téquation  de  la  courbe  sera 
algébrique ,  et  de  la  forme 

Si  n  ëtait  égal  à  -,  on  aurait  à  la  fois 


^a:e,„;,fe:Siy  =  fi^,  .  =  y/r' -  f  • 


3o. . 
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Intégration  de  quelques  équations  particulières  et  plus  remarquaUei. 
—  Équation  deBiccati,  etc. 


187.  L'équatiou  différentielle  du  premier  ordre 

connue  sous  le  rxom.d^ équation  de  Riccati,  a  été  l'objet  des 
recherches  d'un  grand  nombre  de  géomètres  cpii  ont  trouvé 
un  nombre  indéfini  de  cas  dans  lesquels  Tintégration  de- 
vient possible,  en  ce  sens  que  l'intégrale  générale  peut  être 
exprimée  à  Taide  des  seuls  signes  algébriques,  exponen- 
tiels et  logarithmiques ,  et  du  signe  f  de  Tint^ration 
indéfinie,  ou,  plus  simplement,  en  ce  sens  qu'elle  peut 
être  ramenée  à  une  équation  dans  laquelle  les  variables 
sont  séparées. 

Le  plus  simple  de  ces  cas  est  celui  où  m  =  o^  alors,  en 
effet ,  on  a  immédiatement 

dx:=i'^— -,      X  =z — ;^=:arctaiig-    ^  H- C. 

Posons    y  =  -s",    on  aura  dy  =  nz^^^dz^ 
et ,  en  substituant  dans  l'équation  de  Riccati , 

n^^^dz  =  az*^dx  -f-  bjc^djc\ 
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celte  équation  transformée  sera  boQiogène,  et  par  consé- 
quent intégrable ,  si  Ton  a 

II—  i=2rt  =  /n,     ou    «=  —  I,  m  =  —  a, 

et  deviendra  oc^dz  +  bz*dx  +  CLX^dx  =  o. 

Après  avoirconsidéré  ces  deux  cas  particuliers,  passons  à 
la  recherche  générale,  des  cas  d'intégrabilité.  Pour  arri- 
ver plus  vite  au  but,  posons j^ = —  f [-  —  j ,  d'où 

__  <£c        dz        9.zdx         ^ \  ^z         a* 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation 

dy  —  (ax*  ■+■  ba^)dx=  o, 
il  viendra^  toutes  réductions  faites, 

a^4^  =  —  ba^^dx  —  az^dx^ 
ou 5  en  faisant     x  =^-^dz  =s:  (az*  +  bu''''^^)du. 

Cela  posé,  si  Téquation  de  Riccati  est  intégrable  dans  le 
sens  que  nous  avons  dit.  pour  une  certaine  valeur /x  de  m, 
elle  le  sera  encore  lorsqu'on  fera  iw  ==  —  ft  —  4  7  c^r,  en 
substituant  pour  m  cette  valeur  dans  Féquation  transfor- 
mée 

dz  =  {az*  -f-  buT'^*)  du, 

elle  devient. 

di-=z[az*  -4-  bw*^)dUt 

qui,  par  hypothèse,    est  séparable.  Or  nous  avons  vu 
que  l'équation  de  Riccati  est  séparable  lorsque  m  =  o  -, 
elle  le  sera  donc  aussi  lorsque  m  =  —  4* 
Reprenons  Féquation 

djr  =  (flj»  -f-  bx^)  dxy 


ifc=: 2»<àH ■  i&; 


doue.  Si  réqnatû»  de  Riccatî  est  ÎBfiégnble  pour  nne  va- 
ksrjis  =  :x,  elle  le  sera  encore  pour  m  = — icar, 

«suhoit-aat cet.*  ,ale«r  dans  r«po^t -^,ase 

r^xnt  à  DU  Or  nous  aTons  démontré  qa*dle  était  sept- 
raUe  et  inti^raUe  ponr  m  =  —  4  ?  die  le  sera  donc  en- 
core pour  m  = ^ =  —  |.  Pkiûqa'eDe  sera  mté- 

gral>lepaiirm=^  ^,  ^le  le aeia  encore ponr 

et  par  conséquent  ansâ  pour  m  = ,  ^      = — J.  En 

continuant  ce  calcul,  qni  repose  sor  ce  théorème  que,  si 
Téqnation  est  intégrable  lorsque  m  =  fi,  elle  Test  enccNK 

lorsqnemr:: — ^ — éi,elm=z        ^   ,  on  en  conclura  que 

Fëquation  de  Riccati  est  int^rable  lorsque  Texposant  de 
la  variable  x  est  égal  à  Tun  des  termes  de  la  suite  infinie 

H  o,  -2,-4,  -f,  -I,  -I,  -i^,  -if,  -Y>-. 

dont  le  terme  général,  à  partir  du  troisième  terme,  est 
^— —.  Si  Ton  fait  tour  à  tour  w  =:  o   et  /»  =  od,  ce 
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terme  général  donnera  les  deux  premiers  termes  de  la 
série  o  et  —  a. 

i  88.  Considérons  comme  cas  particulier  Féquation 

l'exposant  de  x  étant  —  |,  qui  est  le  cinquième  terme  de 
la  série ,  nous  sommes  surs  que  Téquation  donnée  est  se- 
parable,  et  parce  que  l'exposant  —  |  occupe  une  place 
impaire  dans  cette  série,  nous  comparerons  la  proposée 
avec  TéquAtion^/^  =  (az*  +  6a""*~*)  Ja,  ce  qui  nous  donne 

^  =  2,     /ii-h4  =  3>     /w  =  — 7,     fl  =  i; 

suJ^stituant  dans  Téquation  dy=:i(ay*'^bx^)dx^  il  vient 

Comparant  cette  dernière  équation  avec  la  transformée 

m 

dz  =r z*du  H il  du  , 

/»  -H  I  w  -+•  I 

ou  trouvera 

a  h  m  L 

=  a,  —  — ^ 


d'oùa  = — 6,  t  :?=  — 3,  /w  =—  4?  substituant  de  nou- 
veau dans  la  formule  ciy  =  (aj^*  +  baf*)clx^  on  aura 

équation  qu'il  faudra  comparer  de  nouveau  h 

dz  z=  b  {az^  -f-  «"*"^)  «?«, 
ce  qui  donnera  a=  —  6,  t=— r  3,  m  =o.  Substituant 
dans  l'équation  dy  =  («j*  +  hxr)dx^  on  aura 

rfj?  =  —  3  </x3  —  6 j  •  dxi ,  ou  f    J7av»  =  "''^•''^' 
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équation  dont  Tintégrale  est 

xi  z=z — :  arc  tang  rs  V/â  -h  C 

3  1/2 

Mais  en  remontant  des  valeurs  de  x,  et  de  y^  à  celles  de 
X  et  de  y,  on  trouve 

I  I  r 

«3=-,     *.  =  -T — »     •*^«  =  -» 

•^^"-  6  ' 

d'où 

JP3  =  -T — ,    r3  = i » 

V/i  6(i-i-xr)\/i 

substituant  ces  valeurs  de  x^  et  dey» ,  on  aura  définitive- 
ment pour  rintégrale  demandée 

-^ — =-p--arctang p-^-  C. 

]/i       V%  3t/ï(i  -f-  xy)  V/x 

Cet  exemple  indiquera  suffisamment  la  marche  qu'il  fau- 
dra suivre  dans  chaque  cas  particulier.  Si  Texposant  de  x, 
dans  Téquation  proposée,  est  égal  à  Tun  des  nombres 
occupant  une  place  impaire  de  la  série  (a) ,  il  faudra  la 
comparer  d^abord  avec  Téquation 

dz  =  h[az^  -f-  ur'^^)duj 

pour  déterminer  les  valeurs  des  constantes  a,  bj  valeurs 
que  Ton  substituera  dans  Téquation 

dy  =  (ay*  -4-  bx^)dx. 
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On  aura  ainsi  une  nouvelle  équation  qu'il  faudra  com- 
parer i  la  formule 


dz  = z^du  H u  du  ; 

/«-+•!  Ilï   -h  I 

les  nouvelles  valeurs  des  constantes  substituées  dans 
dy  =  (flj*  -f-  bjc^)dxy 

conduiront  à  une  nouvelle  transformée  qu'on  comparera  à 

dz  =  4(<iz*  -f-  «"*"*)  rfa, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une. équa- 
tion dans  laquelle  l'exposant  de  x,  qui  a  diminué  de  va- 
leur à  chaque  opération,  se  trouve  enfin  o;  alors  on  n'a 

plus  qu'à  intégrer  l'équation  séparée  dx  =  j- — ~;^. 

Si  l'exposant  de  x  dans  la  proposée  était  un  des  ter- 
mes occupant  une  place  impaire  dans  la  série  (a) ,  on 
commencerait  par  la  comparer  avec  l'équation 


dz=—^ — z'du  H ^ — u     '^'^'du, 

m  -h  t  m  4-  I 

et  l'on  continuerait  à  opérer  comme  précédemment. 

i89.  Les  cas  d'intégrabilité ,  ou  les  cas  dans  lesquels  les 
variables  de  l'équation  de  Riccati,  peuvent  être  séparées, 
sont  donc  très^limités  ;  on  les  a  obtenus  par  des  artifices 
particuliers ,  et  la  méthode  qui  les  a  fait  connaître  ne 
prouve  pas  qu'ils  soient  les  seuls  possibles.  M.  Liou- 
ville  a  démontré  le  premier,  par  une  analyse  exacte^, 
qu'ils  sont  eu  eflet  les  seuls  admissibles  quand ,  pour  ex- 
primer y  en  X,  on  se  borne  à  introduire  dans  le  calcul 
les  signes  algébriques,  exponentielles  et  logarithmiques, 


474  CALCUL    IHTÉGnAL. 

et  le  signe  y*  d'intégration  indéfinie  relatif  à  la  variable  ar: 
il  nous  est  impossible  de  donner  même  une  idée  de  la 
marche  qu'il  a  suivie.  Dans  ses  savants  Mémoires  sur  la 
classification  des  fonctions ,  cette  même  méthode  Favait 
conduit  à  la  solution  d'un  grand  nombre  de  questions 
jusque-là  vraiment  inabordables. 

Toute  équation  di£férentielle  de  la  forme 

dy  ==  by^afdx  -f-  aaf^dxj 

dans  laquelle  n  représente  un  nombre  quelconque  dififë- 
rent  de  Tunité^  pourra  être  ramenée  i  l'équation  de 
Riccati.  En  efiet,  posons  oifdx  =  dz,  d'où 


n  -+-   I 


=  a,     X  =  [(«-+•  i)»]" 


en  substituant  ces  valeurs,  on  arrivera  immédiatement  à 
la  transformée 

n  —  m    n  -^  m 

dy  :=a{n-h  i)"  ■+"  «z»'+'  'dz-^by^dz. 

On  peut  eacore  essayer  de   réduire  à  l'équation  de 
Riccali  l'équation  à  quatre  termes 

ay  =  ay^dx  -f-   hyaf^dx  -f-   ca^dx. 

Pour  cela ,  posons^  =  ^  +  ojc*",  a  et  r  étant  deux  quan- 
tités constantes  et  indéterminées  ^  on  en  tirera 

dy  =1  dz  -^  raoT'^dx^ 
dz  =  —  rtuf^dx  4-  az^dx  rh  7.az»sfdx  -f-  aat^x^^dx 

-»-  bzx^dx  -h  b»x^+''dx  -h  cx^dx. 

Op  pourra  rendre  homogènes  les  premier ,  quatrième  fit 
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sixième  termes,  en  posant 

r —  I   =:2r  =  r-|-«,     ou     r  =  —  i,     /i  =  — i; 
on  a  alors  Téquation 

éfc  ===  (««»H- é« +«)4r*^ +(2fl«H- ô)»~*^H- «"dlr-heafdlr. 

Les  deux  premiers  termes  s'évanouiront  et  la  transformée 
coïncidera  avec  Téquation  de  Riccati ,  si  Ton  a 

fl«»  +  ^«  +  «  =  O9     ia»  H-  ô  =  o, 
d'où 

— r  I  —  Ô  ^  ,  b  . 

M= ,     «=  — —,     ft-M=-,     ô=— 2; 


et  il  en  résulte  que  les  équations  à  (piatre  termes ,  de  la 
forme 

X 

peuvent  se  transformer  en  Téquation  de  Riccati. 
En  faisant,  dans  Téquation 

dy  =  ay^a^dx  -f-  hyaf^dx  -h  afidx^ 
af^dx  =  dzj     d'où     a*+»  =  (m  -|-  i)z, 
n  —m   n  — m 

^  — m  p  —m 

on  la  ramène  à  la  forme 

p — m  p—m  n  —m      n^^m^ 

que  Ton  pourra  réduire  à  Téquation  de  Riccati  si  Ton  a 
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ou 


2 
et  par  conséquent  si  Téquation  proposée  est 

dy  =  aj»j:        *    d^  4-  hyx^^dx  -|-  eaf^dx. 

Cette  dernière ,  en  effet,  se  ramène  à  Téipiaiioii  de  Rie- 
cati  9  en  posant 

^j:  I 


X      ^ 

Enfin,  si  dans  Féquation  deHiccati  on  pose 

r= :r»    ûô  =  — a, 

elle  devient  ^-j-  =  Azx^  5  cette  dernière  équation  de- 
vient à  son  tour 

d^z        un  dz       _  d*»       n(n  —  i)  _ 

dt*  t   dt  '  dr  r»  ' 

quand  on  fait 

m 

ï"+"'  JW  ^  A 

X  =zty       71  =  —7 ; :,       B=r; -j,     U=t'Z, 


(î-y 


Nous  montrerons  plus  tard  comment  on  peut  expri- 
mer, à  Taide  d'une  simple  quadrature,  une  intégrale 
particulière ,   et  quelquefois  l'intégrale  générale  de  Té- 

d*z 
quation  linéaire  du  second  ordre  -^  =  Azaf^j    et,  de 

l'équation    de  Riccati  que   Ton   en  déduit   en   posant 
190.  Dans  le  dernier  cahier  du  Journal  de  Crelle, 
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M.  Jacobi  d  donné  Tint^rale générale  de  l'équation 

-f.  (C-f-Cr* -hC"/)rfx  =  o, 
qui  renferme,  comme  cas  particulier ,  Téquation 

Xdx{c-hnx)—dy  [y  ^ a -{- hx -{-  nx^)  =  o, 
ou     nx{x^  —  jrdx)  —  {a-k-bx  'hy)dy  -h  cydx  =o, 

traitée  trés-élégamment  par  Euler  dans  le  premier  vo- 
lume de  ses  Institutions  de  calcul  intégral j  page  345. 
Nous  croyons  devoir  reproduire  ici  la  méthode  suivie  par 
riUustre  géomètre  de  Kœnigsberg,  parce  que  ,nous  n'en 
doutons  pas,  elle  sera  aussi  féconde  qu'elle  est  îngé- 
nieme.  Posons 

a  -i-  bx-^  cy  ^        ^  a  ^  bx -h  cy   * 
et  faiscms ,  pour  abréger,       ^  r=  a  +bx  -^cy, 

«=ÔV'~^V,       uf=:y'c-^bc\      ^"=zbc'^b^c, 

y  =  a'b'*^a"b',    y':=ia^b^ab\     y"r=zab'^a% 

^  =  a{h'</'^b''c')^b{(/a''^c''€^)^c{afb»  ^i^'V), 

on  trouvera 

4-   bV  -f.  cy'  =  o,     fl*'^  4-  bC'  -f.  cy"  =  o,     û'*'  +  bV  -^  t/y^  =  ^, 
4-  b'P'^cY  =  o,     aV  -4-  rP  +cV  =  o,     û^a''+  b''^'  4-  (/Y=  o- 
z'du  =4-  a''{xdy^  ydx)  —  C"é(r  4-  y'dx, 
z^d»  =  —  a'  (j:€(r  —  ydx)  -f-  ^'<r  —  y'dx. 

Si  dans  l'équation  proposée  on  substituait ,  pour  ar,   y, 
Jx,  Jy,  leurs  valeurs  en  i/,  ^',  rfw,  rfi/,  eDe  deviendrait 

Mi/a  4-  Ni/p  =  o, 

ou,  en  mettant  pour  duy  du  leurs  valeurs, 

«"M  ^  «'N)  (xrfj  -  ydx)  -.  (C''M  -  C'Njrfr  H-  (y"M  -  y'K)rfx  =  o. 
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Comparons  cette  dernière. équation,  multipliée  par  2, 
avec  Féquation  proposée,  et  disposons  d'une  indétermi- 
née S',  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

^«'^M  --  «'N)  -f.  S'  ==  A  -f.  A'x  4-  A^j, 
z(S"M[  —  C'N)  -H  S'x  =  B  -f.  B'x  -h  B'>, 
i(y"M  —  •N)  4-  S>  =  C  -+-  C'x  H-  O- 

En  ayant  égard  aux  équations  qui  lient  entre  eus  les 
coefficients  a,  a,  a",. . .,  ûf,  a,  a", . . . .,  etc.,  on  ti- 
rera de  ces  dernières 

S'  (fl  H-  ^x  -f.  rj)  =  Aa  H-  B*  -f-Cc  H-(A'«i-|-B'ô-|-Cc)x-f.(A"tf4-B''*-hCf 

—  iTsM-h  S'(a"  H-^"ar4-  c»  =  Afl"+  B**'-f- C^"-f-  (A'a^-»-  Wb" ^  C<f)  x 

-|-(A''fl''-|-B"*'-l-Cv; 

Or ,  on  satisfera  à  ces  trois  équations  si  Ton  a 

(A— S>  H-B^  -hCc  =o,A'û  H-(B'— S')ô  -f-C'c  =o,A"fl  +B''6  -|-{C— S' ;<:  :^ 
(A— S">2'  H-B^'  4-(V  =o,AV  ^(B'— S'^)^  H-CV  =:o,AV  4-3'^^'  +(^—57:  = 
(A-.S>''4-BÔ''4-Cc''==:o,AV'H-(B'— S'')A''+C'c'^=o,A''û''4-B''ft''+(C'^^^^ 

et,  pour  que  ces  dernières  équations  soient  satisfaites,  il 
suffit  évidemment  qu'après  avoir  pris  pour  S',  S",  S"  les 
trois  racines  de  Téquation 

(A  —  S)  (B'  ^  S)  (C  —  S)  —  B''C'(  A  —  S)  —  CA"(B'  —  S)  —  A'B(C"  —  Si 

-h  A'B"C-+-A"BC'  =  o, 

,  ,  à     c      b'     c' 

on  en  Ure  les  valeurs  des  rapports-,  -,  —,  —,   etc.,  ce 

qui  est  toujours  très-facile. 

Cela  posé,  l'équation  Mdu  -+■  Ndi^  =  o,  identique 
avec  la  proposée ,  devient 

(S*  —  SO  p^w  —  (S"  —  S')udv  =  o, 
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et  a  poiir  intégrale  générale 

OU 

^  ba:  ^  erf  -  ^V  -H  *''  "^  ^^f'  ~  ^'(«"  -^  ^'*  ^-  ^>f '■^'  =  ^• 
On  arrive,  de  cette  manière,  à  la  proposition  suivante  : 
Étant  donnée  Téquation  différentielle 

(AH-  A'x  -^  A'»  (x^r  —f^)  — (B-I-B':r  +  B'»rfr 

+  (C  -h  C*  4-  C'>>ù;  =0, 

on  résoudra  Téquation  du  troisième  degré 

.  S)  (B'  —  S){C^  —  S)  — B"C'(A  — S)—  C  A"  (B' —  S)  —  A'B(C!'—  S) 

-+-  A'B"C  +  A"BCO  =  o, 

puis,  en  désignant  par  S',  S",  S"  les  trois  racines,  et  po- 
sant 9  pour  abréger, 

C"  —  B"C'  =  D,     C'A"  —  C'A'  =  D',     A'B"  —  A^B'  =  D'',     B'  +  C"  =  E, 
on  aura  pour  l'intégrale  générale  cherchée, 

[D — ES'-hS'*-+-  (ly-t-As'^-i-  (D^-h  A^s'}rf '-^ 

X  [D — E  S''^-  S"«-f-  (D'-4-A'S">r-h  (D^+ A"S'^JLrF- *' 

X  [D  — ES''-{-S'"»4-(D'4.A'S>+(D"-t-A"S>f'-^'  =  C. 

Scolie,  Comme   les  équations  de  condition   donnent 
seulement  les  valeurs  des  rapports 

b    c     b'    ^  b^    c^ 

Z'  â'  7^  a'*'"     û"'  a"* 

trois  des  neuf  quanti  tés  a,  6,  c,...  resteront  arbitraires,  et 
la  transformation  pourra  s'effectuer  d'une  infinité  de  ma- 
nières. La  méthode  suivie  par  M.  Jacobi  diflere,  du  tout 
au  tout,  de  celle  d'Eider,  qui,  pour  séparer  les  variables 
dans  Féquation 

ydx  {e  -f-  nx)  •^d^'{y  -^  a  ■+■  bx -\-  nx^)  =  o, 


/ 
(A) 
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posait  2  =  — .       \ — w--— ^1 — -T,   et  arrivait  ainsi  a  la 
transformée 

dz  dx 

z[na  -+■  c»—  bc-h  {à  —  2c)«  -f- »»]  ""  (r-4-iM:)(fl  -»-  ^j?  -+-«j:») * 

que  Ton  devait  intégrer  par  les  médiodes  connues.  Euler 
concluait  de  son  analyse  que  le  facteur 


rend  le  premier  membre  de  son  équation  une  différen- 
tielle exacte. 

191.   Comme   dernier  exemple,  nous  considérerons 
Téquation 

elx ^ 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées  et  dont  l'inté- 
grale générale  est  une  fonction  algébrique,  tandis  que 
les  intégrales  des  deux  membres  pris  séparément  n^ont 
jamais  pu  être  déterminées  exactement  à  Taide  des  fonc- 
tions connues,  algébriques,  logarithmiques,  circulai- 
res, etc. 
Posons 

\/a^  -{-  OjX^  -+-  OjX*  +  a^x  -h  «4  =  V^i 

tlx  =:  dz  \/uy     dy  =  dzVç^ 

et   considérons   z  comme    variable    indépendante;     il 

viendra 

du  =  (4^0*^  -^  3fliX'  -(-  2flaX  -4-  ai)dx^ 
dp  =r  (4«ar^  -h  Sfl^r*  -H  ^«1/  +  «3)<^*, 
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dx^  dy^        ,         2dxd*x         ,        ndrd^Y 

dz*  '  £&»  •  fi^Z»       '  £fe*       ' 

-^  =4^0^+  3tf,ar»+2fl,ar-4-û3,       -j^  =  4«or^-l-  3^,/»+  art,/  -h  «3, 
» — £(r* 

^^.  =  a  —  J»  =  flo  («^  —  r^)  +  flx  (x3  —  j3)  _,^  ^^ (j.a  _  ^a)  4.  «3  (^  _  ^), 

r-t-^r         d(dx-+-dr)  ,  ,        ,,        Sût,  , 

-^^  =  -^-^i-^^= 2rto(^'+r^)  4-  — '  (x'  -hr") + «.  (^  -I-  /)  +  «3. 

Posons  encore  x  — y  =  Sy  x  +J'  =  t^  et  par  conséquent 

dx  —  dy  ■=  ds^      dx  -{-  dy  =z  dt: 
les  deux  dernières  équations  deviennent  alors 

dsdt  Oa   .  ^  \  Oi   ,^  . 

_.  =    ^«  (,3  ^  ,v)+  -^  (3f*  -f-  S^)  +  «.r  ^-  «3  , 


fLl  =  f?  (^  4.3^rtH-ï^'(^»  -t-  ^•)  4-  aj+  a,; 
dz*  2  ^  '4 


en  les  retranchant  et  multipliant  la  différence  par  -^  , 
on  aura 

i    /  ^dtd^t     %dsdt 


*\  I       dt^ 


et,  par  suite,  en  intégrant, 

i  dt^  ^      dt  ^  y — 

Il  ne  re^te  plus  qu'à  substituer  dans  cette  équation,  à  la 

place  de  5 ,  t,  3- ,  leurs  valeurs 
az 

dx        dy         .  /-         ,  /- 

T.  II.  3i 
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pour  obtenir  Tintégrale  générale  cherchée 


=  (*  — r)  »/flo{*  -f-/)*  -H  «.(ar  -f.  r)  +  C. 
Si  Ton  donnait  les  équations 
dx ^ 

]/A^-hA,x^-{-A^^A3  ""  V^Ao/«4-A,r44.A,/'+A3  * 
dx  dy 

a:V/A„a?»*-hA,x"-hA.  ~  r  V^Â^*"+Â^?M^,' 
on  ferait,  pour  la  première , 

*•  =  ?,     r*  =  '»,      d'où     rfa:=-^,      l/jr  =_!:,; 

pour  la  seconde , 


I— n 


:c-  =  f,  j-=i,j  d*où  rfr  =  -  £    »  iff,  dyz=:-^    "  if,, 

/i  il 

et  on  ks  ramènerait  ainsi  immédiatement ,  ou  à  la  for- 
mule déjà  intégrée,  ou  à  ce  que  devient  cette  formule 
quand  on  y  fait  ^4=^0.  On  trouvera,  de  cette  manière, 
que  Tintégrale  de  la  seconde  des  équations  données  est 

jr*V/AoX**-4-Axa--f-A«  -h  J^V/AoJ*"-!-  A^tM^A"^ 

=  (a-  -.  j-)V/Ao(««  -f- j*)»  -f-  A,  («•  4-r)  -+-^- 

La  méthode  qui  nous  a  conduit  à  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (A)  ne  s'étend  pas  à  Téquation  plus  générale 

dx ^ 

car  lorsque  /»>  4>  Téquatîon  auxiliaire  correspondantes 

i     ^dt* 

air        s* 
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contient ,  dans  son  second  membre ,  des  termes  afiectés 
de  la  variable  s,  et  ne  peut  être  intégrée  généralement 
qu'autant  qu'on  égale  à  o  les  coefficients  des  variaUes  x 
et  jTy  élevées  à  des  puissances  plus  grandes  que  4* 

M.  Richelot  a  donné,  dans  le  Journal  de  Crelle,  une 
méthode  un  peu  différente  de  celle  que  nous  avons  sui- 
vie. U  pose 

Téquation  proposée  devient  alors  =  ,  et 

Ton  peut  supposer  que  x  et  j^  sont  deux  fonctions  d'une 
nouvelle  variable  Zj  déterminée  par  les  équations 

Posons  de  plus 
on  en  conclura 

g  =  i[/'W  +/'{X)], 

'S-ÊjI=n/'W+/'W](--r)-[/W-/(r)]. 

Mais  j  en  faisant 

II/' W  +  /'(/)](*  -  /)  -  [/(*)  -/(^)]  =  ^W' 

on  en  tirera 

F'(*)  =  i(x- j)/"(x)  -  i  [/'(x)  -/'(r)], 
F'{x)  =  -i(x-7)/-(x), 

et,  puisque  la  fonction  F(x)  s'évanouit  ainsi  que  ses  dé- 
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rivées  première  et  seconde  pour  x^=  y^  elle  sera  divisible 
par  {x  —  yf^  et,  parce  qu'elle  est  d'ailleurs  du  qua- 
trième degré  au  plus ,  on  aura 

F(x)  =  (j:  —  y^^cix  -h  Çr  -+-  v)- 

En  comparant  cette  nouvelle  expression  de  F(x)  à  la 
première  9  on  trouvera 

et,  par  suite, 

du       dsdt        ,,  ,      , 

OU  a  — ^  rf— ^  =  *xa^tdt  +  a^dt>  L'intégration  immédiate 
donne  dès  lors 


\^j\  —  a^t-  -f-  a,t  =  C, 


et  enfin 


c'est  l'intégrale  déjà  trouvée. 

Si,  dans  l'équation  différentielle  -  ■  >—- =  =     y        ^^" 
remplace  x  par  - ,  jr  par  -,  et  qu'on  pose 

a^x^  -I-  flsar^  -h  «a^*  -»-  'ïi'ï^  -h  «o  =  fW  > 

elle  deviendra 

^  df 


V/f(x)     1/1x7)' 
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et  aura  pour  intégrale 


Vf(r)+V/f(:r) 


fH]'_ ., 


(.r  4-  yYr-  ai{x  -f.  r)=^' 


comme  d'ailleurs,  par  une  nouvelle  transformation  de  x 

« 

en  -,  de  j' en  -,  cette  dernière  équation  devient 

•^  y 

On  obtient,  sous  une  seconde  forme,  Tintégrale  de  l'é- 
quation différentielle  — ^         =  — .        .  Ces  deux  formes 

doivent  être  au  fond  identiques,  puisqu'une  équation 
différentielle  ne  peut  avoir  qu'une  seule  intégrale  com- 
plète^ et,  en  effet,  si  après  les  avoir  retranchées  Tune  de 
l'autre ,  on  substitue  pour  f  {pc) ,  /{y)  leurs  valeurs ,  on 
arrive  à  une  équation  identique  0  =  0. 

192.  Dans  ses  leçons  à  l'Ecok  polytechnique,  M.  Cau- 
chy  est  arrivé,  d'une  manière  toute  différente,  à  l'inté- 
grale de  Téquatiou  •      '     .  =  -   D  considère  d'a- 

bord  le  cas  particulier 

dx _  ify   

çt  il  cherche  si  une  équation  du  quatrième  degré ,  déjà 
symétrique  par  rapport  kx  ethy, 

A,x»7»-hA,(x»  -f-  jr')  -H  2A3J:/  —  I  =  tt  =r  o, 

ne  pourrait  pas  vérifier  l'équation  proposée.  Pour  cela, 
remarquons  que  u  peut  se  mettre  sous  les  deux  formes 

«=(AxX»-f-A,)r»-H2A3J:rH-(A,x»— i)r=Xj»-+-2X.7+X,, 
«=(A,j'+A,)a7»4-2A3/a:-f-{A,/»— i)=Yx»-f-2Y.x-hYa, 
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d'où  Ton  déduit 

^  d'ailleurs ,  de  réquation 

K  =3  Yj:»  H-  aY,«?  -*-  Y,  =  o, 

on  tire 

Y'x»  +  2YY.:r  +  YJ  =  YJ  —  YY.,, 

ou  Yx  -h  Y.  =  V^YÎ  -YY.; 

on  trouvera  de  même 

Xj  -h  X,  =  V/x;.  -i-  XX.; 
réquation  u  =  o  entraîne  donc  la  suivante 

^  —  rfr 

i/'xj  —  XX,  ""  v/y;  —  yy/ 

que  Ton  identifie  avec  la  proposée,  en  posant 

AJ  —  a;  -f-  A,  =  a^k^i    A.  =  —  Uo. 

De  ces  deux  équations,  on  tirera  les  valeurs  de  deux  des 
coefficients  As,  Ajt,  Aj  ^  le  troisième  restera  indéterminé 
et  sera  la  constante  de  Tiniégrale  générale  cherchée. 

Si  réquation  proposée  était 

dx  dy 

V^a^  -»-  a,a^  H-  a,**  •+■  a^x  -\-  a^       \/a^  -f-  a,y^  H-  a^y*  -+-  my  +  fl^ 

on  ferait 

=  («r»  -h  2«>-|-«'>*  -»-  2(îr"   +  2?r-f-  C")*   -f-TT-»  -H2y>   +/; 

en  supposant  6  =  a',  /  =  6",  y  =  a",  afin  que,  u  étant 
symétrique  par  rapport  à  a:  et  à.  y,  le  nombre  des  con* 


TRENTE- UNIEME    LEÇON.  4^7 

stantes  soit  rëdpit  i  6.  On  aurait,  dès  lors  , 

a  =  Xj>  -h  aX.jf  -4-  Xa  =  Yx»  -4-  aY.J?  -h  Y„ 
et,  par  suite, 

J  =  2(Y.r  +  Y0,    g  =  2(X7  +  X0, 

XV  4-  ttX,Xj  Hr  Xî  =  X;  -  XX,, 
Xjr  -h  X.  =  »/x;— XX,^    Y;r  -4-  Y.  =ï/y;  -  YY;  , 

rfa?.  djr 

V^xî  —  xx^""  V/y;  —  yyI' 

çt  i}  ne  restera  plus  qu'à  identifier  le  polynôme  dii  qua- 
trième degré  XJ  —  XXi  avec 

pour  quie  us=s  o  satisfasse  à  l'jéquation  propesée.  Une  de$ 
six  constantes  restera  indéterminée,  et  u  ==  o  sera  Finté- 
grale  générale  cherchée. 

L'intégration  des  expressions  de  la  forme. 


dx 


\/a^  -f-  a^a^  -f-  a^af»  H-  03^7  -h 


«4 


a  été,  dans  ces  dernièries  années  surtout,  Tobjet  des  re-; 
cherches  des  plus  illustras  géomètres.  Nous  somnves  forcé 
de  renvoyer  à  un  appendice  l'analyse  de  ces  travaux  et 
la  théorie  complète  des  fonctions  eUiptiques. 
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Intégration  des  équation*  différcotielles  totales  du  premier  ordre,  ren- 
fernvint  un  nombre  quelconque  de  rariables. 


i93.  La  forme  la  plus  générale  de  ces  équations ,  quand 
les  différentielles  sont  dn  premier  ordre ,  est 

mdx  H-  Ndf  -f-  Prfs  -4-  Qrfr  -f-  etc.  =  o. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation,  ne  renfermant 
que  trois  variables ,  se  réduit  à 

Udx  •+-  N^/r  4-  Vdz  =  o. 

Il  peut  arriver  que  Von  reconnaisse  immédiatement  dans 
le  premier  membre  la  différentielle  exacte  d'une  certaine 
fonction  u  =F(x^  y^  z)^  de  telle  sorte  que  Féquation 
proposée  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

du  =  dfisi,  j,  z)  =  c; 

dans  ce  cas,  il  est  évident  que  son  intégrale  générale  sera 

«  =  f{x,   y,  z)  =  a 

Mais  l'expression  Mdx  +  N^  -f-  Vdz  peut  être 
la  différentielle  exacte  d'une  fonction  m  =  F (x,  j^,  z), 
sans  qu'on  reconnaisse  immédiatement  queUe  est  cette 
fonction.  L'intégration ,  dans  ce  cas ,  est  cependant  sure 
et  facile ,  parce  qu'on  peut  toujours  déterminer  la  fonc-  • 
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tion  u.  En  effet ,  on  ne  peut  avoir  identiipiement 

M€fc  -t'^df-h  Vdzz=:q>  (xy  y  y  z)dx  -f-;t  (*>  Xy  «Mt-H  4  (*>  fy  *V^ 

du  ^         du  ^        du  . 
=  da  =  -d^  +  -dx+-^d>, 

san$  que  Von  ait 

M  =  —  =  ^(x,  7,  z),     N  3=  —  =  Aj(x,/,  z), 
^       du         ,  ,  . 

?  =  ^  =  4('^ir»«), 

.       £/M       £/N       rfN      é/P       rfP       rfM  ^      ,. 
et,  par  suite, -jr- =-7-,     -^='T-y     -7-  = -p. Or,  dès 
'  ^  '  rfy        dx^      dz       dx        iix         dz  ' 

que  ces  conditions  seront  remplies,  on  calculera  facile- 
ment la  fonction  u  en  procédant  conmie  il  suit.  Puisque 
u  a  pour  dérivée,  par  rapport  à  x ^  M  ou  9 (jc,  j',  z)^ 
on  devra  avoir 


(^  désignant  une  fonction  des  seules  variables j"  et  ^  ;  de  là 
on  tire 

da^    f'Mf^^^^^^^Ç'  M-.r.z)^      dj^ 
^X        J'o         ^X  4r      Jto  dx  df 

=  x{^yXy^)—x{^o,    Xy    ^^-^i^' 

Mais  —  doit  être  égal  à  x(^j  y^  z) ,  on  devra  donc  avoir 
dv  Pf 

-^  —  xi^o,  xy  «)  =o>    ^  =j   x{^o,  r>  ^W  4-  w'; 

IV  étant  une  fonction  de  x  seul ,  on  a  donc 
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en  diffîreatî«iit  par  rapport  à  ^,  on  trouve 

or 

^»(^.   J>    ')_dHx,y,z)    dx{x„y,z)_d\{»„y,i) 
dz  dx         ^  dz         ~        dy        * 

on  aura  donc 

dz-X„—di      '*'+j,^ — ^:— ''•^-^-Â' 

et ,  en  effectuant  l'intégration  et  réduisant , 
mais  ^  est  égal  à  (fiCa:,  jr,  z),  donc 
et, par  suite, 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  Téquation  proposée 

VLdx  4-  Nésfr  -h  P^  =  0. 
Exemples  : 

I.  (r   -4-  »)<ir  -f-  (x  H-  »)^j^  -h  (x  +  j)rfzî 

Tintégrale  est      zydx  +  -pa:^  +  xydz  =  C, 
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n.  (a jr >  -f.  4«z V)  xdx-h(  -h  3r  -f-  3«» V^r 

-*-  (4**  -f-  aflx»  -H       .  '  )  uiz; 

4^  =  (  4«*  H-  ^aa^  H .  U; 

les  conditions  sont  d<ttc  remplies,  et  parce  que 

Tintégrale  générale  cherchée  sera 

tt  =  «•  j»  H-  iuc<«»  ^-  j3  ^  ^4  _|.  l/^j»  +  z^  +  C. 

194.  Lorsque  pour  ^nyertir  k  prunier  mesibre  de 
Féquation 

Vdx  -H  l^djr  H-  Prf»  =  o 

en  une  différentielle  exacte,  il  suffit  de  la  multiplier  par 
un  facteur  connu  i^,  ou,  en  d'autres  termes,  lorsqu'on  ^ 
identiquement 

V  {Mdx  -h  Nfl(r  -H  P«fc)  =  du, 
l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme-^  =  a, 
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et  Ton  y  satisfait  soit  en  prenant  Ja  =  o,  u=zC  ^  soit 
en  prenant  -  =  o.  L'équation  u  =  C  est  Finlëgrale  gé- 
nérale, et  les  valeurs  de  z  en  ar,  j^,  tirées  de  Téquatiou 

-  =  o ,  seront  des  intégrales  particulières  ou  singulières. 

Mais  i^  (Mdx  +N^  +  Pdz)  ne  peut  pas  être  une  dif- 
férentielle exacte  sans  que  Ton  ait 

ou,  en  développant , 

p(P;.M  —  D,N)=   ND,f'  —  MD^c, 

i'(D^P    —  DJd)  =   MD.i»—  PDrf. 

Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  P,  la 
seconde  par  M,  la  troisième  par  N,  et  qu'on  les  ajoute , 
i^  disparaîtra  et  l'on  arrivera  à  l'équation  de  condition 

(a)  P(  D,N  —  Dj.M)  -f.  N  ( D,M  —  D^P)  4-  M (Dj.P  —  D,N)  =0 , 

qui  devra  nécessairement  être  vérifiée  pour  que  le  fac- 
teur qui  rend  le  premier  membre  întégrable  existe  réel- 
lement. 

195.  Réciproquement,  si  cette  condition  est  vérifiée, 
l'équation  proposée  sera  réellement  întégrable ,  en  ce 
sens  que  son  intégration  sera  ramenée  à  l'intégration 
d'une  équation  à  deux  variables.  En  effet,  mettons  l'é- 
quation Mdx+  Ndy  H-  Pdz  =  o  sous  la  forme 

/  N^  M, 

dz  =z  ^  ^dr  —  p^, 

et  remai*quons  que  si  l'on  connaissait  la  valeur  de  z  en 
x^  y  et  qu'on  la  substituât  dans  les  fonctions  M,  N,  P  , 

IVf  TV 

—  -^dXy  — -p^)  seraient  identiquement  les  dérivées 
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partielles  de  z^  par  rapport  k  x  et  ky.  Donc,  si  l'on 
clierche  d'abord  la  fonction  la  plus  générale  de  z^  qui  sa- 
tisfasse à  la  condition  que  sa  dérivée  par  rapport  à  jr 

N 
soit — -  ^,  a:  étant  considérée  comme  une  constante, 

la  valeur  cherchée  de  z  sera  renfermée  dans  celle  que 
l^on  aura  ainsi  déterminée ,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  assu- 
jettir  cette   dernière  à  l'autre   condition  d'avoir  —  — 

pour  dérivée  partielle ,  par  rapport  à  a:,  ou  de  vérifier 
l'équation  proposée.  D  faut^donc  chercher  d*abord  l'inté- 
grale de  l'équation 

^«  =—  pfi{r,     ou     dz  -h  -df  =1  o. 

Cette  intégrale  existe  dans  le  cas  où ,  comme  nous  le  sup- 
posons, les  fonctions  M,  N,  P  sont  continues.  Cela  posé, 

N 
appelons  (f  le  facteur  qui  rendrait  dz  +  -dy  une  diffé- 

rentieUe  exacte,  w  la  fonction  qui  a  pour  différentielle 

idz  +  ^dj-jCf,  et  pf  une  fonction  de  x.  L'intégrale  cher- 

N 
chée  de  l'équation  rfz  -f--  rf^  =  o,  sera  w  =  ;(;  et  il 

faudra  déterminer  x  àe  telle  sorte ,  que  Téquation 

d(v  ,         dw  ,  dw  ,  ,      dz  , 

-r-dx  -t  -r^X  -^  -y- dz  —  -f^  dx  =  Of 
dx  dy  '^         dz  dx 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  , 

soit  identique  avec  l'équation  proposée,  multipliée,  si 
l'on  veut,  par  un  certain  facteur,  par  exemple,  par  •-. 
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Or,  la  comparaison  des  deux  équations 


donne 


[dz^-^djr^:^dxj(f  =  o, 

^  _  ^  __      M 
dx  '^  dx         ^P" 


Cette  dernière  ëcpiation  sera  évidemment  intégrable,  et 
il  en  sera  par. conséquent  de  même  de  la  proposée  si,  en  j 
substituant  pour  z  sa  valeur  tirée  de  Técjuation  tv  =:  }^, 
y  disparaît^  alors,  en  effet,  cette  équation  ne  renfer- 
mera plus  que  deux  variables  a:  et  x*  Donc  la  condition 
d'intégrabilité  de  la  proposée  se  réduit  à  ce  que  la  diffé- 
rentielle ,  par  rapport  à  r,  de  l'expression  ^ ç  p,  dans 

laquelle  on  considère  j*  comme  une  fonction  de  z ,  déter- 
minée par  réquation  w=:  ;j,  soît  identiquement  nulle, 

de  sorte  que  l'on  ait  D^f—  — îp  )  =  o.  Or,  en  déve- 
loppant cette  équation  de  condition ,  on  trouve 
d*(v        d*(P  dz  /'d  ?î       ijM    dz\ 

d^^dxdzdx    ^v^p"^  'p*5py 

__^fdp        dpdt\_ 
P  W  "^  did^)^'''' 
mais  en  vertu  des  équations 

(dz  4-  p4rj^  =  0,     fv  =  Zj 

dont  la  première  est  une  différentielle  exacte,  et  la  se- 
conde l'intégrale  de  la  première  ,  on  a 

d    - 
dj^_     N      dw_        ^__N      dp_    '^P 

dy'^^V'     dz"^^'     dy'^       P'     /(r~"     rf«    ' 
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^^"^  ^^  =  ^'^P=P^+^'^'P^ 

d^w^      dz  m     dp       d^       JS  d(p  ^  N 


d:irrf«     df  P     rfr'     ^r       P  rf«       ^       P* 

Eo  substituant  ces  valeurs ,  Téquation  de  condition  de- 
viendra 

ou     P(D,N  —  D^M)  H-  N  ( D,M  —  D,P)  -4-  M  (D^V  —  D,N). 

Or,  c'est  réquation  de  condition  déjà  trouvée  (a). 
Donc,  en  effet,  lorsqu'elle  est  satisfaite,  Téquation 

Mdlr  -H  Nrfj  -h  Vdz  =  o 

est  intégrable.  Son  intégration  se  ramène  à  l'intégration 
successive  de  deux  équations  k  deux  variables. 

196.  En  remarquant  que  les  trois  variables  x^jr^  z, 
étant  liées  entre  elles  par  une  équation  unique ,  deux 
seulement,  x^y^  doivent  être  considérées  comme  indé- 
pendantes, l'équation  de  condition  (a)  pourra  prendre 
tour  à  tour  les  formes  suivantes  : 

i.M  — !^? 

NdNi  —  MdN        MrfP  —  PrfM        PrfN  —  N^ 

=  o; 


dz 

-f- 

dy                         dx 

Vdz 

P               N 
"^    Ndy      '     Mdx   ^  ""' 

dM 

£/N 

dV         dM        dm         dP 

M 

«  ^ 

P           M           N           P 

Pdz  '  mdy  '         Udx         "■  ^' 
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et  en  posant 

A  —  —  ——      B— — — —       C— — -^  — 
dy        dz^  dx         dz  ^  dx         dy' 

AM  -h  BN  -4-  CP  =  o. 
Appliquons  cette  méthode  à  quelques  exemples. 

Exemples,  i®.         ydx — xdy  —  ~  d5B  =  o, 

z 

Z 

la  condition  (a)  est  satisfaite.  Supposant  x  constant, 
rfj:  =  o ,  on  aura 

,  r'   ,  dy      dz  ^         , 

difierentiant  et  comparant  à  la  proposée  divisée  par  y,  on 
trouvera 

rintégrale  de  la  proposée  est  donc 

X 

~  —  Iz  =   C. 

y 

Téquation  de  condition  est  satisfaite.  Regardant  z  comme 
constant,  on  a  à  intégrer 

ou 

1 ^ =  o  , 

xz  -Hz'        r  +  y^ 

ou 

r/jf  //y  dy  


z(jc-H2)        zr        z(^-h«) 
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€t  enfin 

X  H-z         y         y  -Hz 

L'intégrale  de  cette  dernière  équation  est  — ^  =  ;(. 

Différentiant  par  rapport  à  j:,  y^  z ,  et  comparant  avec 
Téquation  proposée ,  on  trouvera 

et  par  suite  ;^  =a  C  L'intégrale  cherchée  est  donc  défini- 
tivement =  C.  Sî  Ton  avait  supposé  d'abord  y 
constant,  on  aurait  eu 

dx  dz 


=  0, 


r* — ^     r*  -+-r» 

ou 

dx  dz  /  -+-2 

{y-^z)dx—{x'\'Z)dy-\-[y-^x)dz__ 

Si  Ton  élimine  z  au  moyen  de  l'équation =  ;j,  on 

trouvera 

.    _        Xiz—^)^^,               ^X          _         dy 
«A5= ^Xy       ~7 S  = > 

^x       ^;c _      ^x     z—^  _  c        _     X 

l'intégrale  cherchée  est  donc 

ZjtJ  ^  -Jl_     ou     ^^i±^  =  C. 
y  —X       y  —  C  y  -hz 

T.  H.  32 
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3**.        dx [ay  —  bz)-\-dy  (cz  —  ax)  -\-dz[hx  —  cy)  =  o  ; 

011  a 

M  = /z/  —  bzy     N  =r  cz  —  ax^     V  =1  hx — cy^ 
A  =  2c,     B  =  26,      C=2«,     AM4-BN-hCP=o; 

regardant  z  comme  constante ,  il  viendra 
dx  dy  I  ay  —  bz 


CZ  —  ax        ay — bz  a  cz  —  ax 

en  difTérentiant 

dx[ay  —  bz)  -\-dy{cz  —  €uc\  -f-  dz  (bx —  cy)  

et  comparant  avec  la  proposée 

^?c  =  o,       a;  =  C, 
Fintëgrale  cherchëc  est  donc 

^LZLJ  =:  Cy      ou     ay  -\-  Cax  —  (ir  4-  Ce)  «  =  o; 
cz  —  ax  ^  ' 

si  on  la  mettait  sons  la  forme  mx  -4-  /ly  +  ^z  =  o ,  ou 

devrait  avoir  me  +  «6  H-  Pu  =  0.  Le  facteur  7 r- 

'^  (cz  —  axy 

rend  le  premier  membre  une  différentielle  exacte  dy  -,  il 

en  serait  de  même  des  facteurs  7 i— r-,  7-, r?  etc. 

(ay — bx)^    (bx  —  cy)* 

4*».  dxly^-hys-hz*)  -^dy(z*-\'ZX-hJC*)-hdz{x*-+-xy-hy^)=o; 
M=y*-{'yz-{-z*,  N  =  z* -f.2J?-f-x»,  P  =  x» -hJ^r+rS 
A  zzziz-^-x — X — 2/=2(z— /),  B=(2.r-f-/ — y — iz)z=2{x — s), 

C=(2rH-Z— z  — '2X)=2(/  — X), 

AM4-BN-f-CP=  2(2'— r^)4-  2(ur3-  23)-+-  2  (j-^  —  a:')  =  o. 
Regardant  z  comme  constant,  il  viendra 

dx  dy 

1 ^ =  o  ; 

X' 4- 2.r -h  «'        ^•>4-;5j- -hs' 
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d^où,  en  intégrant, 

a                      xl/3          2  7V/3 

-^=  arctaog i -^  arctang 


3  1/3  ^2«+X         2^/3  ^ÎZ-hr 

= —  arc  lanc  ^ ~ — =/(  2) , 

zV/3  ^2z"-h^2  4-r3— x>-       •^^^' 

on  pourra  faire 

2Z*  +  X3   -4-  JZ  X^ 

difTérentiant 

(2z*-»-za:H- jz— x^)* 
et  remarquant  que  Téquation  proposée  donne 

on  aura,  en  substituant, 

—  9.z/fe(x*-Hay-t-r*)--2J?rfz(z»-^/z+  /')  —  2y<fe(z»-h&g  4-j:*)  __ 

(a**  H-  zx  -h  r«  —  ^y  ""    "^^ 

ou 

(2z*  -j-  zx  -H  j^z  —  x^y 

_  —  2rfz(x-t-r-4-z)(jy-i-gj?-hjrg)_ 

■~  (îz*  -H  zx  4-  72  —  :Pr)*  "~    ^ 

mais  ' 

—     Jy  -h  aj?  4-  rz 

f  ~"  2z»  -h  zx-hrz— *r' 
on  devra  donc  avoir 

_  fj5  —  2gfe(x  -h  y-hz) 
X^^  xjr  -\-zx  -hjrz  ' 
De  l'équation  qui  donne  y^  on  tire 

2Z*'4-  2ZX-f--''3/  »  -4-A; 2z(x-h7-f-z) 

*       2z'4-zx-+-7'2 — ^r^        X  xj+zx-f-yz' 

et ,  par  conséquent , 

_^  _  a<fe(x4-7+g) _  ^.  '  H-a; 
;k*  X)' 4- w^ -t- «r  Ai*     ' 

32. 
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d'où 

—  d^  dx    ,       dpt:  dz 


X  c  X 

L^intégrale  cherchée  sera  donc 

XX  -+-  ixjj-jrz  C 


az'-t-zjc-h/z  —  xy       z  —  C' 
ou 

xy  -h  zx  -\'  yz  =:  C{x  H-  /   -4-  «). 

On  voit  immédiatement  qu'en  différentiant  Téquation 

xy  -^  zx  -^  yz 


X  -^  y  -\r  z 


=  C, 


on  retrouve  la  proposée,  dont  le  premier  membre  devient^ 
par  conséquent,  une  différentielle  exacte  quand  on  le 
multiplie  par  un  des  deux  facteurs 


{x+y-JfzY'       {ory  -^  zx -^  yzf 

Cet  exemple  montre  qu'il  est  quelquefois  assez  difficile 
de  calculer  la  fonction  ;f;  on  y  serait  arrivé  plus  tôt  en 
procédant  comme  il  suit:  de  Téquation 


23*  -H  zx  -^yz  —  xy 
on  tire 

1  —  ^g*H"&r-4-rg  — ^r  j_  1  —  ^^(■^-+-r-h  z) 

X^      xy-hzx-^yz      '  ^'^  jcy  ^  zx -h  yz^ 

xy  +zx-hyz  2XZ     _  __ 

x^y^z  -rr^~/^*)-^' 

et,  en  différentiant ,   pour  comparer  avec  la  proposée, 

^  _   xy  -h  zx  -h  zy  _   ^ 
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z 

z 

C  =  —  3-^,      AM  4-  BN  -+-  CP  =  o. 
En  posant  dz  =  o,  on  aura 

eix {jc*  —  7*4-  z»)  —  *»£//  =  o; 

on  satisfait  à  cette  équatit>n  en  faisant  j=  x.  Cherchons 

«* 
si  Tintegrale  générale  pourrait  être  r  =  x  H ;  en  dif- 

férentiant  et  comparant ,  on  trouvera 

HUXiix 

du  —  ==^  =  de; 
z* 

multipliant  par  e    ** ,  intégrant  et  substituant  pour  u  sa 
valeur 

z* 

il  viendra 


/•  p"  ^  tf       »   Z> 

le  djc=z h  X* 

J  y  —  X 

Il  reste  à  différentier  cette  dernière  équation  pour  Tiden- 
tiûer  avec  la  proposée  \  on  aura,  de  cette  manière  , 


e     '^  dx  -\ ï-  1  tf      *  xV/x 


X» 

""i*"!"    *^^       z*£fy-t-z*£ir      2x*</z  —  ixzdx'X 

A  l'aide  de  l'intégration  par  partie  ,  on  réduira  Tintégralc 
définie  du  premier  membre,  dans  laquelle  on  considère  z 
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comme  constant  ;  on  a ,  en  effet , 

OU,  puisque 

f  <?         fix  =z 


e      '\- 


X  —  X 


j  e         x^dx  =  —  -e        xz^  -h  ^v  n  -HtAî^"- 

En  substituant,    ou  aura  définitivement  à  comparer  à 
Téquation  proposée  la  suivante 

—  n-/  ,  </z         uiz    \       vrfz 

\  »     r— */      « 

x« 

"-^r  2«rf«  z"£/)^  z*<ia:        ^xdx       2xW»  "| 


=  e 
OU 


~-^rdlr(/-|-.r)  «"éLc  z»</r  zdz        x{y_^-jt)di\ 

—————    y 

z 
OU,  enfin, 

z 
Il  résultera  de  celle  comparaison  que  Ton  devra  avoir 

et  par  conséquent 

X  =  Cz. 
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L'intégrale  cherchée  sera  donc 


f 


Euler  remarque  avec  raison  que  tant  que  l'intégration 
n'est  pas  effectuée,  cette  intégrale  générale  reste  ambiguë 
et  indéterminée,  parce  que  la  constante  résultant  de  Tin- 

_^ 

tégrale  indéfinie  je    '  rfx,   dans  laquelle  z  est  consi- 

déré  comme  constant,  doit  être  une  fonction  de  z.  On 
peut  heureusement  faire  disparaître  cette  ambiguïté  en 
divisant  les  deux  membres  de  l'intégrale  trouvée  par  z  et 

posant  -  =  a  ^  elle  devient  alors 


/' 


"V«  -h  C  =  <?- 


y  —  X 


L'intégration  qu'il  reste  à  effectuer  est  relative  à  une 
seule  variable  ^t  n'amènera  qu'une  simple  constante  ar- 
bitraire qui  s'ajoutera  a  C  Poui*  éviter  l'ambiguïté  dont 
nous  venons  de  parler ,  arrivés  à  l'équation 


/' 


r  —  ^ 

nous  aurions  pu  l'écrire  immédiatement  sous  la  forme 


J  z        J  i  y  — 


+  a;> 


et  puisque  l'intégrale  reste  la  même ,  que  z  soit  constant 
ou  variable,  ou  aurait  pu  différentier  immédiatement, 
par  rapport  à  tontes  les  variables  ar,  y,  r,  pour  comparer 
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avec  réquation  proposée;  ce  qui  aurait  donne 

-^{dx  dz\ 

\z  z-J 

~p"r  cfe         zdx-zdy        zxdx  vtx^dz      1 

d'où 
e      *       V  xdx  *1 

——^^dx{jr--x-^.z^)+z-d^^  -^(r '•*•)]=*;, 

et,  par  conséquent, 

dz  =^  o,     a;  =  C,etc. 

496.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  i°  que  réquation 
du  premier  ordre  n'est  pas  toujours  intégrable ,  c'est-à-' 
dire  qu'elle  c(e  peut  pas  toujours  être  considérée  comme 
la  différentielle  d'une  équation  à  trois  variables;  a**  que 
Fintégrale  générale,  quand  elle  existe,  renfemae  une 
constante  arbitraire;  3^  que  l'int^ration  est  possible 
seulement  quand  Féquation  de  condition  {à)  est  satis- 
faite ,  et  qu'alors  eUe  est  ramenée  à  l'intégration  de  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre. 

Si  la  condition  {a)  n'est  pas  satisfaite,  l'intégration  de- 
yient  impossible  *,  l'équation  proposée 

lAdx  -h  ^dy  -h  Vdz  =  o 

ne  peut  plus  être  considérée  comme  l'équation  différen- 
tielle d'une  certaine  surface  ^  mais  il  sera  toujours  vrai  de 
dire  qu'elle  sera  vérifiée  par  l'ensemble  des  deux  équations 

.       dw  M  - ,  . 

•^  =  a:*^),    ;/-  —  ^p  =  ^  W' 

quelle  que  soit  d'ailleurs  la  fonction  arbitraire  -jç.  L'é-; 
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quation  proposée  exprime  alors  une  propriété  commune 
à  une  infinité  de  courbes  à  double  courbure  représentées 
par  ces  deux  équations. 
Exemples  : 

I » .      \z(z'-^a)-Jt  jr{jr--h)]dx^(x-^c){ ydy  H- «fa) = o ; 

P  =  ^  z(x  —  c). 

L'équation  de  condition  (a)  n'est  pas  satisfaite  :  en  faisant 
(]p  =  ^ ,  on  trouvera 

Téquation  proposée  sera  donc  vérifiée  par  Fensémble  des 
deux  équations 

2*.  ydx  -H  (s  -,-  x)dj  -f-  (j?  -^  »)<&  =  o  ; 

la  condition  (a)  n'est  pas  satisfaite,  on  a 
la  proposée  sera  vérifiée  par  le  système 

J?    —     2 

3**,  L'équation 
est  vérifiée  par  les  deux  équations  réunies 
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MoDgc  a  eu  le  premier  Tidée  de  chercher  dans  Tenseiiiblf 
des  deux  équations 

la  solution  de  la  question  proposée. 

197.  On  trouve,  dans  la  Mécanique,  que  certaines  pro- 
priétés remarquables  n'ont  lieu  qu'autant  que  le  trinôme 
XcJr  +  Ydjr  +  Zrfz  est  mie  difierentielle  exacte ,  et  Ton 
est  ainsi  amené  à  chercher  dans  quels  cas  cette  conditiou 
est  remplie.  Or,  M.  Cauchy  est  parvenu,  depuis  plus  de 
quinze  ans,  à  mettre  ce  trinôme  sous  une  forme  telle 
qu'on  puisse  reconnaître  immédiatement  s'il  est  ou  n'est 
pas  une  différentielle  exacte.  En  effet,  considérons  X, 
Y ,  Z  comme  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus 
des  angles  a,  6,  y,  qu'une  droite  mobile  fait  avec  les 
axes,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

ces  « ces  Q  cos  y ,  i  i 

et  concevons  qu'après  avoir  tracé  pour  chaque  point 
M(j:,  j^,  z)  la  droite  qui  lui  correspond  ,  et  pris  sur 
une  de  ces  droites  une  longueur  arbitraire  TS/bn  =  r,  on 
puisse  construire  une  surface  normale  à  toutes  ces  droi- 
tes; on  trouvera  facilement  que 

Xdx  4-  Ydf  -h  Zdz  =z±  Rrfr. 

En  effet ,  considérons  deux  points  consécutifs  M(x,  /,  z) 
et  MÇx  +  àx,  y  H-  A;^,  z  +  Az),  et  soient  m,  ni  les 
points  correspondants  sur  la  surface  orthogonale  \  en 
menant  par  le  point  M  un  plan  parallèle  à  la  ligne  mm \ 
on  formera  un  triangle  rectangle  MM'N  dans  lequel  l'hy- 
poténuse MM'  est  égale  à 

A5  =  v/Âx>'4^~ÂrM^~Â2', 
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tandis  que  le  càté  opposé  i  Tangle  M  est  précisément  Tac- 
croîssement  Ar  de  la  longueur  r,  et  l'on  aura  évidemment 

AT-        _,    X    AX    .     Y   A/  _,    Z    A3 

A.f  R  A^       R  AJ       R   ^s 

et  en  passant  à  la  limite , 

Xdx  -h  Xdy  -^  Zdz  =±:  Hdr. 

Telle  est  la  forme  très-simple  qu'on  peut  donner  au  tri- 
nôme du  premier  membre  ;  on  en  conclura  immédiate- 
ment que  ce  trinôme  sera  une  différentielle  exacte  s'il 
existe  un  système  de  surfaces  qui  coupent  à  angles  droits 
les  directions  déterminées  par  l'équation 

ces  te cos  € cosy 

et  si  en  chaque  point  la  quantité 


R=V/X'  -f-  Y»  -h  Z» 

est  une  fonction  de  la  distance  r. 

M.  J.  Bertrand,  qui  ignorait  sans  doute  ce  que 
M.  CaiKhy  avait  écrit  à  ce  sujet  et  ce  qu'il  avait  en- 
seigné dans  ses  Leçons,  a  repris  cette  transformation  dans 
le  Journal  de  F  École  Polytechnique  :  il  démontre  que  le 
trinôme  XJa:  -f-  Ydy  +  Zidz  ne  sera  une  différentielle 
exacte  qu'autant  que  la  quanti  té  V^X*  -h  Y'  -f-  Z'  sera 
en  raison  inverse  de  la  distance  de  deux  surfaces  ortho- 
gonales consécutives.  Dans  quelques  circonstances  parti- 
culières, cet  énoncé  sera  peut-être  d'un  emploi  plus  facile. 

198.  Lorsque  dans  l'équation  différentielle  à  trois  va- 
riables, les  différentielles  dx^  ây^  dz  seront  élevées  à 
des  puissances  supérieures,  on  devra  la  regarder  comme 
impossible  toutes  les  fois  qu'elle  ne  sera  pas  décomposahlo 
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-en  facteurs  du  premier  degré  de  la  forme 

car,  en  effet,  si  Téquation  avait  une  intégrale,  c'est-i> 
dire  si  Ton  pouvait  la  considérer  comme  résultant  de  la 
différentiation  d'une  équation  à  trois  variables 

F(x,  r,  «»   C)  =  o, 

on  devrait  pouvoir  Tidentifier  avec  la  différentielle 
complète 

-da:-^-dy^-dz==o; 

il  faudrait ,  par  exemple ,  qu'après  avoir  tiré  de  cette  der- 
nière équation  la  valeur  de  dz  pour  la  substituer  dans  la 
proposée,  résolue  par  rapport  à  dz^  on  arrivât  à  une 
équation  identique  o  =  o  :  or  c'est  ce  qui  n'aura  jamais 
lieu  si  les  différentielles  dx^  dj^  entrent  sous  des  radi- 
caux, ou  sont  élevées  à  des  puissances  fractionnaires 
et  négatives. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

mdj^  -f-  ndy^  -^pdz^  -4-  ^qdxdy  4-  ^rdxdz  -H  :tS€fydz  ==  o  ; 

en  posant,  pour  abréger, 

r*  —  iit/»  =  A,     rs — pq=zBy     f* — np=:C^ 

on  trouvera 


^rdx-^  sdy±  VKdx*  -f-  ^^dxdy  -4-  Crf/» 

dz  =  , 

et  Ton  en  conclura  que  l'équation  proposée  sera  absurde 
ou  non  intégrable,  tant  que  la  quantité  sous  le  radical 
ne  sera  pas  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  tant  qu'on  n'aurjt 
pasB»=  AC. 
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199.  Disons  seulement  un  mot  ^les  équations  difTéren- 
tielles  à  plus  de  trois  variables,  ou  de  la  forme 

Mdx  -h  ^dy-hl^dz  •+-  Qdu  -f-  Kdv  H-  etc.  . .,  =  o, 

M,  N,  P,  Q,  R,...,  étent  des  fonctions  des  variables  x, 
y  y  z,  u,  (^,...,.dans  le  cas  où  Ton  pourra  regarder  cette 
équation  comme  provenant  d^une  équation  primitive 

F(x,  Xj  «,  a,  p.  ..)z=  o; 

une  quelconque  des  variables,  z  par.  exemple ,  devra  être 
considérée  comme  une  fonction  de  toutes  les  autres  qui 
demeureront  indépendantes,  et  l'on  aura 

€&  dz  dz  dz 

dz  ='-'  dx^"^dr  4-  -^du-\-  —rfn-f-  etc.  ; 
dx  dx  du  dp 

mais  de  Téquation  proposée  on  tire 

M^       N_,        Q_,        R^ 
rf«  =  — -<£r  — -rfj— -|rfi«  —  prfi^  4-etc.; 

donc 

^—  _  M       ^  _  __N 
//x""         P'      éfy""         P' 


flb  _        Q 


dz  R 


5i"-""p'     dç^        p^etc, 
et ,  par  conséquent , 

r.M      ^N       ^M       ^Q         ^M       ^R 

En  développant  ces  équations,   et  substituant  pour 

^- ,  -;- ,  -T"  vv  leurs  valeurs ,  on  obtiendra  les  conditions 
dx     dy      du' 

auxquelles  devront  satisfaire  les  fonctions  M,  N,  P,  Q,..., 

pour  que  Téquation  proposée  soit  intégrable.  Si  le  nom- 


5 10  CALCUL    TNTÉGllAL. 


bre  de  variables  se  réduisait  à  trois ,  il  n'y  aurait  qu  ane 
seule  équation  de  eoudition , 


P   -  ^'P' 


il  V  en  aurait  trois, 


^M      ^N       ^M       ^Q       ^N      ^  Q 
I>rp=D.p,     D«p=I>.^i     D.p=»/^» 

s'il  y  avait  quatre  variables,  or,  y^  z^  u.  En  général,  si  n 
est  le  nombre  des  variables,  le  nombre  des  équations  de 
condition  sera  égal  au  nombre  des  combinaisons  deux  à 
deux  des  (n —  i)  dérivées  D^z,   Dj,;2,  D^^,...,   c'est-à- 

dire  à  (^Ilillllll). 

Dans  le  cas  où  le  premier  membre  de  l'équation 

Méù?  -h  '^dy  H-  Vdz  4-  (^du  -h  R^^-l-  . . .  =  o 

a  été  ramené  à  être  une  différentielle  exacte ,  ce  qui  a 
lieu  lorsqu'on  a 

D^=D,N,     D.M=D,P,...,     D,M  =  D,R, 
D,N   =  DyP,     D,N  =D,P, .  . . ,     D,Q  =  D«R,..., 

on  trouvera ,  en  posant 

M  =  F,(ar,  r>  «>—»  ")»     N  =  F,(x,  y,  *,...,  p), 
P    =  F3(x,  7,  2,...,  v),     Q  =  Y^{xy  y,  «,...,  p),..., 

et  procédant  comme  dans  le  n^  193,  que  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  proposée  est 

Jr'x  i^y 

Fs (J^o,  Jo,  «v,  ^)<^  4-  /     F4(x„,  jp,  «o, . . . ,  p)^K  =  C. 
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200.  Alors  même  que  le  premier  membre  de  Téquation 

proposée  ne  pourrait  pas  être  ramené  à  une  différentielle 

.  i     (n  —  i)(/i  —  2)    ,         .  j  j.  . 

exacte  si  Jes  ^ ^-^ équations  de  condition  sont 

satisfaites,  on  pourra  Tintégrer  en  suivant  une  marche 
tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée 
dans  le  cas  de  trois  variables.  Supposons,  par  exemple, 
qu'il  faille  intégrer  Téquation 

z{x  -f-  «)<ir  4-  »{«  —  x)dx  ■+'f{x  —  a)^&-t- j(/  4-2)  rfa  =  o. 
Les  fonctions 

satisfont  aux  équations  de  conditions*,  dès  lors,  pour  in- 
tégrer ,  supposons  un  instant  que  uei  z  sont  constants , 
c'est-à-dire  posons 

du  z=z  o^     dz  =  Oj 

Féquation  deviendra 

dx  dr 

h  — 7— 

u  —  X         r  -^   z 

et  aura  pour  intégrale 


=  o; 


u   —   X 


en  différentiant  par  rapport  à   x,   j,   Zy   u,   on  trou 


vera 


(X  -f-  z)d;g-f-(tf  —  x)df-\'{u—x)dz-^{y  4-  z)du  _ 

Mais  de  l'équation  proposée ,  on  tire 

[X^z)dx-^{u--x)dy=z'^-^ i -^^-^ ^; 
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donc 


ou 


«   —   X  \tt    —   x/  '^' 


-    =   «+   C,  ;«   = 


l'intégrale  de  l'équtttion  proposée  sera  donc 


H   *  K 


c 
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De  rintégration  d\in  syatèine  de  n  équations  simultanées  du  premier 
ordre,  à  n  -h  i  différentielles,  ou  à  n  dérivées. 


204.  Nous  avons  fait  voir  comment  on  pouvait ,  dans 
tous  les  cas ,  intégrer,  soit  exactement,  soit  par  approxi- 
mation, Tëquation  différentielle  du  premier  ordre  et 
du  premier  degré 

dy  =  f(xy   y)dx. 

Supposons  maintenant  qu'on  donne  n  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  entre  u  +  i  variables  t^ 
Xy  y-y  Zy,  » .  y  Vy  et  leurs  n  +  i  différentielles  rf/,  </r, 

dfy  rfif,...,  dvy  ou  les  n  dérivées —,  ^,   ;tv»  y«La 

forme  générale  de  ces  équations  serait 

L,€£f  +  VLxdx  4-  N.rfr  +  ^xàz  4- . . .  -*-  Ri^  =  o, 

\.^  -+.  M,,d!a;  -h  N„4r  +  P»^  -♦-...+  R.^J'  =  o; 

mais  on  peut,  dans  tous  les  cas,   les  ramener,  par  une 
simple  élimination,  à  la  forme 

€£r  =  F,(r,x,  yyZy,,.yç)dty      dzz=iY^{t,  x,y,  z,...,  p)^^,..., 

et  il  s'agit  de  prouver  qu'il  existe  réellement  un  système 
de  valeurs  x  =  f,  («),    z  =  f,(<), .  -  . ,    i'  =  f„  (f)  ,  qui 
T.  II.  33 
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jouissent  de  la  double  propriété  de  vérifier  les  écjaations 
proposées ,  et  de  prendre  pour  t  =  t^  des  valeurs  déter- 
minées Xq^  j-qj  Zo,  . . . ,  «^o-  Or  îl  ®*^  facile  de  démontrer 
l'existence  de  ces  valeurs  dans  le  cas  où  les  fonctions  Fi , 
Fi,  Fs, . . . ,  F„  restent  finies  et  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  par  rapport  à.  jc,  j^,  >e, . . .,  ï^,  DJFi,  D^^j,..., 
DkFi,  DjcF,,  . . . ,  D^F, ,  etc.  Pour  y  parvenir,  il  suffit  de 
procéder  comme  dans  la  vingt-sixième  leçon  et  de  calculer 
n  quantités  X,  Y,  Z, . . . ,  V,  à  Taide  des  équations 

Y  — ^„.,  =  (T  —  f„.x)F,(r„.„  jr»-„..M  «'•-»)» 

car  les  quantités  X,  Y,  Z, . . . ,  V,  tirées  des  équations 
qui  précèdent,  jouissent  des  trois  propriétés  suivantes '. 
I.  Elles  sont  des  fonctions  continues  des  constantes  Xq  , 
yot  •  •  •  5  ^o9  ^^  ce  sens  que ,  pour  des  valeurs  déterminées 
de  ces  constantes,  elles  prennent  une  valeur  unique  et 
déterminée ,  et  que  les  variations  qu'elles  subissent  quand 
on  fait  croître  ou  décroître  les  constantes  d'une  quantité 
très-petite  ,  sont  elles-mêmes  très-petites.  H.  Les  quanti- 
tés X,  Y,  Z, . . . ,  V,  convergent  à  mesure  que  les  élé- 
ments de  la  différence  T  —  t^  diminuent  indéfiniment 
vers  des  limites  finies 

m.  Les  valeurs  a:,  j,...,  i',  des  quantités X,  Y,...,  V, 
correspondantes  à  T  ==  f ,  c'est-^-dire  les  quantités 

vérifient  les  équations  différentielles  proposées ,  et  se  ré- 
duisent ,pour  t  =  /(^,  aux  constantes  ou  valeurs  initiales 
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des  variables,  x^,^  J^ov**»  ^o*  Mettons  tour  à  tour  en  évi- 
dence ces  propriétés  remanpiables. 

202.  P*  Propriété,  Les  qoantités  X,  Y,  Z,...,  V,  sont 
des  fonctions  continues  des  constantes  x^^  jr^^  z^j. . , 
Donnons  à  ces  constantes  des  accroissements  très-petits 
^o9   6o9  yov9  ?u^  i^<>^  pourrons  mettre  sous  la  forme 

CCo=poCOSAo,       ffo    =    PoCOS^,       y©  =  ^o  COSfo, ...  , 

en  assujettissant  le  module  p^  et  les  angles  ou  paramètres 
Aq,  fjLf^y  Vo>-*-  ^  vérifier  les  équations  de  condition 

Po=  V^«î-+-ffî-hyi-l-...,<;os»Ao4-cos>o-f-cos»fo4-...=i. 

Les  accroissements  des  quantités  or^,  j^-^,  ^mv»  X,  Y, 
Z,...,  pourront  être  représentés  par  des  expressions  de 
même  forme 

P«C0ftA„,      p«C0ft^«,     P«cosv«,..., 
PnCOSAi,,        piiCOS^,        P«C0Sf,, 

Comme  on  a,  d'aiUeurs , 

en  cbangeant  JTo,  jo>  ^ov*»  en  Xo  +  ««,  JTo  +  S©* 
^o  -t-  7o9  on  aura 

«•+.  -h  Pm^t  COSA»^.,  —  OTm  —  Pm  COS  A« 

=  (^«4..   —  fm)  Fi  (^«,   X«  H-  P„  ces A«  4- .  .  .  )^ 

et ,  en  faisant 

P«f«  =  F,(r«,   x«-f-/9„cosA«,  ji«-f-p«cos/*«  -f-, .  J 

—  F,(/«,  Xa,   J^»,  •-..)* 

p«^,  COSA«+,    =    p«[cOSA«    -h    f«(^«,+.    —    ^.)]- 

En  posant 

33.. 
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on  trouvera  de  même 

Pm+t  COS»«+,    =f>«[c08V«,  -h  i^M{tm^x  —  tj)], 

et  en  carrant ,  ajoutant,  et  ayant  égard  à  Fëquation 
CCS  *A„  -f-  cos*^  -h  cos  »!-«  -h. . .  =  I  , 

P«+i  =  pî.[i  -f-  a(r«+,  —  u)(im cos A« -f-  Hm cosfé^  -+-...; 
+  (r«+x  —  ^J  (ÇJ,  -H  «î.  -h. .  .)]• 

Or,  la  valeur  maximum  (*)  de  la  somme 

imCOS?im   -f-   9«C08^   "h... 

{*)  Eh  effet  >  si  Ton  a  à  la  fois 

C0«  "x -H  008  V  H- eOfl  ■#-!-...  rsr  I, 

a  =  a  C08  X  +  &  cosr  -+-  e  ooss  -4-... , 
on  aura  éTidemment 

II»  _l_  j«  -+-««-+-.».=  (acoftx-h  Jcos^H-ccoaj-t-..,)* 
-4-(a  cosr  —  &  cosx)* -h  (a  cob«  —  c cosx)* -H... -h (A  eo8«  —  c  cos r)* 4-  ••» 
u*  =  a*  -4-  ft*  -h  o'  -4-.. .—  (a  coer  —  *  coa  x;'  —  (a  cos  «  —  c  cosx)*  —... 

Donc  la  plus  grande  valeur  numérique  de  u*  sera  a*  +  &'  +  c',...  ;  et  la 
plus  grande  valeur  de  m,  {/^a*  -t-  A*  -+-  c'  -f-. . .  j  0  d^ail leurs  atteindra  son 
maximum  quand  on  aura 

acoSX  —  Acosx  =  o,     acos5  —  coo8x=:o,     Jcoa-5  —  cco«^=;  ©,..•> 

ou 

cosx  _  cosj'  __  cos  ff  _ 
a  b  c  " 

Or,  de  ces  dernières  équations  on  tire 

acosx-(r-&o08r +  ccosa+..  .  u 


__    t/^C0«*«-|-CO8*6  -h  cos'>-4-... 


l/a*  -h  i»  -+-  c«  -4-.  . .  V^a*-i-  b*  -4-  c«-k. 

et,  par  suite, 

u  =  l/'â^-i-b^^c*-^...' 
Cest  bien  la  valeur  maximum  trouvée  directement. 
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est  \/ç.!, +  >?«+...  5  donc 

Désignons  par  91,  Xi^  ^iv>  ?f?  X»»  ^«v  les  dérivées 
des  fonctions  Fj,  Fj,  Fj,.-»}  prises  par  rapporta  x,  y, 
js,...;  on  aura ,  en  vertu  d'une  formule  connue  de  calcul 
différentiel, 

P«.fm=F,(^,x„4-/9i«cosA«,7„H-p„cos^„..)— F,(r«,JC«,7-«,...) 
=  F»|COS>«f .  (f„,a?«.  -f-ôc«cosA«,  j-«-h0pmCOS^„...) 
-»-P«.cos^;Ci(--)-+-P««cosi'«,4i (...)..  . 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  évidemment  une 
valeur  moyenne  de  la  somme 

-f-p«C0SI'«^^,(/,  or,  7-,  Z,.-)» 
qui  est  toujours  plus  petite  que 

Pm\^(t>]  -+-  ;tî  +  >t;  4-...; 

donc ,  si  entre  certaines  limites  ^o  et  ^o  +  t  >  les  dérivées 
?i9  Xi'  ^19  *  *  •  restent  continues  et  finies  et  ne  dépassent 
pas  une  limite  fixe  1 ,  on  aura  ,  en  désignant  par  N  le 
nombre  de  ces  fonctions,  Ç',<N1*;  on  trouverait  de 
même,  en  désignant  par  m,  n,...  les  limites  finies  supé- 
rieures des  fonctions  dérivées , 

<P»,  A:a>^af-f     ^3jA:3,  43>---»     v«<Nm»,    Çi<Nn*; 
donc 

i'n  H-  «m  -h  Ç«  -»-. .    <N(1*  -+-  m»  -f-  n»  -f- .  . .)» 
et,  par  conséquent, 

P«+t  <Pn[i  4-  (/„.+,  -  r«)]NVl*4-in«-hn«  4-. 7.  , 
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OU,  en  posant 

N*  V/l»  +  m»+n«-h...  =  K,   p«+.  <  Pm[  i  +  K(f«+.  -  /.)]; 

en  faisant  tour  à  tour  dans  cette  équation ,  m  =  o,  m  =  i , 
m  =  a,.-«,  m  =  n,  on  trouvera 

P«<Pn.,[H- K(T-r^O]. 
et ,  en  multipliant , 

P«<Po[H-K(f,-g][i-hK(^-/0]--[»-^K^{T~^-.)]. 
On  prouverait  facilement  que  le  produit  du  second  mem- 
bre est  inférieur  à  Texponentielle  e^  '°\  quantité  finie, 
que  nous  pouvons  représenter  par  L  :don€|D„<CL|9o;doncle 
rapport  de  /9„  à  p^  est  réellement  une  quantité  finie  -,  donc 
X,  Y,  Z,...,  qui  d'ailleurs  pour  chaque  valeur  attribuée 
aux  constantes  Xq,  j^q,  Zq^...  prennent  une  valeur  unique 
et  déterminée,  croissent  ou  décroissent  de  quantités  très- 
petites  p„  cos  X„,  p„  cos  fXn  V  •  9  quand  on  fait  croître  ou  dé- 
croître Xo.,  yo'i  -^ovî  de  quantités  très-petites  p^  cos X^, 
/^oOOSjtAo,...,  et  sont,  par  conséquent,  des  fonctions  conti- 
nues de  ces  mêmes  constantes. 

203.  n^  Propriété,  Â  mesure  que  les  éléments  de  la 
différence  T  —  fo  diminuent  indéfiniment,  X,  Y,'Z,... 
convergent  vers  des  limites  finies 

En  effet,  quand  on  suppose  ces  éléments  réduits  à  un  seul 
qui  est  cette  différence  elle-même ,  on  a  simplement 

X  =  J7o4- (T— /o)F.  (^o,  J?o,roi . .  .)^ 

Y  ==ro4-(T— ro)Fa(ro,  *o,roj  . . .)»  — 
Iiorsqu'au  contraire  la  différence  T  —  t^  est  partagée  ep 
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n  éléments  ti  —  t^y  t^  —  ^i,.-?    T  —  f„_i ,  on  a 

X  —  aro=(^— «;)F,(fo,  Jro,/o,...)  +  (^—  ^)F,(^,  ^.,r,r-)H-"M 

et  parce  que  le  second  membre  est  évidemment  compris 
entre  les  limites  —  (T  —  fo)A ,  +  (T  —  fo)A,  A  étant 
la  plus  grande  des  valeurs  de  Fi(f,  a:,  j,  z,..,)  entre  les 
limites  t^^T,  il  s'ensuivra  que  X  sera  compris  entre  les 
limites  x^  —  A(T  —  t^)^  Xq  +  A  (T  —  «o)î  on  prou- 
vera de  la  même  manière  que  Y,  Z,...  sont  comprises 
entre  les  limites ^o  nP  B(T  —  to)>  '^o  ^  C  (T  —  fo)>--M 
B,  C  désignant  les  valeurs  maximum  des  fonctions 

Il  en  résulte  immédiatement  que  toutes  les  valeurs  que 
prennent,  entre  les  limites  t^  etT,  les  fonctions  Fi,Ftv-*9 
sont  des  valeurs  particulières  des  expressions 

F.[ro-*-e(T~g,  a:o±0,A(T-fo),  ro±Ô.B(T- to)...]i 
F.[ro-4-0(T~ro),    ^o±É>.A(T-/o),  Jo±Ô.B(T-fo)...]» 

dans  lesquelles  d,  d^,  6,,  •  ..représentent  des  nombres  com- 
pris entre  o  et  i .  On  a  d'ailleurs  évidemment 

F,[/o  +  0(T-fo),  Xo±e,A{T^to),  ro±M(T-^o)...] 

ei  désignant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  la  diffé- 
rence T  — ^o  h  ®^?  puisque  les  différences  X — x^^  Y— y^, . . . 
sont  égales  au  produit  de  T — t^  par  une  valeur  moyenne 
des  fonctions  Fi9  F«,....,  on  aura 

X  =  Xo  +  (T—  ^o)F,  (toj  Xo,  Jo,  ...)-+-  (T  —  ^o)«i, 

Y  =  j-o  4-  (T  —  ^o)F,  (/o,  Xo, ro, . .  .)+  (T  —  ^o}i,-l-..., 

et  l'on  en  conclura  que  l'effet  de  la  division  de  l'intervalle 
T  —  t^  en  n  éléments  ti  —  ^o»  ^«  —  'ivî  ^  pour  effet 
d'ajouter  aux  valeurs  de  X,  Y,  Z,,..,  des  termes 

(T    —    to)î^,       (T    —    g  fa,..., 
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dans  lesquels  les  coefficients  ei,  Cti***  s'évanouissent  eux- 
mômes  avec  la  diffërence  T  —  t^.  Supposons  maintenant 
qu'on  divise  à  leur  tour  les  intervalles  U  —  fo,  U —  ^iv- 
en  de  nouveaux  éléments,  et  ne  considérons  d'abord  que 
l'élément  ft  —  ^o\  les  quantités  x,,  yi,  jCi, . . . ,  Xtt  /t» 
^1,. . .,  subiront  des  variations  analogues  à  celles  qu'é- 
prouvaient Y,  .  Z, . . .  dans  la  division  de  l'intervalle 
T  —  fo,  et  deviendront 

En  posant 

f/  =  \/i'*  4-  ."«  4-..., 

chacun  desnombrese',  s",...  pourra  être  représenté  par  une 
expression  delà  forme  p  cosi',...  On  en  conclura  que  la 
somme  des  accroissements  de  a:i,ji,  ^i,.*»  ^^^  inférieure 
au  produit  p'  (fi  —  ^o)i  P  ^^^^  ^^  nombre  qui,  ainsi  que 
€',  e",,..,  s'évanouit  avec  «i  —  to,  et  l'on  prouverait,  en 
raisonnant  comme  nous  l'avons  déjà  fait ,  que  la  subdi- 
vision de  l'élément  fi  —  f©  ferait  varier  X  d'une  quan- 
tité inférieure  à  l'expression  L'p  (/^,  —  ?o)v  La  subdi- 
vision des  éléments  f,  —  fi,  ^  —  ^,...  fera  de  même 
croître  ou  décroître  X  de  quantités  inférieures  aux  ex- 
pressions Up"(t,—t^),L''p''(U—t,),...,  danslesqueUes 
les  coefficients  p",  p*, . . .  s'évanouissent  avec  les  différences 
t^  —  ti^tt  —  ï„...  Dès  lors,  la  variation  totale  que  la 
subdivision  de  tous  les  éléments  ^  -^  ^o>  '«  —  ^iv  ^^^ 
subir  à  X ,  et  par  conséquent  aussi  à  Y,  Z,...,  sera  une 
expression  de  la  forme 

L(T  -  gp, 

P  étant  une  moyenne  entre  les  coefficients  p  -,  p  t  p^v? 
et  s'évanouissant  avec  les  éléments  de  la  subdivision. 
Donc  on  n'altère  pas  sensiblement  les  valeurs  de  X,  Y, 
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Z,  • . .  correspondantes  à  un  mode  de  division  dans  lequel 
les  éléments  de  la  différence  T  —  t^  ont  des  valeurs  nu- 
mériques très-petites,  si  Ton  passe  à  un  second  mode 
dans  lequel  chacun  de  ces  éléments  se  trouve  subdivisé  en 
plusieurs  autres.  On  étendra  facilement  cette  conclusion 
au  cas  où  les  éléments  du  second  mode  de  division  ne  se- 
raient plus  des  subdivisions  du  premier,  et  il  restera  dé- 
montré par  là  que,  lorsque  les  éléments  de  la  diflFérence 
T  •—  ^o  sont  très-petits ,  le  mode  de  division  n'a  qu'une  in- 
fluence insensible  ]  et  que ,  par  conséquent ,  si  Ton  fait 
décroître  indéfiniment  les  valeurs  numériques  de  ces  élé- 
méntsen  augmentant  leur  nombre,  les  quantités  X,  Y,  Z,. . . 
convergeront  versdeslimitesfîxesyi  (T,  ^q,  o:,,,  Jo?  ^oi-«0» 
yi  (T,  'o>  «^^oj  J^o5 •••)?•••?  dépendantes  uniquement  de  la 
forme  des  fonctions  F,,  Fj,...,  et  des  constantes  T,  t^^ 

204.  III'  Propriété.  Si  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,... 
on  remplace  T  par  f ,  on  obtiendra  des  fonctions  x, 
j,  z,...,  def, 

qui,  pour  t  =  ^q,  se  réduiront  à  x^j  j^,  -Zoi---  «^  vérifie- 
ront les  équations  différentielles  proposées.  En  effet ,  nous 
avons  trouvé 

X     —     Xo     =     (T      —     to)l\{toy      Xo,      JO,...)     4-     (T      —     to}t,y 

Y   —  ro  =  (T  —  OF,(ro,  xo,  jo, . . .)  +  (T  —  ^o)^,, 
et  Ton  en  conclura,    en   changeant  T  en  f,  et  faisant 

De  plus,  le  raisonnement  qui  nous  a  conduit  aux  va- 
leurs précédentes  des  différences 

X  —  .ïo ,     Y  —  /o , .  .  . 
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nous  aurait  donné  Tëquation  suivante  : 

dans  laquelle  /;„  désigne  une  valeur  de  t  comprise  entre 
^o  et  ?o  + 1.  Or,  si  dans  ces  équations  on  fait 

on  aura 

a:«=:f.(0,     X=:f,(rH-A), 
r«=faW,     Y  =  f.(f4-A),..., 
et  il  viendra 

f.(^  +  A)  -  U{t)  =  /*F.  [r,   f.  (>),  f,  W. . . .]  ^  *"*> 

et  si  9  après  avoir  divisé  par  A,  on  passe  à  la  limite,  on 
trouvera 

{[{t)dtz=zdï,{t)  =€ir=:F,(f,  x,/,z,...), 
{\{t)dl=dî\{t)=:djr  =  F.(^  X,  r,  ^,  ...),..  ., 

et  ces  dernières  équations  expriment  évidemment  que 
les  fonctions 

vérifient  les  équations  différentielles  proposées. 

205.  Lors  donc  qu'entre  les  limites  t^  et  t^  +  r,  les 
fonctions  Fi,  F^, . . .,  ainsi  que  leurs  dérivées  par  rap- 
port à  j:,^,  ^5»  •  -5  restent  finies  et  continues,  il  existe 
des  fonctions  x,  y ,  ^ , . . .  de  t  et  des  constantes  fo?  ^oi 
yoy  -^ovî  qui  vérifient  les  équations  différentielles  pro- 
posées et  prennent  pour  t  =  t^  les  valeurs  initiales  don- 
nées oTo,  j^o,  j^ov-  Mais  il  peut  arriver  qu'entre  les  li- 
mites t^eitç^  +  T^  les  fonctions  Fi ,  F,,...,  et  leurs  déri- 
vées, ne  soient  finies  et  continues  que  pour  des  valeurs 
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de  Xj  y,  z,. 'M  comprises  entre  des  limites  déterminées 

a?o  et  Xodtay  Xo  €t  Xo  ±  ^>  «o  et  «o±c, ...  : 
or  les  propriétés  que  nous  venons  d'énoncer  pourront  con- 
tinuer de  subsister,  même  dans  ce  cas,  pourvu  qu'en  ap- 
pelant A,  B,  G,...  les  limites  des  valeurs  absolues  des 
fonctions  Fi,  F,,...,  F»,  on  choisisse  T  de  manière  à  sa- 
tisfaire aux  inégalités 

T-ro<r,     A(T^fo)<«,     B(T^f„)<6,.... 
Alors,  en  eflet,  la  valeur  dearj,  déterminée  par  l'équation 

X»  =  Xo4-(^— ^o)F,(Xo,  7o,  Zo,.  ..), 

comprise  entre  les  limites  jr©  ±:  A(fi  —  fo)?  sera  com- 
prise ,  à  plus  forte  raison ,  entre  les  limites  jr^  ±i  a ,  et  il 
en  sera  de  même  de  jr^,  Xs ,.••)  ^n-D  X.  Les  quantités ^i, 
J^ïj---» J^n^ij  Y^  '^i,  -^fv-j  ^n-1,  Z,...  seront  aussi  respec- 
tivement comprises  entre  les  limites  y^±b^  Zq  ±:  c, .  •  •  - 
De  plus,  si,  en  désignant  par  «o,  6o>  7o»"-  '®*  accrois- 
sements des  valeurs  initiales  jTo,  ^o»  -^ov?  ^^^  assujettît 
T  à  vérifier  les  inégalités 

A(T— ro)'h«o<a,  B(T— fo)-hCo<*,  C(T— ^o)-l-yo<^, 

les  nouvelles  valeurs  de  Xi,  j^,,...,  x„,j^„,...,  détermi- 
nées par  les  équations 

r,     =^0  -♦-  «O    4-  (/,    —    *^r,)F,  (^O,   «O  -+-«0,  .   .      ),  r»    =  •    •  •  > 

seront  elles-mêmes  comprises  entre  les  limites  a:o  ±i  a, 
jo  db  &....  Donc  puisque  toutes  les  valeurs  de  x,  j*,  .s,... 
que  Ton  considère  dans  les  théorèmes  dont  il  s'agit  sont 
renfermées  entre  les  limites  Xq  ±:  a,  j^©  —  ^  v  •  »  ïes  fonc- 
tions Fi ,  Fi, ...,  ainsi  que  leurs  dérivées,  resteront  finies  et 
,  continues  pour  toute  valeur  de  t  plus  petite  que  f©  +^« 
Or  c'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
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propriétés  énoncées  continuent  de  subsister.  Donc  alors 
encore  on  pourra  calculer  exactement,  ou  par  approxima- 
tion, les  quantités /i  (T,  t^y  Xq,...), /«  (T,  fo>  ^ov)» 
et,  par  suite,  les  valeurs /l  (t,  t^^  Xq^ . . .),...  de  j:,  jr^  z, 
propres  à  vérifier  les  é(piations  dîflférentielles  proposées. 

206.  Supposons  que  les  valeurs  x  ^Oy  jr  =  o,...,  vé- 
rifient les  équations  proposées ,  on  aura  nécessairement, 
dans  cette  hypothèse, 

Fx(f,  o,  o,  o,...)  =o,     F,(r,  0,0,0,...)  =o,..., 

c'est-à-dire  que  les  fonctions  Fi,  Fj,...  s'évanouiront 
pour  o:  =  o,  j-  =  o,  z  =  o,...,  quel  que  soit  t.  Alors 
aussi,  en  faisant  Xo  =  o,  jTq  =  o,  z^  =  o,. . .  dans 
les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,...,  on 
trouvera 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  o,..., 

et  par  conséquent 

X  =  lim.  X  =  o,  7  =  lira.  Y  =  o, . . .  , 
si  les  fonctions  Fi,  F„...  sont  continues  et  finies,  ainsi 
que  leurs  dérivées  par  rapport  à  j?,  ^j,  ^,....  Nous  avons 
vu  en  effet  que ,  dans  ce  cas,  les  quantités  X,  Y,  Z  étaient 
elles-mêmes  des  fonctions  continues  des  constantes  a?o, 
y 07  '^o  V  •  •  Donc ,  sous  la  seule  condition  que  les  fonctions 
Fi,  F„...  sont  continues  et  toujours  finies,  on  déduira 
les  valeurs  a:  =  o,  j^  =  o,...  des  intégrales  générales 
en  donnant  aux  constantes  arbitraires  jr^,  J^o?  ^o»"*  *^ 
valeurs  particulières  J^o  =  o  ?  /o  =  o, . . . ,  ce  qui  démontre 
que  o:  =  o,  j  =  o,...  sont  des  intégrales  particulières 
du  système  d'équations  différentielles  proposé. 

207.  Reprenons  les  équations 

ou  simplement 
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dont  l^ensemble  satisfait  aux  équations  différentielles 
proposées ,  et  forme  ce  que  nous  pouvons  appeler  un  sys- 
tème d^intégrales  générales  de  ces  mêmes  équations.  Il 
sera  impossible  d'éliminer  entre  ces  intégrales  les  con- 
stantes OTof  J^ov  ^^  d'arriver  à  une  relation  de  la  forme 
<p(r,  Xj  jr,  Zy...)  indépendante  de  ces  constantes;  car, 
en  faisant  t  =  t^^  on  aurait 

et  y  par  suite, 

^(^01  *o>  Xo9  ••.)=  O, 

ce  qui  est  absurde,  puisque  les  constantes  f^,  Xq,...  sont 
entièrement  arbitraires.  Si  Ton  faisait 

Xo    =    C,  ,      JTo    ^^    ^a  >  •  •  •  > 

le  système  d'intégrales  générales  deviendrait 

et  il  sera  toujours  possible  de  le  ramener  k  la  forme 

iii,  i£s,...,  i^n  étant  des  fonctions  des  seules  variables  t,  Xy 
y  y»  En  effet ,  supposons  que  de  l'une  des  équations 

x=/,(e,  ce,...),     x=i/,{tyC,,  C,,... ),..., 

on  tire  la  valeur  de  Ci ,  pour  la  substituer  dans  toutes  les 
autres  :  on  arrivera  nécessairement  de  cette  manière  à 
n  —  ï  équations  renfermant  n  —  i  constantes,  car,  s'il 
y  avait  moins  den  —  i  constantes ,  on  pourrait  les  élimi- 
ner et  arriver  à  une  relation  de  la  forme 

if>{t,  X,  7-,...)  =  o, 

ce  que  nous  avons  démontré  impossible. 

De  même,  si,  entre  les  n  —  i  équations  restantes ,  on 
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élimine  Cs,  il  restera  nécessairement  /t  —  2  équations 
avec  n  —  a  constantes.  En  continuant  ainsi ,  on  arrivera 
à  une  dernière  équation  renfermant  une  seule  constante 
Cni  et  qui  donnera  Cn  =  u^^  u»  étant  une  fonction  des 
seules  variables  f,  x,  jr^.,.^  et,  en  remontant  de  proche 
en  proche ,  on  aura 

donc  le  système  d'intégrales  générales  des  équations  diffé- 
rentielles proposées  peut  réeUement  être  mis  sous  la 
forme 

Cl,  Ct,...  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Réciproquement ,  si  Ton  tire  de  ces  dernières  équations 
les  valeurs  de  x^  j^  'v"9  ^^^  vérifieront  les  équations 
différentielles  proposées,  et  de  plus,  ces  valeurs  de  ar,  /, 
2,..,  ne  pourront  satisfaire  à  aucune  équation  de  condi- 
tion indépendante  des  constantes  arbitraires  Ci,  Ci,...., 
car  si  en  effet  elles  pouvaient  satisfaire  à  une  équation  de 
la  forme 

^{t,  X,  /,  2,...)  =  o, 

il  s'ensuivrait  que  cette  dernière  ne  serait  qu'une  com- 
binaison des  équations 

«t  =  Cj,     a,  =  Ca, . .. , 

et  pourrait  être  substituée  à  Tune  d'entre  elles.  On  arri- 
verait donc  aux  mêmes  valeurs  de  jc,  y,  z,...,  soit  qu'on 
les  déduise  du  système  i^i  =  Ci,  u,  =  Ci,...  de  /»  équa- 
tions renfermant  n  constantes  distinctes ,  soit  qu'on  les 
détermine  à  Taide  de  n  —  i  équations  renfermant  n  —  i 
constantes  auxquelles  on  joindrait  l'équation 

Or  cette  conclusion  est   évidemment    absurde,   car   les 
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premières  valeurs  de  jc,  y^  z^,..  renfermeront  n  con- 
stantes ,  tandis  que  les  secondes  n'en  renfermeront  que 
n  —  I .  Il  est  donc  vrai  que  Tensemble  des  équations 

forme  un  système  d^ntëgrales  générales  des  équations 
proposées,  parce  qu'il  jouit  delà  double  propriété  de  ren- 
fermer n  constantes  arbitraires,  et  de  fournir  des  valeurs 
de  Xj  y^  z,...  qui  vérifient  les  équations  données ,  sans 
satisfaire  à  aucune  équation  indépendante  des  constantes. 
Pour  montrer  combien  cette  dernière  restriction  est 
essentielle,  considérons  le  système  suivant  d'équations 
différentielles 

(*  —  t)dx  =  (a:  —  y)dt,     {z  —  t)dy  =  (x  -  y)dt, 
€&  =  (a?  —  ^   -H    ^)àti 

on  y  satisfait  immédiatement  en  faisant  x  =j^»  jz  =  f , 
ou,  ce  qui  revient  au  même ,  en  posant 

quelle  que  soit  d'ailleurs  la  fonction  (p,  qui  demeure  en- 
tièrement indéterminée  et  peut  renfermer  autant  de  con- 
stantes arbitraires  que  l'on  voudra;  mais  l'ensemble  de 
ces  trois  équations  ne  forme  pas  un  système  d'intégrales 
générales  des  équations  différentielles  proposées ,  préci- 
sément parce  qu'il  établit  entre  les  variables  des  relations 
indépendantes  des  constantes  arbitraires.  Cherchons  les 
intégrales  générales  \  en  retranchant  la  seconde  Àjuation 
de  la  première ,  on  trouve 

dx  —  4r  =  Oj     d'où    X  =  /  -f-  Ci. 
Cette  valeur,  substituée  dans  la  troisième ,  donne 

dz  =  (C,  H-  \)dt,     2  =  (C.  4-   i)^  -f-  Cay 
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et  par  conséquent ,  en  substituant  dans  la  seconde  équa- 
tion, pour  z  —  f ,  X  —  y^  leurs  valeurs, 

et ,  par  suite , 

X  =  1(C,/  4-   C.)  -h   C,  H-  Cj  : 

or  Tensemble  des  trois  équations 

X  =  \(C,t  -+-  C.)  -+-  C,  H-  Cs,     r  =  i(C/  -+-   CO  +  C3, 
a  =  (C,  H-   \)t  H-  C, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  en  résolvant  par  rapport  à 
Cl,  Cs,  C3,... ,  des  trois  équations 

forme  un  système  d^intégrales  générales,  précisément 
parce  qu'il  renferme  trois  constantes  arbitraires,  et  qu'on 
n'en  peut  tirer  aucune  équation  indépendante  de  ces 
constantes. 

208.  Revenons  au  cas  général,  et  cherchons  si  un  même 
ensemble  d'équations  différentielles  données  peut  ad- 
mettre plusieurs  sptëmes  d'intégrales  générales.  Suppo- 
sons que,  par  une  méthode  quelconque,  nous  soyons  ar- 
rivés au  système  suivant 

a,   =   C,      a,  =   C,      113  =   C3,...,      ttn  =   Ci; 
on  en  tirera 

^tf ,  =  o  =  L,<3&  -f-  M,^  -h  Nx^r  +  •  •  ■  » 
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oa 

dx  dy 

L.  +  M,—  4-  N,^  -h...   =  o, 

djc  dv 

.L.H.M.-  +  N.^f  +...   =o, 

et ,  en  substituant  pour  — ,  ^, . . . ,  leurs  valeurs  tî rëes  des 

équations  difTeFentielles  proposées,  il  viendra 

L.  4-  M,F,(^  j:,7,«,...)'HN.F,(r,  x^y,  *,...)+...=  o, 
L,  4-  M,F,(r,  x,y,  ...)-»-■'.   =  o. 

Ces  équations  sont  nécessairement  identiques,  ou  se  ré- 
duisent à  o  =  o,  car,  sans  cela,  ^lles  établiraient  entre 
les  variables  des  relations  indépendantes  des  constantes , 
ce  qui  ne  peut  être,  puisque ,  par  bypothèse,  Tensemble 
des  équations  u^  =  Ci,  ut  =  Ct,«..,  forme  un  système 
d'intégrales  générales  des  équations  données.  Cela  posé , 
toutes  les  valeurs  de  o:,  j^,  ^,...)  qui  vérifieront  les  équa- 
tions différentielles  proposées,  devront  évidemment  rendre 
identiques  les  éqiuitions 

M,[dir— F,(r,x,7,z,...)]-HN-[<(r— FiC^JP^r,  z,...)]-hetc.  =o, 
MJd^r—  F,(/,a:,  jr,  »,..0]-4-NJrfr—  Fa(^«»r  >  »,.-.)] -h  etc.  =o, 

à  moins  qu'elles  ne  rendent  infinis  un  ou  plusieurs  des 
coefficients  Mi,  Ni,.^.,  Ms,  Nt,...;  ces  dernières  équa-^ 
lions  se  réduisent  d'ailleurs  à 


Udt  +  VL^dx  H-  N.rfr  +. 

.  .=s  du,  =  o. 

L,«&  H-  M^  -f-  N,rfr   +. 

.  .=  dttt  =  ,0, 

en  vertu  des  équations  identiques  ' 

L,-hM,F,(f,:ç,7,  2,...)-HN,F,(r,x,/,z,...)4-etc.  =o...; 

donc,  à  moins  qu'elles  ne  rendent  infinies  ou  indétermi- 
nées, et  par  conséquent  discontinues,  quelques-unes  des 
T.  u.  34 
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quantités 

du,  du,  du, 

L.   -    —,      M.   -  —,      IN,   -  —,..., 

L,    --    — ,      M,   -  —,      IN.   -    —,..., 

toutes  les  valeurs  de  x,  j,  -»,...,  qui  satisferont  aux 
équations  différentielles  données,  vérifieront  aussi  les 
relations 

da,  =0,     //a,  =  o,..,,     ou     «,  =  C,,     «,  =  C,,.--- 

Donc,  puisque  Tensemble  de  ces  équations  détermine 
complètement  les  valeurs  de  x,  jr,  ^v)  ^^  fonction  de 
t  et  des  n  constantes ,  il  est  le  seul  système  d'intégrales 
générales  des  équations  proposées. 

209.  Les  systèmes  de  valeurs  de  x,  y^  -^r,...,  que  Ton 
obtient  en  rendant  infinies  ou  indéterminées  les  quantités 
L,  M,  N,...,  ou  quelques-unes  d'entre  elles,  et  qui  vërî- 
fient  les  équations  proposées  sans  qu'on  puisse  les  déduire 
des  équations 

sont  ce  qu'on  appelle  des  intégrales  singulières.  II  est  t?vi- 
dent  qu'elles  ne  seront  jamais  renfermées ,  comme  cas 
particuliers,  dans  les  intégrales  obtenues  pur  la  méthode 
générale  que  nous  avons  exposée  ,  puisque  cette  métbiode 
suppose  essentiellement  que  les  fonctions  Fj,  F,,..., 
ainsi  que  leurs  dérivées  par  rapport  à  x,  /,  ^,  etc. , 
sont  finies  et  continues,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  les 
quantités  L,  M,  N,...,  ou  quelques-unes  d'entre  elles, 
étaient  infinies  ou  indéterminées. 

Éclaircissons  ce  qui  précède  par  un  exemple.  Le  système 
d'équations  différentielles 

z  —  t)dj;  =   (x  —  y)dt,      (z  —  t)dy    =^^  (.r  —   y)dr, 
dz  z=  (x  '-  y  H-    \)dt^ 
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a ,  comme  nous  Pavons  vu ,  pour  intégrales  générales 

on  a,  par  conséquent,  dans  ce  cas, 

L,  =  G,     M,  =   I ,     N,  =  —   1»     P,  =  G, 
L,  =  j  —  X  —  I ,     M,  =  —  ^      N.  =  f ,     P,  =   I  , 

U  =  — ^:,     Ma  =  o,     Ns  =  I,     Pî  = 


z-^  r     *-^  -  -'     *'3  -   -,     -'  -  z^  t' 

deux  de  ces  quantités  seulement,  Ls^P»,  peuvent  devenir 
infinies,  et  le  seront  réellement  si  Ton  a  z  =  2  :  comme 
d'ailleurs  Thypothèse  z  z=z  t  donne  jr  =;=  j^,  et  que  l'en- 
semble de  ces  deux  équations  vérifie  les  équations  pro- 
posées sans  que  la  première  puisse  se  déduire  des  inté- 
grales générales,  en  donnant  aux  constantes  Ci ,  Cs ,  C» , 
des  valeurs  particulières ,  cet  ensemble  ne  peut  être 
qu'mie  solution  singulière. 

Nous  avons  vu  que  les  valeurs  particulières  x  =  o, 
j  =  o,...,  formaient  un  système  d'intégrales  particulières 
toutes  les  fois  que  les  fonctions  Fi,  Ff,...,  étant  finies  et 
continues,  ainsi  que  leurs. dérivées^  on  avait,  quel  que 
soitf, 

F,(f,  o,G,...)  =  o,     F,(/,  o,  o,...)  =  o,...; 

elles  ne  pourront  donc  être  des  solutions  singulières 
qu  autant  que  les  conditions 

M,  =   00,     M,  =  ^,*..j     N,  =r  co,     Ni  =  ^,..., 

ou  du  moins  quelques-unes  d'entre  elles,  seront  vérifiééSé 
210.  Supposons  que  les  valeurs 

forment  un  système  d'intégrales  singulières  des  équations 

dx  =  F.(^j:,  r,.,.),     dy  =  F,(/,  x,  j,, ..),... , 

34.. 
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et  posons 

les  équations  ^  =  o,  77  =  0  seront  des  intégrales  singu- 
lières des  nouvelles  équations  obtenues  par  cette  substi- 
tution et  qui  sont  : 

(p'{t)dt  -h  di  =  F»[f,^W  -+-   i*x(t)  H-  «...], 
X'{t)dt^  dn  ==F.[f,(p(f)  -hiyzit)  +  «»...] 


En  retranchant  de  ces  équations  ce  qu'elles  deviennent 
quand  on  y  fait  |  =:  o,  on  trouvera 

Or  Ç  =  o,  y?  =:  o,...,  ne  seront  des  solutions  singu- 
lières de  ces  dernières  équations  qu'autant  que  les  coeffi- 
cients de  dt^  ou  du  moins  quelques-uns  d'entre  eux,  de- 
viendront infinis  ou  indéterminés  pour  Ç  =  o,  yj  =0,..., 
ce  qui  n'aura  lieu  qu'autant  que  les  fonctions 

F,[r,^(/),  a;W--].    F.[^^W,  ;t5W>--r» 

et  leurs  dérivées,  deviendront  elles-mêmes  infinies  et  in- 
déterminées \  douc«  enfin,  les  valeurs 

ne  pourront  former  un  système  d'intégrales  singulières 
des  équations  différentielles  données ,  qu'autant  qu^elles 
rendront  infinies  ou  indéterminées,  quelques-unes  au 
moins  des  fonctions  Fi,  F^,...  et  de.  leurs  dérivées. 
Cette  discontinuité  est  une  condition  indispensable^ mais 
elle  n'est  pas  suffisante ,  en  ce  sens  que  certaines  valeurs 
qui  rendront  discontinues  les  fonctions  F t,  Fi , . .  • ,  et  leurs 
dérivées,  pourront  n'être  que  des  intégrales  particu- 
lières ,  comme  on  Ta  vu  dans  le  cas  d'une  seule  équation 
difierentielle.  Nous  n'essayerons  pas  de  préciser  les  carac- 
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lères  distincdfs  des  intégrales  singulières,  ce  problème 
est  trop  complexe  et  trop  peu  pratique  dans  le  cas  de 
plusieurs  variables.  Il  sera  plus  facile,  dans  chaque  cas 
particulier,  de  chercber  si  les  intégrales  dont  la  nature 
est  encore  incoïmue ,  peuvent  se  déduire  ou  non  de  va- 
leurs particulières  attribuées  aux  constantes. 
Exemples  :  i^.  Reprenons  les  équations  différentielles 

dx  =  tJZLZdt,     dr  =  ^LHJLdt, 
dSc    =r  (x  —  ^  H-    l)*, 
F<  =  F.  =  T—-^y     F3  =  X  —  ^  -^  1. 

z   •—   f 


En  posant 


on  trouvera 


F,  =  00,     ou     F.  =  J, 


X  =  y,     z  =  t 


ces  équations  satisfont  aux  équations  proposées ,  et  sont 
réellement  des  intégrales  singulières,  parce  que,  pour  les 
déduire  des  intégrales  générales,  il  faudrait  nécessaire- 
ment faire 

C.  =  o,     C,  =  r,     Cl  =  r, 

ce  qui  est  impossible* 

2«.       dx  =yi.dt^     dy  =  x^dtj     F,  =y* ,     F,  =  xi; 
ces  fonctions  ne  peuvent  devenir  ni  infinies ,  ni  indéter- 
minées, leurs  dérî  vées  sont  î  J  "  ' ,  ï  «^  "  '  »  et   deviendront 
infinies  pour  x  =  o,  j^  =  o  ;  ces  deux  valeurs  satisfont 
d'ailleui^s  aux  équations  différentielles  données. 

Cherchons  les  intégrales  générales  :  on  a  d'abord ,  en 
éliminant  Jit, 

x^dx  =  y^dy,    d'où    j^'=x«-hC,     7«==(xî— C)i; 
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cette  valeur ,  substituée  dans  la  première  équation,  donne 
On  tirera  des  deux  équations 


/ 


i  = 


•'       dx 


'o{xi  -f-  C,)i 

les  valeurs  de  Ci,  Ct  en  fonction  des  variables;  elles  sont 
donc  les  intégrales  générales  des  équations  données.  Cela 
posé ,  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  a:  =  o,  j-  =  o , 
sont  des  intégrales  singulières  ;  en  effet,  pour  les  déduire 
des  intégrales  générales ,  il  faudrait  faire  d'abord  Ci  =  o, 
ce  qui  donnerait 

J^'  dx  i 

-r  — C.  =  2x«, 
^o    X* 

et  pour  X  =  o,  Cl  =  t,  ce  qui  répugne  à  la  nature  de  U 
constante  arbitraire. 
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lotégnition  des  équation»  linéaires  simidtaDéet  du  premier  ordre ,  ot  do 
quelques  autres  équations. 


2i  1 .  On  appelle  équations  Unéaircs  simultanées  celles 
qui  ne  renferment  les  variables  dépendantes  x^  j^  ^v? 
et  leurs  dérivées,  qu'au  premier  degré  seulement.  La 
forme  générale  de  ces  équations  est 

dx 

-  -hP,a:H-Q,^-f-R.2-f-...=T., 

"f)  *s>«««>  *»»•••>  xij»»"»  x»»»»»î  -^ij»»»»  T,i5«..j  étant 
des  fonctions  de  la  seule  variable  indépendante  t.  On  ne 
sait  pas  les  intégrer  en  général,  on  n'y  parvient  que  dans 
quelques  cas  particuliers. 

Considérons,  sous  une  forme  un  peu  différente,  les 
deux  équations 

M.££r  H-  N,e(r  H-  (Pi*  +  (l^x)dt  =  T^dt, 

Multiplions  la  seconde  par  ô,  ajoutons-la  h  la  pic^miei  e  , 
et  posons 

M,  -f-  M.e  =  /w,     N,  -h  N,6  =  «,      P,  H-  P.Ô  =  p^ 
Q.  -i-  Q,ô  =  ç,      T,  -f-   T,«  =  T, 
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il  viendra 

mdx  +  ndy  -^  px  -J^  qy  zn  Tdty 


OU 


(" 


mldx  -h  -dy  \  -h  p\x  -{-  ^ y  \  z=z  7ik. 
Or,  si  en  posant 


on  avait 


dx  H-  — éfy  =  ^a 


Téquation  précédente  se  trouverait  ramenée  à  ne  plus  être 
qu'une  équation  linéaire  à  deux  variables 

mdu  -j-  pu  =:  Tidty 

que  nous  avons  déjà  intégrée.  L'équation  de  condition 

dx  H-  —  dy  =  dix  -f-  -Y] 
m   ^  \  p^  ) 

sera  satisfaite  si  Ton  a 


p  m  p  p         m 

-     =  — ,      a.-  =  o. 
;?  m  /? 

En  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations,  pour 
m,  n,  ^,  ^y  leurs  valeurs,  et  éliminant  entre  elles  9 ,  on 
aura  la  condition  à  laquelle  les  coefficients  de  Téquatiôn 
proposée  doivent  satisfaire ,  pour  qu'elle  puisse  être  ra- 
menée à  une  équation  linéaire  à  deux  variables.  Si  ces 
coefficients  sont  constants ,  la  seconde  équation  sera  im- 
médiatement vérifiée ,  la  première  deviendra 

M. -^M,e_  P»  +  P,e 
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et  donnera  pour  9  deux  valeurs  9, ,  9, ,  qui  conduiront  à 
deux  équations  linéaires 

du   H-  ^u  =  —iit,     du  -h  ^  u  =z  —dt, 

que  Ton  intégrera  immédiatement.  En  substituant  dans 
ces  deux  intégrales,  à  u,  sa  valeur  x  +  -  ^,  on  obtien- 
dra deux  équations  entre  x,  y^  et  deux  constantes  arbi- 
traires Cl,  Ci  qui  seront  les  intégrales  générales  cher- 
chées. Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  les  deux 
valeurs  de  B  sont  réelles  et  distinctes,  nous  examinerons 
plus  tard  le  cas  où  ces  valeurs  seraient  imaginaires  ou 
égales. 

242.  Considérons  maintenant  le  cas  où  Ton  aurait  à 
intégrer  n  équations  linéaires  â  coefficients  constants. 
On  peut  toujours  supposer  que  chacune  de  ces  équations 
ne  renferme  qu'une  seule  dérivée ,  ou  qu'elles  sont  de 
la  forme 

dx  -h  {a^x  H-  b^jr  4-  c,z  -h. .  .)di  z=z  T^dt, 

Multiplions  la  seconde  par  6i,  la  troisième  par  9s,..., 
ajoutons -les,  et  faisons 

û«  -h  M.  -h  aiBi  4-...=  9, 
T.  -h  d,T,  -h  Ô3T3  -♦-...=  T, 
il  viendra 

Or,  cette  dernière  équation  deviendra  une  équation  li- 
néaire à  deux  variables 

du  -f-  (iudt  =  Tdt, 
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et  aura  pour  intégrale 

=  ^""^'[c-h  /* '(T,-hT.0-4-a...)^'^^  ]• 

Si  Ton  choisît  01,  B^,  Os,.*-?  ^^  manière  à  satisfaire  aux 
équations 

ài  -h  M.  -t-  Ma -h  ...  =  ôe,, 

<î,   4-  c,Ç,    -I-  C363  -+-...=  ÔÔ3, .  . . , 
qu'on  peut  écrire  comme  il  suit 

(b,  —  6)6,  4-  Ma  4-    ...    =-  *., 

C,Ôa  -h    (C3    —    0)^3      -h     .  .  .     =—    C,.  .  .  .  , 


la  formule  x  = — -7- — ^,    ^"\  que  nous  avons  rappelée 

n^  i07,  montre  immédiatement  que  le  dénominateur 
commun  de  d„  ds^--  comprendra  le  terme  irréductible 

qui  est  du  degré  n  —  i,  par  rapport  à  6  -,  et,  par  consé- 
quent ,  en  substituant  pour  ces  coefficients  indéterminés 
01,  08V -•  leurs  valeurs  dans  la  relation 

on  obtiendra  une  équation  dans  laquelle  entrera  le  pro- 
duit 

qui  sera  du  degré  w,  et  donnera  pour  0  n  valeurs.  A  cha- 
cune des  valeurs  de  0  correspondra  un  système  unique 
de  valeurs  de  0,,  ôj,  04,....  Ces  n  systèmes  substitués 
avec  0  dans  Tintégrale  obtenue,  fourniront  n  intégrales 
avec  n  constantes  arbitraires.  On  mettra  facilement  ces 
intégrales  sous  la   forme  a^  3=  C,  m,  =   (^,...,  et  elles 


TRENTE-QUATRIEME   LEÇOlf.  S^Q 

formeront,  par  leur  eiisemble,  les  intégrales  générales  des 
équations  différentielles  proposées. 

Si  Ton  veut  que  pour  f  =  o,  x,  jr,  z^.,,  prennent 
les  yaleurs  particulières  Xo,  ^09  '^ovm  on  aura,  pour 
déterminer  les  constantes  Ci,  Ci,...,  n  équations  que 
Ton  déduira  de  l'intégrale  générale  en  faisant  t  =r  f^,  et 
donnant  tour  a  tour  à  6  ses  n  valeurs.  Ces  équations  se- 
ront toutes  de  la  forme 

et  la  valeur  générale  de  Ç  sera 

en  mettant  dans  l'intégrale  générale  pour  C  sa  valeur, 
elle  deviendra 

/(^j  *7  r» .  • . ,  'O,  J^O,  7o, . . . ,  ô)  =  o, 

et  en  appelant  ô',  fl",.-)  6^"^  les  n  valeurs  de  Ô,  le  sys- 
tème des  n  intégrales  générales  des  équations  diflFéren- 
tielles  proposées  sera 

y(r,  X,  r.--,    ^o,  ^o,  ro,.-.,  0*^)=  O, 

213.  Mais  ces  n  équations  ne  seront  distinctes  et  ne 
formeront  réellement  un  système  d'intégrales  générales 
qu'autant  que  les  n  valeurs  de  9  seront  réelles  et  inégales; 
voyons  ce  qui  arriverait  si  elles  étaient  imaginaires  ou 
^ales.  Supposons  d'abord  que  deux  seulement  de  ces  va- 
leurs 6'  et  9"  soient  imaginaires,  comme  elles  sont  ra- 
cines d'une  même  équation,  elles  seront  conjuguées,  et 
51*  Ton  a 

fi'  =  «  -f.  Cl/IIT, 
on  aura 
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Dès  lors,  si  la  première  des  intégrales 

^i  (^  ^y  r,  •  •  • ,    ^o,  j^o,  r».  • .  •  >  ^0  =  ^ 
devient  u  +  w  V^ — i  =  o ,  la  seconde  deriendra 


et  elles  se  réduiront  ensemble  aux  deux  équations  (^  =  o , 
tf/  =:  o  ;  en  se  confondant,  elles  se  dédoublent ,  de  sorte 
que  leur  ensemble  formera  encore  deux  équations.  S'il  y 
avait  4?  6,  8, . . .  racines  imaginaires,  2,  3,  49-  •  •  inté- 
grales se  dédoubleraient ,  et  leur  ensemble  formerait  tou- 
jours un  système  de  n  équations  renfermant  n  valeurs 
initiales  ou  n  constantes  arbitraires. 

Voyons  maintenant  ce  qui  arrivera  si  deux  racines  de 
Téquation  quidonnedi  étaient  égales  entre  elles.  Gomme 
le  premier  membre  de  l'intégrale  générale 

Ah  ^,  r  »»,•••  »    «o,  ro  «o, . . .  ô)  =  O 

peut  être  représenté,  pour  abréger,  par  f  (6),  on  aura, 
en  désignant  par  C  et  9*  =  S'  -J-  A  deux  des  valeurs  de  9, 

et  par  conséquent  (f  (&):=.  o,  dans  le  cas  où  Bf  devenant 
égal  à  9^ ,  on  aura  A  =  o.  Ainsi ,  loi^que  deux  racines  sont 
égales  entre  elles,  deux  des  intégrales  se  confondent 

^{9^)  =  ^(&")  =  o; 

mais  on  voit  alors  apparaître  une  équation  nouvelle 

^'(^')  =  o, 

et  Ton  a  toujours  n  équations.  L'ensemble  de  ces  n  équa- 
tions formera  le  système  d'intégrales  générales  des  équa- 
tions différentielles  proposées.  Considérons  une  troisième 
racine  ô*  d'abord  égale  kff+h:  dans  le  cas  où  O'  =  6*, 
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OU  aura  à  la  fois 

^(^)  =  o,     ^'(60  =  o. 

et  par  conséquent 

(p''{$'  -h  lA)  =  o. 

Donc  si  0^ devient  aussi  égal  à  O',  c'est-à-dire  si  A  =  o, 
on  aura  nécessairement  y"  (6^)  =  o.  Trois  des  intégrales 
se  confondent ,  mais  on  a  deux  équations  nouvelles 

^'((K)  =  o,     ^"(©O  =  o. 

On  prouvera  évidemment,  en  poursuivant  ce  raisojine- 
ment,  que  si  m  racines  ff^  9",...,  6^"^  sont  égales,  on 
aura  m  —  i  équations  nouvelles 

Ç'{(/)    =    0,       ^-(0^)=:    o,...,       ^(-")(6')   =    o, 

elles  remplaceront  les  m —  i  intégrales  qui  se  confondent 
avec  la  première ,  de  sorte  que  Ton  aura  toujours  n  équa- 
tions renfermant  n  valeurs  initiales  ou  n  constantes  ar- 
bitraires. Si  dans  Tintégrale 

on  ne  mettait  pas  pour  C  sa  valeur  en  fonction  des  don- 
nées initiales  et  de  d,  f'(d),  (f(0\- . .  seraient  remplacés 

par 

'"de"'         ""dC"' 
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les  quantités  C ^  C^ . . . ,  déterminées  par  les  équatî  ons 

peuvent  être  regardées  comme  des  constantes  nouvelles 
dont  le  nombre  sera  précisément  celui  des  racines  qui  de- 
viendront égales  à  la  première  et  qui  conserveront  au 
système  d'intégrales  sa  généralité. 

214.  Un  raisonnement  bien  simple  montrera  que 
la  méthode  que  nous  venons  de  développer  embrasse 
le  cas  des  racines  égales.  En  effet,  elle  donne,  dans 
toute  hypothèse,  au  moins  une  des  intégrales  générales; 
de  cette  intégrale ,  on  tirera  la  valeur  d'une  des  varia- 
bles X,  j",  -^,."5  pour  la  substituer  dans  les  équations 
différentielles  données,  que  l'on  réduira  de  la  sorte  à  un 
système  de  «  —  i  équations ,  ne  renfermant  plus  que 
n  —  I  variables.  Si,  pour  ce  système  de  n  —  i  équa- 
tions ,  les  /z  —  I  valeurs  de  B  sont  inégales  ou  imagi- 
naires, la  méthode  fournira  les  n  —  i  intégrales  qui 
re$taient  encore  à  trouver.  Dans  tous  les  cas^  elle  donnera 

-  au  moins  une  seconde  intégrale  qui  conduira  à  un  sys- 
tème de  /i  —  2  équations  différentieUes,  etc.  En  conti- 
nuant de  la  sorte,  on  obtiendrait  évidemment,  malgré 
l'égalité  des  racines ,  un  ensemble  de  n  intégrales  renfer- 
mant n  constantes  arbitraires. 

215.  On  peut  intégrer  par  une  autre  méthode  les 
équations  simultanées  proposées 

da:  -h  {a^x  -h  6,7  -h  c,z  -{-. ,  .)dt  =  Ttdt^ 

dy  +  [a^x  4-  ^,7   4-  c,»  -4-. .  .)dt  =  T^dt^ 

Considérons  d'abord  le  cas  où,  les  seconds  membres  man- 
quant, ces  équations  deviennent 

dx  H-  (flf,x  -f-  hiX   -f-  c,s  -4-...)</ir  =  o, 

ày  -h  («,ar    +    b^x    -f-  c^z  -^^ .  .  .)dt  =  o, 
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On  remarque  alors  immédiatement  que  si  plusieurs  sys- 
tèmes de  valeurs  de  x^  y^  z,...  satisfont  séparément  à 
ces  équations ,  la  somme  de  ces  systèmes  ou  de  plusieurs 
d'entre  eux  y  satisfera  aussi,  et  que,  par  conséquent,  il 
suffira  de  trouver  n  systèmes  renfermant  chacun  une 
constante  arbitraire  pour  obtenir  par  leur  addition  les 
intégrales  générales  cherchées.  Pour  y  parvenir,  faisons 

y    =   Cx,       Z   :=.   yJC,  .  .  .  , 

les  équations  sans  seconds  membres  deviendront 

dx  -f-  x{a.  H-  h^Z  +  c,y  -+-.  .  .)dt  =  o, 
Çdx  H-  x{a^  -f.  ^^  -f-  c,y  4-...)d^  =  o,..., 

et  ne  pourront  subsister  qu'autant  qu'en  posant 

a«  -f-  fc,C  -4-  c,y  -h   ...    =  —  «, 
on  aura 

«1  + ^iff-f-<ray-4-...= — flt^,   Û3-4-  ^3^-1-  fay +...=: — «y.... 

De  ces  n  — i  dernières  équations,  on  tirera  les  valeurs  de 
S,  ^,...,  qui ,  substituées  dans  la  formule 

«I  -f-  bt^  -f-  c,y  -h...  =  —  «, 

donneront  une  équation  en  a  du  degré  n,  Â  chacune  des 
racines  a^^  or, , . . . ,  a^de  cette  équation ,  correspondra  un 
système  de  valeurs  de  ê,  y,*..;  «r,  d'ailleurs,  sera  donné 
par Téquation  clx —  axdt  =  o,  d'où 

dx 

—  =r  udt,      ix  —  IC  =  «/, 

X' 

et  par  suite 

En  substituant  tour  à  tour  danâ  ces  équations  pour  a ,  ses 
n  valeui's,  on  aura  n  systèmes  d'équations  satisfaisant 
tous  aux  équations  différentielles  proposées,   et  renfer- 


544  CALCUL    INTÉGRAL. 

mant  chacun  une  constante;  Tensemble 

formé  de  Faddition  de  ces  n  systèmes,  sera  le  système 
des  intégrales  générales  cherchées.  Pour  passer  de  ce  <:as 
plus  simple  à  celui  où  les  fonctions  Ti,  T,,.*«  ne  seront 
plus  nulles,  il  suffit  de  substituer  dans  ces  équations ,  aux 
constantes  Ci,  Cf,...,  des  fonctions  de  x  tellement  choi- 
sies qu'elles  continuent  de  vérifier  les  équations  avec  leurs 
seconds  membres.  Or,  si  Ton  différentie  les  valeurs  de 
X,  y,  <?,..•  pour  les  substituer  avec  leurs  différentielles 

— ,  -r->  T  dans  les  équations  données,  et  qu'on  ex- 
dt     dt     dt  ^  '        ^ 

prime  qu'elles  sont  satisfaites,  on  trouvera 

""      dt   ^  de   ^•••^       dz   ~  *'' 

et  cesn  dernières  équations  donneront,  en  fonction  de  /, 

dO        df* 

les  valeurs  de  -^,  -^, . . . ,  que  l'on  intégrera  par  de 
simples  quadratures,  etc. 

216.  Appliquons  ces  principes  à  quelques  exemples. 

multiplions  la  seconde  équation  par  Oi ,  ajoutons  et  posons 

il  viendra 

dx  -h  ^^dy  -h  0(x  H-  ^^y)dt  =  (T,  4-  Ô.T.jVr, 
d'où  l'on  tirera,  en  intégrant, 
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6  est  d'ailleurs  donné  par  Féquation  de  second  degré 
(fl, — 6)  (b^  —  9)=aift,,  qui  fournira  les  deux  va- 
leurs fi',  fi",  et  par  suite  deux  intégrales 


x-h- 


!        x  + 


Si  les  deux  racines  ff^   ff*  étaient  égales,  on  n'aurait 
.    qu'une  seule  intégrale,  mais  on  lui  joindrait  l'équation 

<{ue  l'on  obtient  en  différentiant  l'intégrale  unique  par 
rapport  à  9",  et  C  considéré  comme  fonction  de  0\ 

On  pourrait  aussi ,  en  mettant  l'intégrale  unique  sous 
la  forme 

X  -\-  Cx  =  (p{t), 

en  tirer  la  valeur  de  a:,  xi=ç(t)  —  6y ,  pour  la  sub- 
stituer dans  la  première  des  équations  données 

dx  -h  (a,ar  -h  ft,j)<*  =  T,</r, 
qui  deviendra 

*  -  ^^-p^-^**  =  Jt'^'  ^-  ^«^W^^'Wl^'- 
Or,  cette  dernière  équation  est  linéaire  et  s'intégrera  im- 
médiatement, 
Exemples  :  Les  deux  équations 

4d!r  -h  grf/  -f.  (44x  4-  ^^X)dt  =  tdi, 

3^  ■+•  7^r  +  (34^  -f-  ^y)dt  =  e'dt, 
ont  pour  intégrales 


X 


^  lS.t  ^  2§e'  -f-  C,  e'^'   —  C,tf-' 


56 


7  ^  9 

T.  n.  35 
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les  deux  racines  6'=  6,   0"  =  i  sont  inégales. 
Les  deux  équations 

^dx  +  9</r  -h  (iix  -h  liy)dt  =  é'dt^ 
Zdx  ^  ^dy  -^  {ix  ^  i^)dt  =  e^'dt, 

donnent ,  au  contraire ,  9'  =  0"  =  4,  et  ont  pour  intégrales 
ao  3o 

Pour  les  deux  équations 

^dx  4-  9^j  +  (2x  -h  3i/)«fr  =  e'dt^ 

3rfjr  -h  7û[r  +  (  X  H-  24r)^  =  3^', 

ô'  =  4  4*  V^ — I ,  fl"  =  4  —  sl^^i  sont  imaginaires  5  les  inté- 
grales générales  seront  données  par  Téquation 

[(cosr-»/^sinr)(4H-7V^(  (tf5'costo&-+-|/^  fè^'smt 
-3(5h-9\/^  p'cosr€fr-+-V/^  t^'sin tdtXi-C^-^CM 
on  a  d^ailleurs 
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lotcgntion  d*une  équation  différentielle,  d^ordre  qoelconque,  à  deux 
Tariables.  >-  Principes  généraux.  —  Conditions  dUntégrabilité  d^une 
semblable  équation. 


217.  On  appelle  équation  différentielle  de  Tordre  /i, 
a  deux  variables ,  Téquation  qtii ,  avec  les  variables ,  ren- 
ferme leurs  dérivées  jusqu^à  celles  de  Tordre  n  inclusive- 
ment. La  forme  générale  de  ces  équations  est ,  en  sup- 
posant qu^il  n'y  ait  qu'une  seule  variable  dépendante , 

^  /  dr    dy  dy\ 

ou,  en  résolvant  par  rapport  à  -^ , 

dP  --^V       ^'   di'    dx-''"'   HP^/ 

En  joignant  à  cette  équation  les  n  —  i  relations  connues 

<r=/Ar,  d/=ydx,  dy'=y'dx,...,  dy(^*)=zyi^-)dx, 

on  aura  un  système  de  n  équations  différentielles  simul- 
tanées du  premier  ordre 

dy  =  y'dx,     d/  =  x''dx, .  .  . ,     rfy<«-»)  =  r<"*'^^. 

En  intégrant  ce  système  d'équations  par  les  méthodes 
({ne  nous  avons  indiquées,  on  obtiendra  les  valeurs  des 
X»  y»--*»  y^"*"*^  ^^  fonction  de  n  constantes  arbitrairesj 

35.. 
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la  valeur  aiasi  obtenue  pour  y^ 

y  =  (p{x,    C,    C,    C3,...,    C«), 

sera  Tinlégrale  générale  de  Féquation  différentielle  pro- 
posée ;  on  en  tirera 

âl8.  Il  est  facile  de  prouver  que  l'intégrale  générale 
renfermera ,  en  réalité ,  n  constantes ,  c'est-à-^re  toutes 
les  constantes  que  renfermaient  les  intégrales  des  équa- 
tions simultanées.  En  effet,  si  Tune  de  ces  constantes,  Cx 
par  exemple ,  manquait  dans  la  valeur  dej",  elle  manque- 
rait aussi  dans  les  valeurs  dey,y',  j^f""*^ ,  et ,  par  consé- 
quent, elle  ne  ferait  pas  partie  des  intégrales  générales 
des  équations  simultanées,  ce  qui  est  contre  Thypothèse. 
En  supposant  qu'on  donne  les  valeurs  y^^  y^^  J^  v» 
jr(***^,  de  y  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées,  corres- 
pondantes à  oTo,  on  pourrait  déterminer  exactement ,  ou 
par  approximation,  en  fonction  de  ces  valeurs  initiales, 
les  intégrales  des  équations  simultanées,  et,  par  suite, 
rintégrale  générale  de  Téquation  différentielle  de  Tordre 
n\  on  en  conclura  que,  dans  cette  dernière  intégrale, 
on  peut  regarder  les  constantes  arbitraires  comme  étant 
les  valeurs  initiales  de  la  fonction  cherchée  y  et  de  ses 
dérivées.  De  plus,  comme  les  équations  simultanées  n'ad- 
mettent quun  seul  système  d'intégrales  générales,  il  en 
sera  de  même  de  Féquation  diff^entielle  de  Tordre  /i.  D 
résulte  de  ce  qui  précède,  i^  que  Tintégrale  générale  d'une 
équation  différentielle  de  Tordre  n  renferme  nécessaire- 
ment n  constantes  arbitraires;  a^  que  toute  équation  en- 
tre X  et  ^  qui  satisfait  à  une  équation  différentielle  de 
Tordre  n,  en  est  Tintégrale  générale  quand  elle  renferme 
/}  constantes  arbitraires. 

219.  Les  divers  systèmes  d'intégrales  singulières  de  ces 
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mêmes  équations  simultanées  fourniront  Jes  intégrales 
singulières  de  Téquation  de  Tordre  n.  Comme  pour  ces 
équations  simulunées,  les  fonctions  Fi,  Fs,...  (n^  ^i)) 
sont  précisément  la  fonction  y  et  ses  dérivées  y',  y'v> 
j(«-i)^  que  nous  supposons  finies  et  continues»  elles  ne 
pourront  devenir  infinies  ou  indéterminées,  et  par  con- 
séquent les  intégrales  singulières ,  si  elles  existent ,  ne 
pourront  être  que  les  yaleurs  de  y  qui  rendront  infinie 
on  indéterminée  la  fonction  ^[a:,  y^  J'',..-,  J^^"""*^]>  ou 
ses  dérivées  par  rapport  ky,  y,.,.. 

Nous  avons  vu  que,  dans  certains  cas,  les  solutions  sin- 
gulières des  équations  simultanées  étaient  plus  étendues 
que  les  intégrales  générales,  qu'eUes  pouvaient  renfermer 
on  plus  grand  nombre  de  constantes ,  et  même  des  fonc- 
tions arbitraires^  il  n'en  sera  pas  ainsi  d'une  équation 
différentielle  de  Tordre  n.  En  effet,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire  ,  les  intégrales  singulières  de  ces  équations 
devront  toutes  satisfaire  h  une  équation  de  la  forme 


^[^sTTrv^TT^^ 


ou 


c'est-4-dire  qu'elles  seront  une  solution  particulière  ou 
singulière  d'une  équation  différentielle  de  Tordre  n  —  i , 
et  ne  pourront,  par  conséquent,  renfermer  plus  de  con- 
stantes que  n'en  comporte  l'intégrale  d'une  équation  dif- 
férentielle de  Tordre  n  *—  i . 

En  poursuivant  ce  raisonnement,  on  descendra,  de  de- 
gré en  degré,  jusqu'à  Téquation  différentielle  du  premier 
ordre  dont  l'intégrale  renferme  au  plus  une  constante,  et 
il  sera  démontré  que  les  solutions  singulières  de  Téqua- 
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tion  différentielle  de  Tordre  n,  on  ne  renferment  pas  de 
constantes  arbitraires,  ou  en  renferment  moins  de  /i. 

3S0.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  qne  dans  le  cas  où  la 
fonction  f  reste  finie  et  continue ,  ainsi  que  ses  dérÎTees 
par  rapport  à  y^  y\  /"v?  ^  existe  une  fonction  y  de 
X  qui  vérifie  l'équation  difi*érentielle  de  Tordre  n, 

et ,  de  plus ,  prenne ,  ainsi  que  ses  dérivées ,  pour  x  =  jTq, 
des  valeurs  déterminées  ^q,  /^,  J^v  Mais  on  peut  se 
proposer  un  autre  problème  :  on  peut  rechercher  les  ca- 
ractères auxquels  on  reconnaîtra  que  la  fonction 


est  la  dérivée  exacte  d'une  certaine  fonction  primitive , 
ou  9  ce  qui  revient  au  même ,  quelles  sont  les  conditions 
d'intégrabîlité  de  cette  fonction.  Euler  a  le  premier  ré- 
solu ce  problème^  le  premier  il  a  démontré >  par  des 
considérations  tirées  du  calcul  des  variations,  ce  théo- 
rème remarquable  :  pour  que  la  fonction 

n^>  r,  r^  y\  r^""'>],... 

soit  une  différentielle  exacte,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
qu'en  posant  M  =  D,F,  N  =  Dj,F,  P=D^P,...,  ou 

«TF  =  lAdx  ■+.  N4r  -f-  Vdy'  ^-.  QJj"  -h  ^dy^  -+-..., 

on  ait     fN  —  D,P  +  DiQ  —  D^R  +  . . .  =  o, 
ou       D^F  —  D  JD^/F  —  D^D  ,4rF  —...==  o. 

Lexell ,  Lagrange  et  Poisson  semblent  avoir  ignoré  qu'En- 
1er  avait  établi  non-seulement  que  cette  condition  était 
nécessaire,  mais  encore  qu'eUe  était  suffisante ,  et  îk  ont 
essayé  d'y  suppléer.  La  démonstration  de  Lagrange  sup- 
pose Temploi  de  séries  très-compliquées  et  dont  rien  ne 


Jironve  la  ôobvergexice.  La  formule  de  Poisson  sôufire  des 
exceptîoiis  nombreuses  qui  enlèvent,  à  Ja  mëthodet  la  gé- 
néralité qu'il  lui  ^tribuait*  M.  Bertrted,  aspirant  ingé^ 
nieurdes  Mines,  vient  de  publier,  sur  les  conditions  d'in- 
tégniUfité,  un  Mémoire  remarquable  qui  fait  partie  du 
XxVlSi'^^  ealmr  du  Jx^umald^r École  Pofytechwjue. 
Après  avoir  relevé  l'erreur  historique  de  Lagrange  et  de 
Po^a^n,  et  modifié,  de  manière  à  la  mettre  à  Tabri  de 
tottle  objection,  la  démonstration  qu^Euler  avait  déduite 
du  calcul  des  variatioi|s,  M.  Bertrand  établit,  par  un  pro- 
cédé simple  ut  ingénieux,  la  formule  de  Poisson. 

M.  Knet,qui  avait  remarqué  les  inconvénients  de  cette 
formule,  est  pi|^venu  à  les  éviter  en  étaUissant,  it  Taide 
d'une  métboie  qui  repose,  en  partie,  sur  le  procédé  em- 
fiorfé  par  M.  Bertrand,  une  formule  nouvelle  cpii  ren- 
ferme celle.de  Poisson,  qpand  cette  dernière  n'est  pas  en 
défiiuu  , 

Dans  la  fonction  F  ou  F[a:,  ^,  /',  /",...,  j^"^J, 'faisons 
yszu-^  0L\f,  u  et  M  étant  des  fonctions  indéterminées  de 
X,  dont  nous  pourrons  disposer  plus  tard,  et  a,  une  nou- 
velle variable  tndépeti4ante  de  x^  nous  aurons 

/  =  «'.  -h  •«'' ,  .      y  =«''-+-  «i/' , ...  ,         ^C)  =  «(«)  -h  crf  "\ 

¥=z/^m)  ^  F  [x,  u  -h  «•«>,  u'  -h  m/;.  . .,  c^"^  -h  mvf<'*)\. 
Eu  diJSérentiant  par  rapporta  a^  et  désignant,  pour  abré- 
ger, p»  F  (ai'),  F(ap'),...  les  dérivées  de  F,  prises  par 
rapporta  ?i  -f-  «j/,  u'-l-fliV,...,  on  aura 

d/{a)  =  dit  \yW{f^)  -M/F^K  )•+•..]; 
On  întégreira  cette  équation  depuis  «  =  o,  et  Ton  aura 

«/o  ^ 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  après  avoir  fait  a=:  i, 
on  remarque  que 

/(i)  ^V[x,u^,,  « '  H-  P', .  .  .),  /(o)  -  P{^,  «,  «', .  .  .)> 


n. 


35* 
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on  trouvera 

L'exa<^ude  de  cette  formule  suppose «eulemeôft  <}ue  les 
fonctions 

F  (X,  «,«',...),  E'(..),    F'(-.p'),...,F'(«v(«),..- 
restent  finies  et  continues,  par  rapport  à  a,  entre  les  limi- 
tes o  et  I  :  or,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  ces  condi- 
tions eu  choisissant  convenablçment  la  fonction  u.  Si  jnaîn- 
tenant  onmultipliepar  Jj:,  et  qu'on  intëgrej  on  trouvera 

::;=:   /firF^,  tf,  a',...)  +  jfkr /'  \u  [uY'Uv)  H-  u'F^a*'')  '-\-. ..] 
=  Jcix¥(x,  £/,  a',...)  -h  Çdaidx[vr  H  H-  «^T  («r^')  -+-...]. 
D'^lieurs,  Tintégration  par  parties  donne 

fdxu'^r{mu'")=:=:  p"  F'  (at»'")  —  p'D,  F'  («v*') 

H-  (^Di  F  («»''")  -^  jCfir  DiF'  («<»*'), 
En  substituant,  on  trouvera 

^c./"4i,[F'(»f')  — D:,FV")-J-»iï''(.«0--] 
i/o 

-+-r/y^'û^-e[r(*c;'')--D,F'(ap'^)H-..OH-«''/'^«[F(««'''')— ..^ 


•      % 
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LafoiM^opiêOtts.leéigne  fi^dx^  savoir, 
n'est  autre  <|pe  la  fbsction 

r 

daos  li^qncJle  on  aurait  «ubstitué  Vf^x%f  k  la  place  de  j. 
Si  dbiyï  là  fonction  proposée  ^t  toUe  que  Ton  ait  idenii- 
qaeqgipnt,  quoi  q^e  «oit  j^ 

i^(ry— D,r(r')-HDîr{:^^): ±d2f'(/('))  =  o, 

il  en  résultera  que  la  partie  sou«  le  signe  fudx  sera 
nulle  rréquation  prëcéd^te  ne  renfermera  plus  d'inté- 
gration à  effectuer  relatirement  à  x ,  et  Tintégrale 
fdxF(x,  u  +  u,  a' Ht-  >/,...)>  0^  Cfe  qirf"  revient  au 
même,  en  mettant  pour  i^  sa  Valcïttry —  «,  l'intégrale 
fdxF[a^jjr^  jr'v  •  9  J^^^Jï  *«  trou\ej^  exprimée  par  de  sim- 
ples^ quadratures,  c'est-^sà^lire  au  moyen  d'intégi^tes  défi- 
nies prises  deppis  «  2^  o,  jusqu'à  a  =  1. 

S21.  Bécipcoquemem,  sire:<pressipn 
est  intégrable ,  on  devra  avoir  identiquement 

r{x)  —  D.p' {y) 4- Dir(r "1-  • . . ±B:F(r^">)  ^ o. 

Dans  ce  cas,  enefTc^,  Piûtégrale/P(a::,j-, y ',,.,,  j<"^)^ 
pourra  è|re  obtenue,  et  sera  une  certaine  foncUon  q  de  x^ 
r.  j',.-  •?  JK^"**^?  de  sorte  que  Ton  aura  identiquement 

âuhstiou>iiS,  avecLagrange,  dans  cette  équation  identique, 
j-f-6p  à  la  place  de  y,  6  étant  une  variable  indépen- 
dante de  J?,  et  i^  une  fonction  quelconque  de  ^r;  on  aura 
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si  Von  diffëreutie  pa^ rapport  à  6,  en  remar^piaiit  qae 

il  vîettdl^a,  en  employant  eûcore  la  iu>tation  abrégée. 

Cette  éqnatioli  devant  avoir  lie»  qpel  que  soit  S,  o^  pourra 
faire  S  =  o,  et  l'on  aura,  quels  que  soient  i^  et  r, 

^^^  t  =  l>xN'(r)-^^y(J^')+.-+^<"^'>^'(r^"-'^)^ 
il  rësolte  de  eett«  dernière  équation  que  TexpreaB^ion 

devra  être  une  dérivée  exacte  quand  F  en  sera  une.  Or 
si  dans  les  éqtiatîons  qui  doiinaient  f  ikpv'F'(eti^')^ 
//te»>"F(ûif'''),  on  substitue 

y,  j',  r",.--  ^  H^au^  ïi'-+-firi'',  «"r^af^",  ..•;  puis 
qu'on  dîfférentie  par  rapport  a'  ^i  on  trouvera 

et  l'équatiou  (C)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

U  et  V  étant  des  fonctions  déterminées.  Le  premier  mem-* 
bre  de  cette  dernière  équation  doit  être,  ainsi  que  le  se^ 
cond ,  une  différentielle  exacte  ;  mais  il  ne  peut  l'être^ 
puisqu'il  contient  (^  sans  renfermer  sa  dérivée,  il  faut 
donc  que  les  deux  membres  de  cette  équation  identiqtn 
soient  nuls  k  la  fois,  et  Von  aura  nééessairemafit 

ou  mieux  D,  F  —  T),DyF  -+-  r>;Dy«F  ^...=o. 

La  seule  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
régression  F(,r ,  y^r\  y'\...)ftx  soit  une  différentielle 
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exacte  et  immédiatement  int^rable ,  est  donc  que  l'on 
ait  identiquement 

F'U)  -  D,F'(j')  +  T>lF'(rl  -...=  o. 
De  plus ,  quand  cette  condition  est  satisfaite ,  on  a 

(A)  /  +  -  £dH[¥'(*ç')  -  D,F'(««.")  -H. . .] 

f  +y  /"'rfa [F '(««')  —  D. F '(•«''')  +...]+•••» 

et Tintégration  de  lexpressiou  F(a:,  jr,  y'^  y^. .  ,)dx 
est  ramenée  à  de  simples  quadratures. 

Si  dans  Téquation  (A)  on  fait  i*  =  o,  et  par  suite 
u'  =  o,  u"  =  o, . . . ,  il  viendra 

Jf{x^X^  /',  r%...)^=  Jf(x,  o,  o,o,...)^ 

+r  r[F'(/)-i>xF'(r'0  +  ---]^* 

t/  o 

+/'//[F'(r'0-i>xF"(r")-4-..-H-, 

C^est  la  formide  de  Poisson,  mais  elle  manque  de  géné- 
ralité ;  elle  devient  ineiLacte  quand  F  (x,  o,  o, .  •  •)  devient 
infiniç  ou  indéterminée,  ce  qui  arrivera,  par  exemple, 
si  l'on  prend 

F(x,:r.r',...)  =  -  +  ^-^'--'^,-... 

et  dans  une  infinité  d'autres  cas.  Comme  la  formule  de 
Poisson  n'est  au  fond  que  la  série  par  laquelle  Lagrange 

représente  l'intégrale  JFdx^  cette  série  sera  elle-mèm^ 
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défectueuse  si  F(ar,o,o,o)  est  infinie  ou  indéterminée. 
L'emploi  de  la  fonction  u  fait  éviter  cet  écueil  en  faisant 
disparaître  la  discontinuité  des  fonctions. 

Exemples  :  i^.  Si  F  est  fonction  des  seules  variables 
x^  j-,  on  aura 

la  condition  d'intégrabilité  se  réduira  à  N  =  o.  F^  ne 
sera  une  différentielle  exacte  qu^autant  que  F  ne  renfer- 
mera point  y,  ce  qui  est  évident  à  priori. 

2^.  Si  F  =  M  +Njr'  =~{Mdx+îfdjr)y    on  aura 

et  l'on  en  conclura  que  Mdx  +  îidy  sera  une  dîfféren- 
tieUe  exacte  quand  on  aura 

dx    "^  ^  dy         dx        dy  ^    ^   ^' 
OU 

dy       dx  "~^' 

ce  que  nous  savions  déjà. 

3^.  Pour  mettre  mieux  en  évidence  la  simplicité  et  la 
vérité  du  théorème  d'Euler,  procédons  à  posteriori. 
Supposons  que  l'on  ait 


Frfr  =  ^ ,     on  en  tirera    F  =  ^^^^ ^ h  ^-^ 

y  r       y^        y 


et  Ton  aura  bien 

] 

ce  qui  devait  être 
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222.  D'après  ce  que  dous  avons  vu,  lorsque  la  condition 
d'intégrabilitë  est  remplie,  Téquation  qui  donne  la  valeur 

de  l'expression   i    '  Fdx  se  réduit  à 

Jxo 

Concevons  actuellement  que,  sans  changer  la  fonction 
de  X  que  représente  j ,  on  différentie  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation  par  rapport  à  Xi  qui  est  arbi- 
traire :  il  viendra 

et  par  conséquent,  en  supprimant  les  indices,  on  voit 
qu'indépendamment  de  toute  relation  particulière  entre 
/  et  X ,  F  est  la  dérivée ,  par  rapport  à  or ,  de  la  fonction 
f,  dans  laquelle  on  considérerait  les  quantités  relatives  à 
la  limite  oTo  comme  des  constantes,  et  où  Ton  supprimerait 
les  indices  de  celles  qui  se  rapportent  à  la  limite  Xi;  on 
en  conclura  immédiatement  que,  pour  effectuer  l'intégra- 
tion dans  le  cas  où  la  condition  d'intégrabilité  sera  rem- 
plie, il  suffira  de  donner  à  la  fonction  y  une  forme  par- 
ticulière teUe  que  l'on  puisse,  à  l'aide  d'un  nombre 
convenable  de  paramètres  ou  de  constantes  arbitraires, 
disposer  des  valeurs  extrêmes  de  cette  fonction  et  de  ses 
n  —  I  premières  dérivées  relatives  à  une  des  limites  de 
Tintégration.  L'intégrale  ne  se  trouvera  dépendre  que  de 
ces  valeurs  extrêmes  et  de  celles  qui  se  rapportent  à  l'au- 
tre limite ,  lesquelles  devront  être  considérées  comme  des 
constantes-,  et,  en  remplaçant  les  premières  par  a:,  jr^ 
y, . . . ,  jf""*^ ,  on  aura  l'intégrale  cherchée. 

Exemples  : 

F  =  2.r  -h   J*  -h   2u'fy    -H  ^X"   -+-  ^'X'"  —    X'  y 
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posons 

X  =  a  -h  bx  -h  cx^y 
d'où 

y  =  b  -h  tiCX,      X"  =   2C,      x"  =  o, 
F  =  2x4-(a-4-^x-hcx>)  -+•  2 j:(a -f- 6j: H- r^») (^ -h  acr)  —  *, 

il  faudra  intégrer  cette  expression  entre  les  limites  ar^, 
Xi]  or 

J*2a:dic  =  x-]  —  jtJ, 

J*(<7  -i-bx-^  cx^ydx = ar,(a-h^x,  -H  ex]  )*— Xo(a  4-  6xo4-rx*)» 
—  /     *2j:  (*  +  2cx)  (a-h  bx-h  cx^)dx  ; 
en  ajoutant  et  remarquant  que  Tintégrale 

/*ax(^  -4-  2cjr)  (fl  +  ^x  -4-  cx^)dx 

disparait,  il  Tient,  après  quelques  réductions^ 

n  reste  à  introduire  dans  cette  expression  les  valeurs  ex-^ 
trèmes  de  y  et  de  ses  dérivées  y\  y''\  or,  on  a 

û  4-  ^x,  H-  cxj  =  jî ,    b^  x\  —  ar>.; 

en  substituant ,  regardant  comme  constantes  les  valeurs 
initiales  a?o,joî  y\,y\,  et  changeanta:i,jj,  y,,j' ,  en  a:, 
y-ty^y^t  on  aura  définitivement  pour  l'intégrale  cherchée. 

Au  lieu  de  ax*  +  ftx  H-  c,  on  aurait  pu  employer  toute 
autre  fonction  telle  que  le  nombre  de  ses  constantes  per- 
mit de  disposer  arbitrairement  dey  et  de  ses  deux  pre- 
mières dérivées.  L'habitude  du  calcul  indiquera ,  dans 
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chaque  cas  particulier ,  la  fonction  que  l'on  doit  choisir 
pour  rendre  les  intégrations  plus  faciles. 

223.  On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  les  con- 
ditions que  la  fonction  F  doit  remplir  pour  être  intégrable 
un  certain  nombre  de  fois,  indépendamment  de  toute 
forme  particulière  attribuée  à  y.  En  effet,  comme  on  a 

et  que,  par  hypothèse,  fFdx  est  une  différentielle  exacte, 
la  fonction  F  sera  deux  fois  intégrable  si  Ton  a 

En  développant  le  premier  membre,  et  ayant  égard  à  la 
première  équation  de  condition 

D^F  —  DxD,iF  H-  DÎD^«F  H-...=  o, 

on  trouvera ,  pour  la  seconde  condition  cherchée , 

P^F  —  aD,D,«F  H-  3DiD^,«F  -h.  ..=  o. 

En  partant  de  Téquation 

fdx  fdx  JFdx  =  —  jFdx  —  x  jxFdx  -+-  -    rFx^dx,  • 

on  trouverait  de  même  que  F  sera  trois  fois  intégrable  si, 
en  outre  des  deux  équations  déjà  obtenues ,  on  a  iden- 
tiquement 

Dyi,F ^  D«D.« F  +  2-1- Dî  D,..T  F  -+-...  =  o. 

^  1.2  ^  1.2  ^ 

En  général,  la  fonction  F  sera  m  fois  intégrable  si  Ton  a 

D  (p)  F  —  ^         J D,  D,(«+.)F 


I 


.2.3 


1.2.3.  ..m  ^ 
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Cette  formule  a  été  donnée  d'abord, par  Lexell^  on  en  dé- 
duit toutes  les  conditions  précédentes  en  donnant  k  m 
toutes  les  valeurs  depuis  o  jusqu'à  m  et  remarquant  que 
j{o)  =z  y.  On  en  conclut  que  les  conditions  qui  expriment 
que  la  fonction  F  est  n  fois  intégrable,  ou  que  Fdjc^  est 
une  diflférentielle  exacte  de  Tordre  /i,  sont  au  nombre  de  n  • 
Il  est  de  plus  évident ,  d'après  la  manière  dont  nous  y 
sommes  parvenus ,  qu'elles  ne  sont  pas  seulement  néces- 
saires, mais  de  plus  suffisantes. 

324.  On  étend  sans  difficulté  ces  raisonnements  à  une 
fonction  différentielle  d'un  ordre  quelconque,  et  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  y^  z^, , . , 

Remplaçons  en  effet,  dans  cette  fonction,  j^  par  ii|  +af^i, 
z  par  Ut  +  «J'ivî  et  désignons  pary*(a)  le  résultat  de 
cette  substitution,  en  sorte  que  l'on  ait 

•*«  * 

En  différentiant  d'abord  par  rapport  à  ce ,  puis  intégrant 
entre  les  limites  (x  =  o  et  a  =  i,  on  formera,  comme  ci- 
dessus  ,  l'équation 

F(^,  r,  y  y  /",...,  «,  z„z",...)  =  F(x,«,,  a,,...,  «.,  «V>-0 

En  multipliant  par  dx,  intégrant  par  rapport  à  x ,  en- 
tre les  limites  x^,  Xt,  et  réduisant  à  l'aide  de  l'intégration 
par  parties,  on  décomposera  le  second  membre  en  deux 
portions  :  l'une,  ramenée  à  de  simples  quadrature^,  et  qui 
dépendra  uniquement  des  valeurs  extrêmes  de  T,^,jr ',..., 
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z,  z\..,j  mais  nullement  de  la  forme  des  fonctions  i^i, 
i'ti'"]  l'autre ,  formée  d'intégrales  doubles,  dépen- 
dantes de  la  forme  des  fonctions  ^i,  (^iv-m  T^i  sera 

et  qui  devra  nécessairement  s'évanouir  pour  que  /  F{x)dx 
soit  une  différentielle  exacte  ou  soit  immédiatement  in- 
tégrable.  Gomme  d'ailleurs  les  fonctions  t^j,  ^s,.**  sont 
entièrement  indépendantes  les  unes  des  autres,  on  devra 
avoir 

F'(cti;.)  -  D,F'K)  -+-  DiF'K)  -...=  G, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

F'(j)  -  D,F'(j.')  -h  piF'{j")  -...=  G, 
¥'{z)    —  D,F'(s')  -h   DiF'(3")  ^...=:  G, 

ou  mieux  encore 

D^F  —  D,D^,F  -f-  DîD^«F  — ...=  g, 
B.F  —  D,D,.F  -h  DiD.^F  —...=:  g. 

225.  Terminons  par  quelques  remarques  dues  à  Euler. 
Eu  multipliant  par  dx  le  premier  membre  de  Téquation 
de  condition 

D^F  —  D,DyyF  4-  Dîp^itF  —   ...   =  o, 
que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit 

N  —  D,P  -h  DiQ  —  DÎR  -h   ...   =  G, 
el  intégrant ,  il  vient 

jlidx  —  P  -f-  D^(>-~  DiR  H-  Di  S—  elc  =  C,; 
T.  II.  36 
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et  ToD  en  conclut  que  Nd[r  est  une  différentielle  exacte 
en  même  temps  que  Fdx,  Multipliant  de  nouveau  par  dx 
et  intégrant ,  on  aura 

fdx('f^dx  —  P^  -h  Q  —  D,R  -h  d;S  --...=C.x  -^  C.  ; 

donc,cîr(  fîidx  —  P)  est  encore  une  différentielle 
exacte.  H  en  sera  de  même  de 


de 


dx r  ff  jn^dx  ^  v\dx  ^  qîY 

dx  j    r^[(  Jn^/x  —  V\dx  H-  qI  —  rJ  , . . . j 


donc,  si  F  désignant  une  fonction  de  x,  Jt  y\  J"  %•••» 
^("^  l'expression  Vdx  est  immédiatement  intégrable,  en 
posant 

F  =  Mrfr  4-  Nrfr  -H  ^^x'  +  ^l^y"  -h  R^r"  H > 

V—  flHdx=P,     q-^  jpdx  =  Q,      R  — /Qrfx±=ir,..., 

les  expressions  Nd!r,  P^/x,  Qdx^  Rdx,, . .,  seront  elles- 
mêmes  immédiatement  intégrables ,  ou  seront  des  diffé- 
rentielles exactes  indépendamment  de  la  forme  de  y.  La 
manière  dont  nous  sommes  arrivés  i  cette  conclusion 
prouve,  de  plus,  que  réciproquement,  si  ces  diverses  ex- 
pressions sont  des  différentielles  exactes,  il  en  sera  de 
même  de  F^*,  et  comme  on  a  d^ailleurs 

N  =  D,F,     P  =  D^,F,     Q  =  D,.F, 

on  en  conclura  facilement  que  si  F^^r  est  une  différen- 
tielle exacte,  il  en  sera  de  même  de 

c/xD^F,     rlxjylF,     i/xd;f, 
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Le  nombre  des  fonctions  P,  Q,  R,...  étant  égal  au  nom- 
bre qui  indique  l'ordre  de  Téquation  différentielle,  les 
fonctions  P,  Q^  R  qui  en  dérivent,  devront,  après  un 
certain  nombre  de  dérivations,  s'évanouir  ou  devenir  des 
fonctions  de  la  seule  variable  x. 


^x.»p/»./Frfx  =  i<^^, 


d'où 


ou 


x-r"     "^         X  XX'" 


,_-r'(i-H.r")  .  r('+r")^  ,  2xy(*+y'f       »_-.y(»-i-r")- , 

on  trouvera 

■     A  =  R  —    fç^iit  =  & 


36.. 
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Propriétés  générales  et  intégmtion  des  équations  linéaires  de  Tordre  ir 
à  coeflRcients  variables  ou  constants ,  avec  on  sans  second  membre. 


226.  L'équation  différentielle  linéaire  de  Tordre  n  est 
celle  dans  laquelle  la  variable  indépendante  y  et  ses  déri- 

vée8y=D,y,/=D^/,7''=Diy,...,y-)=Diry"V" 

entrent  au  premier  degré,  et  ne  sont  pas  multipliées 
Tune  par  l'autre.  La  forme  générale  de  cette  équation  est 

A|,  As,...,  A„,  X  étant  des  fonctions  de  la  seule  varia- 
ble X,  On  ne  sait  pas  intégrer  généralement  cette  équa- 
tion ,  mais  on  a  pu  mettre  en  évidence  plusieurs  pro- 
priétés remarquables  qui  rendent  plus  accessible  le  pro- 
blème de  son  intégration. 

Première  propriété.  L'intégration  de  l'équation  diffé- 
rentielle de  l'ordre  n  avec  second  membre  X,  peut  tou- 
jours être  ramenée  à  l'intégration  de  cette  même  équation 
sans  second  membre 

D,^4-A,Dr  .r-+-A,DrV-H...-l-A,..D,j^-+-A„^=ro. 

Démonstration.  Faisons  j  =^  u^  f  v^^dx^  u^  et  j^,  étant 
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deux  fonctions  indéterminées  de  x\  comme  on  a ,  en'  vertu 
d'une  formule  connue, 

D,  .10'  =  l'D,  tt  +  -.  D,     «D,pH î^ ^D,     «D,  i'  -h  . . .  4-  «D,p, 

on  aura  généralement 

1/  I  •  î* 

et,  en  aubstitcumt  dans  Téquation  (i),  pour  j^  et  ses  déri- 
vées leurs  valeurs ,  on  trouvera 

Bi ,  Bt,...,  B„_i  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et 
deU|.  Cela  posé,  si  Ton  sait  intégrer  l'équation  linéaire 
sans  second  membre,  on  pourra  choisir  iij  de  manière  à 
satisfaire  à  Téquation 

D"if,-f-A,D]   '«.H-A.d"   *a,-+-...-4- A«^,D,tt,-hA„ii,=o, 

ce  qui  fera  disparaître  le  coe£Bcient  de  /  vf^ax  et  rame* 
nera  immédiatement  Tintégration  de  Téquation  d^ordre 
n  avec  second  membre  à  Fintégration  d'une  équation 
de  même  forme ,  mais  de  l'ordre  n  —  i .  Dans  cette  nou- 
velle équation,  on  fera  m,=  u^fu^dx^  et  l'on  n'aura 
plus  à  intégrer  qu'une  équation  de  l'ordre  n  —  i  san& 
second  membre ,  avec  une  équation  de  l'ordre  n  —  a  avec 
second  membre.  Par  une  série  de  substitutions  semblables, 
on  abaissera  de  plus  en  plus  l'ordre  de .  V^quation  diffé- 
rentielle proposée  jusqu'à  ce  qu'on  Tait  réduit  à  l'unité. 
Donc,  lorsqu'on  sait  intégrer  l'équation  linéaire  d'ordre 
n  sans  second  membre ,  l'intégration  de  l'équation  avec 
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second  membre  se  trouve  elle-même  ramenée  à  Vintégrà-^ 
tion  toujours  possible  d'une  équation  différentielle  linéaire 
du  premier  ordre,  et  peut  par  conséquent  être  réalisée. 

227.  Deuxième  propriété.  L'intégrale  générale  de  l'é- 
quation différentielle  linéaire  de  l'ordre  /t,  avec  second 
membre,  se  déduit,  au  moyen  d'une  intégrale  multiple, 
des  intégrales  de  n  équations  différentielles  linéaires  sans 
second  membre. 

Pour  fixer  les  idées  et  rendre  la  dénumstration  plus 
sensible,  considérons  en  particulier  une  équation  du 
troisième  ordre 

Di  r  -H  A,  D;  j  H-  A.D,  ^  -h  A3  7  =  X; 
faisons  y  =  n,  y*  >/,  rfx,  nous  en  tirerons 

D,  j  =r  D,  «r  f  vtdx  -h  a,  M, , 

Substituant  ces  valeurs  et  celle  de  y  dans  l'équation  pro- 
posée,  et  posant ,  pour  abréger, 

SDltt,  -h  2A,  ï^^^  -4-  A,a,  c=  B,a,,      3D,«,  4-  A.w,  =:B,, 

on  aura 

(Pi».  H-  A,Di».H- A.D*«,  4-  A5)   /  J',  dx 

4-  a,  (D>.  H-  B.  D,fx  H-  B,  1^,)  =  X , 

et  si  l'on  choisit  pour  u^  une  des  intégrales  particulières 
de  l'équation 

Di  «r  4-  A,d;«,  4-  AaDxWi-f- Aa*<,  =  u, 
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il  Tiendra 

X 

Faisons  de  nouveau  Ui  =  Uf  f  Ufdx ,  u^  et  m,  éunt  deux 
nouyelles  fonctions  de  x-,  en  su]>stituant,  et  posant 

C.  =  aD.a,  4-  B,  «„ 

on  aura 

(D:«,-hB,D^,  H-  B,a,)   T*',  dx-h  o,  (D,  p,  -h  C.  !'.)=-» 

et  si  Ton  choisit  pour  u^  une  des  int^rales  particulières 
de  Téquation  Dl  Ui  +  B|  D^,  iit  +  Bi  Ut  =  o ,  il  viendra 


«i«. 


Faisons  enfin  i^s  =  Uifuidx\  en  substituant,  il  viendra 

et  en  prenant  pour  Ui  l'intégrale  de  réq[uation  linéaire 
da  premier  ordre  Dj^  ii|  +  Ct  Ut  =  o,  on  aura 

—      ^ 

En  remontant  de  proche,  on  déterminera  tour  à  tour 
^1)  ^1 9  et  par  suite  y^  qui  sera  donné  par  Téquation 

y  =  II,    I  u^dx  I  Uidx  f » 

dans  laquelle  Uiy  u%j  Ut  sont  les  intégrales  d'équations 
sans  seconds  membres. 

En  généralisant  ce  que  nous  venons  de  dire,  et  ap- 
pelant toujours U|,  u«,  Utv"9  ^  l^s  intégralesdes  n  équa- 
tions sans  seconds  membres  que  Ton  obtient  par  les  sub-- 
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stitutions  successives ,  on  aurait  pour  Tintégrale  générale 
de  Téquation  différentielle  linéaire  de  Tordre  /i, 

Y  =  u,  I  u^dx  iuidx. .  ,    I  u^dx  I 

J  J  J  J    «,«,«3..  -«« 

228.  Troisième  propriété.  L'intégrale  générale  de  l'écpia- 
tion  dififérentielle  linéaire  avec  second  membre  se  déduit 
au  moyen  d'une  intégrale  multiple  des  n  intégrales  par- 
ticulières Ui,  Ui, . . . ,  U„  de  l'équation  sans  second  mem- 
bre. 

Pour  le  prouver,  il  suflBt  de  montrer  qu'on  peut, 
dans  tous  les  cas,  substituer  aux  n  intégrales  particulières 
^1 9  2^1 ,  i/s9*-*9  i^n9  qul  appartiennent  à  n  équations  diffé- 
rentes, les  n  intégrales  Ui ,  =  Mi  ,  U, ,  U,,...,  U„  de  la 
seule  équation 

D,w-|-A,d"   \-^K^T}\   *ttH-...-f-A„_,D,a  -h  A„a  =  o, 

qui  est  l'équation  proposée  sans  second  membre. 

Raisonnons  encore,  pour  plus  de  simplicité,  sur  l'é- 
quation différentielle  linéaire  du  troisième  ordre.  Multi- 
plions l'équation  Di  i/j  -h  A,  D]  u^  +  A,D,iii  -H  A,  u,  =  o 
par  J  u^dx^  et  ajoutons  à  ce  produit  l'équation 

après  y  avoir  substitué  pour  B|,  B,  leurs  valeurs,  on 
aura 

-t~  A,  f  Di  a,   /  u^dx  H-  2  Dx  Wi  w,  -h  «,  D,  m,  J 
-h  Aa[  Dx//i   j  u.^dx  -\-  u.uA-hA^Uj  ju^dx  =  o. 
Or,  il  est  aisé  de  voir  que  les  polynômes  qui  composent  les 
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diOiérents  termes  du  premier  membre  sont,  abstraction 
faite  des  coefficients  Aj,  A,,  A,,  le  produit  u^fu^dx, 
et  ses  dérivées  première,  seconde,  troisième,  de  sorte 
que  Téquation  qui  précède  peut  se  mettre  sous  la  forme 
très-simple 

et  Ton  en  conclut  que  si  Tune  des  intégrales  de  l'équa- 
tion sans  second  membre 

Dia  -f- A.Dia  -f-A,D,a-h  A3  a  =  o 
est  w,  =  Ui,  Ui  /  u^dx  sera  une  seconde  intégrale  de 
celte  même  équation  ;  et,  en  appelant  cette  seconde  inté- 
grale U, ,  on  aura 

Ua  =  U,  1  u^dx,     et  par  suite     u^  =  D,  --^  • 
»^  Ui 

«j  d'ailleurs  est  une  intégrale  de  Téquation 
Dîa.-f-B,D,«»-hBatt,:=  o. 
Si  Ton  désigne  par  u,  une  seconde  intégrale  de  cette 
même  équation,  on  prouverait,  en  raisonnant  comme 
nous  venons  de  le  faire,  que  Uj  =  Ui  f  u^dx  serait  une 
troisième  intégrale  de  Téquation  sans  second  membre ,  et 
Ton  aurait 

donc,  si  U|,  U„  Ug  sont  les  trois  intégrales  de  Téquatipu 
sans  second  membre 

DiK  H-  A.DÎa  -f.  A.D,«  +  X^u  =  o, 

les  intégrales  de  Téquation 

Dî  «a  4-  Bx  D,  //,  4-  B,  «,  =  o 
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Remarquons  enfin  que  Téquation  D^Ut  4-  CiUt  =  o 
est,  à  regard  de  Téquation  D^a,  +  Bi  D,  iit  +Bi  u,  =  o , 
ce  que  cette  dernière  équation  était  par  rapport  à 
D*  u  +  AfDlu  +  Af  D;r  u 4-  A|  u  =  o.  On  aura  donc 
aussi 

et,  par  conséquent, 

«3  =  D,  -^• 

Les  intégrales  u,,  Ut  sont  donc  exprimées  au  moyen  des 
intégrales  Ui,  Ui,  U|  de  la  seule  équation 

Dia  -)-  A.Di«  +  A,DiU  +  A3K  =  o. 

En  substituant  à  u,,  Ui,  u«  leurs  valeurs  dans  Féquation 
qui  donne  la  valeur  de  y  ou  Tintégi'ale  de  l'équation  dif- 
férentielle proposée ,  on  trouve 

n  est  évident  que  ces  raisonnements  s'étendent  d'eux-* 
mêmes  à  une  équation  d'ordre  quelconque.  En  appelant 
Ui,  U,,  Us,. . .,  U„  les  n  intégrales  de  l'équation  sans 
second  membre 

D,a-|-A,D"   'tt-f-A,D*     « -h. .  .-h  A,^.,  D,a -hA,a=o, 

les  intégrales  «,,  i/j,  u^, . . . ,  u„  des  équations  qu'on  en 
déduira  par  les  substitutions  successives  jr  =  Uif  i^idx. 


/ 
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Ui  ^=^UtJ  ^idXy  seront 

et  la  Talear  générale  de  cette  intégrale  sera 


Appliquons  cette  formule  à  Téquation  T)ly  — J=^' 
Téquation  D^u  —  u  =  o  a  les  deux  intégrales  particu- 
lières Ui  =  e',  U,  =  e~'  5  donc 


*    i 


C 

et,  en  posant =01, 


a 


Telle  est  Fintégrale  générale  cherchée. 

L'expression  générale  dej^,  sous  la  forme  qui  s'est  pré- 
sentée d^abord  ,  renferme  n  intégrations  successives  qu'il 
est  facile,  dans  tous  les  cas,  de  réduire  à  des  intégralea 
simples.  Posons,  en  effet, 

"'  D  H!  D  5î 
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on  aura 

y   =  \],  jdun  \du^,  (dun^^. . .  Idui  jdu^    (du, , 
et ,  par  suite ,  en  intégrant  par  parties , 
J   =  Vj  jdun  jdu^^^,  .  .  iduziu^u^  —   iu^^dur  j 

^VrjdUnJdUn^,.,.jduAu3{u^u,'—  ^u^duA-- juidiu^u^^  ju^du,  j 

et  ainsi  de  suite. 

229.  Quatrième  propriété.  Si  Ton  connaît  m  inté- 
grales particulières  de  l'équation  diflFérentielle  linéaire 
sans  second  membre,  on  pourra  toujours  ramener  l'inté- 
gration de  Téquation  avec  second  membre  à  Tintégration 
d'une  nouvelle  équation  linéaire  de  Tordre  n  —  m. 

Démonstration.  Soient  Uj,  Uj, ...,  U«  les  m  inté- 
grales particulières  données  :  en  posant  j^  =  Vif^dx  et 
substituant  dans  Téquation  différentielle  avec  second 
membre,  le  coefficient  de  f  i^dx  s'évanouira,  et  cette 
équation  avec  second  membre  sera  remplacée  par  la  sui- 
vante d'ordre  n  —  i , 

(3)       D^'p  -h  B,d"  V-h.  . .-+-  B^-.Dxf  -f-  Bn^.i^^  X, 

et ,  comme  nous  l'avons  prouvé ,  des  m  intégrales  parti- 
culières Ui,  Ut,.  .  .,  U,„,  on  déduira  m  —  i  intégrales 

particulières  V,  =D,Hî,   V.  =  D,g,...,  V_,  =  D,-^ 

de  l'équation  (3)  sans  second  membre 

En  faisant  d'ailleurs  dans  Téquation  (3)  ^'  =  V,/  Wx, 
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on  la  ramènera  à  une  nouvelle  équation  d'ordre  /»  —  2 , 

.1 — a  11—3 

(4)        D.    fv  -h  C.  D,    «v  H-. ..-4-  Q.-3 D^  -h  C^.w'  =.  Xr 

y 
et  Ton  connaîtra  m  —  2  intégrales   Wi  =D,=p, , 

W«_,  =  Dja  -^-^ ,  de  Téquation  sans  second  membre 

d"»'  -h  C,d]~  (v-h-. .  .-hC,^.3Dx«'-+-C„_,«'  =  o. .., 

que  Ton  ramènera  à  Tordre  n  —  3  à  Taide  de  Wi  ou  de 
U|  qui  sert  à  calculer  Wj . 

En  continuant  de  la  sorte  ^  on  verra  que  chacune  des 
intégrales  particulières  données  Ui,  U|, . . . ,  U^  sert  à  ré- 
duire d'une  imité  Tordre  de  Téquation  différentielle  pro- 
{K>sée,  et  que,  par  conséquent ,  cette  équation  peut  être 
ramenée  à  une  équation  de  Tordre  71  •—  m. 

230.  Cinquième  propriété.  Si  Yi,  Y,,. . .,  Y„  sont  n 
intégrales  particulières  de  Téquation  sans  second  mem- 
bre, et  jy  une  intégrale  particulière  de  Téquation  avec 
second  membre,  les  intégrales  générales  des  équations 
avec  ou  sans  second  membre  seront  respectivement 

X  =  C^\,  4-  C.Y,  -h  C3Y3  -l-...-f-  GiT,  -h  /„ 
Y  =  CxY.  4-  C.Y,  -h  C3Y3  4-...-+-  G.Y». 

Démonstration,  En  effet,  i^il  est  évident,  dansThy- 
polhèse  admise ,  que  les  valeurs  j^,  Y  vérifieront  respec- 
tivement les  équations  avec  ou  sans  second  membre; 
2°  ces  valeurs  renferment  n  constantes  arbitraires  j  donc 
ce  sont  les  intégrales  générales  cherchées. 

Remarquons,  toutefois,  quej^,  Y  ne  seront  les  inté- 
grales générales  qu'autant  que  les  n  constantes  étant  réel- 
lement distinctes,  on  pourra  en  disposer  de  manière  à 
faire  prendre ,  pour  x  =  Xq,  à  la  fonction  ^  et  à  ses  w — 1 
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et  l'intégrale  générale  sera 

X  =  C,C  ^  Ce-*. 

233.  Huitième  propriété.  Lorsqu'on  connaît  les  inté- 
grales particulières  d'une  équation  linéaire  sans  second 
membre,  on  peut  toujours  former  les  coefficients  de  cette 
équation  par  des  opérations  analogues  à  celles  qui  servent 
à  former  les  coefficients  des  équations  algébriques  en 
fonction  symétrique  des  racines. 

Démonstration.  Appelons  y^^  j„ . . .,  y„  les  n  inté- 
grales particulières  de  l'équation  linéaire 

D*j  -h  A,D^   V  ■+•  A»d"    V  -^-    •  •-»-  A»-, D,^  -4-  A,  =  o, 
ex.  y  son  intégrale  générale ,  on  aura 

r  =  ri  -+-  r»  -H  r»  -♦-•••-+-  rn> 

et  si  l'on  pose  j^  =  y^Jzdx  ,  il  viendra 

-h(D"7,  -h  A.d"    Vi -!-•••+ A„j,)/id:r  =  o; 

ou  bien,  en  remarquant  que  le  coefficient  de  fzdx  est 
nul,  et  divisant  par  j-f, 

d""'2  h-  B.d]   \  -+-...+  B«_,2  =  o, 
et 

«ï>,j.  -I-  A,/,  =  B,^„     A,  = D,/x  H-  B,. 

/i 

De  plus ,  l'équation  en  :z  a  pour  intégrales  particulières 

les  /i  —  I  quantités  D, -,  D,"^,  D^,  —  ,  et  si  Ton  répète 

yi       fi       Xt 

sur  cette  équation  l'opération  que  nous  avons  faite  sur 
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l'équation  donnée,  on  trouvera 

-(n-i)D,.D,Ç 

B.   =  ^    +  C; 

r. 

t 

0&  calculerait  C|,  Di,. . .,  comme  on  a  calculé  A|,  Bj, 
et  comme,  après  n  transformations,  on  parviendra  néces- 
sairement à  une  équation  dans  laquelle  le  coefficient  du 
second  terme  sera  égal  à  o ,  puisque  le  degré  de  Téqua- 
tion  différentieUe  diminue  d'une  unité  à  chaque  opéra- 
tion^ la  série  des  termes  Ai,  Bi,  Ci, . .  •  s'arrêtera,  et  Ton 
aura,  en  substituant, 

(„_,)D]^  D.^' 

A.=-^D.r:-! — — ^ ^• 

ri 

Pour  appliquer  cette  formule  à  un  exemple ,  supposons 
que  Ton  donne  Féquation  Uly  —  m* y  =  o  :  les  deux  in- 
tégrales particulières  sont jr^  =  Cie"',  y,  :=  Ce"*'  5  on 
a  d'ailleurs  n  =  2  ^  en  su]>stituant  ces  valeurs  dans  la 
formule  qui  précède ,  et  nous  arrêtant  aux  deux  premiers 
termes,  il  viendra 

■     —  A,= 1 =  2/iaH =  a/w  —  am  =  o. 

A]  est  donc  nul ,  comme  cela  devait  être,  puisque  Féqua- 
tion  donnée  n'a  pas  de  second  terme. 

T.  II.  37 
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On  pourrait  obtenir ,  par  une  analyse  semblable  •  tous 
les  coefficients  At,  At, .  • . ,  A„  en  fonction  des  intégrales 
particulières  ji,  y„  •  •  • ,  Jn- 

En  général ,  étant  données  n  fonctions  de  x,  Fi  (j:), 
Ft(x),- .  .5  F„(j:),  on  pourra  déterminer  les  coefficients 
de  Téquation  différentielle  linéaire  de  Tordre  n  qui  aura 
pour  intégrales  particulières  ces  n  fonctions;  et  il  n'exis- 
tera qu'une  seule  équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre 
n,  qui  satisfasse  à  cette  condition ,  comme  il  n'y  a  qu'une 
équation  algébrique  d'un  degré  déterminé  qui  ait  n  racines 
données. 

On  peut  déterminer  plus  facilement  les  valeurs  de  A,, 
As, . . . ,  An  de  la  manière  suivante.  Si  l'on  élimine  suc- 
cessivement ces  n  —  I  quantités  entre  les  h  équations 


•  — I 


D,jr,  -f-  AxD,     x^  -+-   .-h  A,/x  =  0, 
d"^,  -h  A,D^~V:i  H-...-f-  A„j.  =  o, 

dI/-  H-  A.d]    ' y\  4-. ..4-  An/«  =  o, 

en  considérant  les  diilérentielles  Djjj^i,  D;""'j^i,..- 
comme  des  coefficients  connus,  on  aura  la  valeur  de 
Al  telle  que  nous  l'avons  déjà  donnée;  Pour  en  déduire 
la  valeur  de  At ,  il  est  clair  qu'il  suffit,  dans  l'expression 
de  Al,  de  changerDr"yi  en  Dj^-yj,  D^y,  en  Dj-y,,..., 
et  réciproquement,  sans  changer  aucun  des  termes  qui 
contiennent  d'autres  différentielles ,  on  obtiendrait ,  par 
des  permutations  analogues,  les  valeurs  de  Ai,  As,*  •  •  • 
M.  Libri  fait  observer  que  les  quantités j-j,  ^»,.  • .,  /n 
forment  une  espèce  particulière  de  fonctions  symétriques; 
que  non-seulement  on  peut  permuter  ces  quantités  en- 
tre elles ,  d'une  manière  quelconque ,  comme  les  racines 
des  équations  algébriques ,  dans  la  formation  des  coeffi- 
cients Al,  Al, ... ,  mais  qu'on  peut  encore  écrire ,  au  lieu 


TKEMTlÇ-SIXiÈltE    LEÇON.  5^9 

de  Tune  quelconques^!  de  ces  quantités,  la  somme  ou  la 
différence  d'un  nombre  quelconque  d'entre  elles,  sans  que 
la  valeur  des  coefficients  en  soit  altérée.  Si ,  par  exemple, 
pour  l'équation  Dl'j  =zm*yy  au  lieu  de  faire j^i  =  Cie'"', 
jr,  =  Cte"""*',  on  posait  y^z^de'^'' — e"",  j,  =  Cje""', 
on  trouverait  encore  Ai  =  o.  Ce  nouveau  genre  de  fonc- 
tions parait  mériter  l'attention  des  géomètres. 

234.  M.  Libri  avait  encore  énoncé,  relativement  aux 
équations  linéaires ,  le  tbéorème  suivant  :  «  Une  équation 
linéaire  à  deux  variables  de  l'ordre  n  étant  donnée,  si 
l'oa  connaît  les  coefficients  d'une  autre  équation  diffé- 
rentielle de  Tordre  m,  également  linéaire,  entre  les 
mêmes  variables ,  et  qui  doit  exister  en  même  temps  que 
la  première,  on  pourra  toujours,  à  l'aide  des  coefficients 
de  ces  deux  équations,  et  sans  effectuer  auciine  intégra- 
tion, former  une  troisième  équation  linéaire  de  l'ordre 
n  —  m,  de  telle  manière  que  Téquation  de  l'ordre  n  sera 
décomposée  en  deux  autres  qui  seront  respectivement  de 
l'ordre  m  et  de  l'ordre  n  —  m,  et  à  l'aide  desquelles  on 
pourra  intégrer  l'équation  proposée.  »  On  voit  qu'il  n'est 
plus  nécessaire,  comme  dans  le  théorème  de  Lagrange, 
de  connaître  une  ou  plusieurs  intégrales  de  l'équation 
proposée  pour  opérer  une  réduction  :  il  suffit  d'avoir 
deux  équations  simultanées  pour  que  Féiquationde  Tordre 
le  plus  élevé  puisse  être  réduite  à  deux  autres  équations 
plus  simples.  Cette  réduction  répond  k  la  po^ibilité  de 
partager  une  équation  en  deux  autres  lorsqu'on  sait 
qu'elle  a  pour  facteur  Un  polynôme  de  forme  donnée. 

M.  Liouville  a  publié  le  premier  la  démonstration  de 
ce  théorème  fondamental.  La  voici  telle  qu'il  Ta  donnée 
dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des 
Sciences.  Soit 


■H-n  m^n — i  iw-f-n— a 


37. 


58o  CALCUL    INTÉGRAL. 

une  équation  différentielle  linéaire  de  Tordre  m  +  n,  et 
d"z4-B,  D,    '«-hB,D.     5  4-...=  o 

une  autre  équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  m, 
dont  toutes  les  intégrales  appartiennent  en  même  temps 
k  l'équation  de  l'ordre  m  +  n»  ha.  valeur  générale  de  z 
renferme  m  constantes  arbitraires ,  et  celle  de  y  doit  en 
contenir  m  +  'i»  cette  dernière  sera  donc  de  la  forme 

dy  Cs,.  -  '^  Cn  étant  des  constantes  arbitraires.  Faisons 
maintenant 

Si  l'on  met  pour  y  sa  valeur  dans  le  second  membre  de 
cette  équation,  z  disparaîtra  de  lui-même  en  vertu  de 
l'équation 

m  m—t  m— 2 

D,z-HB,  D,     z-f-B,D,     *-h...=  o: 

le  résultat  de  la  substitution  sera  donc  une  fonction  li- 
néaire des  constantes  Ci,  Ci,.  • .,  (7„;  par^suite,  u  satis- 
fera à  une  certaine  équation  différentielle  linéaire  da 
^ièmt  QY^YQ  d|^ii5  laquelle  les  constantes  n'entreront  plus. 
Représentons  par 

n  n — 1  n — a 

DjpW-hc,  D,      a -h  fl.D,     «-+-..•=  o 

l'équation  de  l'ordre  n  dont  il  s'agit.  Je  dis  que  l'on  peut 
aisément  déterminer  les  coefficients  a^  ^,9  •  •  -  • 

Pour  cela,  j'observe  qu'en  différentiant  la  valeur  de  u 
plusieurs  fois  de  suite,  on  obtient  successivement  les  va- 
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leurs  de  D^w,  D]w,...,  D;""'£/,  D^a,  lesquelles  sont  de  la 
fonne 


«— I  «H-n— I 

Partant  toutes  ces  valeurs  dans  Téquation 


B,«  +  fl.D, 


.=  0, 


elle  deviendra 

■H-ll 

Dr      r  -+-  /. 

H-  «, 

-f-  a,  A, 

+    «a 

De  sorte  qu'en  comparant  cette  dernière  équation  à  Tén 
qaation  donnée 

D^"^ -h  A.Dr""~'r +. . .  =0, 

on  aura 

/,-+-«,  =  A,,     /a  -h  AtA,  H-  a,  =  A, 

On  a  donc  ainsi  m  +  n  équations  dont  les  n  premières 
fournissent  successivement  et  sans  intégration  les  valeurs 
dea^,  ^29*  •  «9  ^n*  Les  suivantes  conduisent  aux  équationa 
de  condition  qui  doivent  être  remplies  pour  que  l'équa- 
lion  en  jr  de  l'ordre  m  +  n  soît  vérifiée  quand  on  fait 
y=zz^on  pour  que  Jes  intégrales  de  Péquation  d^oixlre 
n  soient  communes  à  Féquation  d'ordre  m  +  n.  En  sup- 
posant ces  équations  de  condition  satisfaites,  l'intégration 
de  Téquation  d'ordre  m  +  n  se  trouve  dépendre  des  deux 
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une  équation  difFërentielle  linéaire  de  l'ordre  m  +  n,  et 

une  autre  équation  difTércntielle  linéaire  de  Tordre  m, 
dont  toutes  les  intégrales  appartiennent  en  même  temps 
à  l'équation  de  l'ordre  m  +  n.  La  valeur  générale  de  z 
renferme  m  constantes  arbitraires,  et  celle  de  j^  doit  en 
contenir  m  +  'i;  cette  dernière  sera  donc  de  la  forme 

Cyy  C7s,.  *  >^  Cn  étant  des  constantes  arbitraires.  Faisons 
maintenant 

u  —  l>1y  -I-  B.D^'f-hBjyl  V  +  •  •  '  • 

Si  l'on  met  pour  y  sa  valeur  dans  le  second  membre  de 
cette  équation,  z  disparaîtra  de  lui-même  en  vertu  de 
l'équation 

m  m—i  m— a 

D,z-HB,  D,     z-f-B,  D,     z-h...=  o: 

le  résultat  de  la  substitution  sera  donc  une  fonction  li- 
néaire des  constantes  ^i,  Ci, .  • . ,  C»  ;  par  «suite ,  u  satis- 
fera à  une  certaine  équation  différentielle  linéaire  du 
^ième  Qj^rg  dans  laquelle  les  constantes  n'entreront  plus. 
Représentons  par 

n  n—i  n—i 

l'équation  de  l'ordre  n  dont  il  s'agit.  Je  dis  que  l'on  peut 
aisément  déterminer  les  coefficients  a^  ât,  • . . . 

Pour  cela,  j'observe  qu'en  différentiant  la  valeur  de  u 
plusieurs  fois  de  suite ,  on  obtient  successivement  les  va- 
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leurs  de  D,w,  D*i/,...,  D;""'£/,  D^u^  lesquelles  sont  de  la 

forme 


Il — I  BH-n — I 


A.D, 


n  M-kn  m+ii— I 

partant  toutes  ces  valeurs  dans  l'équation 

n  n— I 


elle  deviendra 

iH-a 

BH-n— I 

+  «, 

-h  a^h. 

H-  «a 

D,        -f-..   =0. 


De  sorte  qu'en  comparant  cette  dernière  équation  à  l'é-^ 
qoation  donnée 

D,     J-HA.D,        r-h...  =o, 
on  aura 

/,    H-    a,    =    A,,       /a    -f-    A.A,    H-    «a    =    Aa.  .  .  . 

On  a  donc  ainsi  m  +  n  équations  dont  les  n  premières 
fournissent  successivement  et  sans  intégration  les  valeurs 
dea,,  A,,. . .,  a„.  Les  suivantes  conduisent  aux  équations 
de  condition  qui  doivent  être  remplies  pour  que  Téqua- 
tion  en  y  de  l'ordre  m  +  n  soît  vérifiée  quand  on  fait 
7  =  iî ,  ou  pour  que  Jes  intégrales  de  l'équation  d'ordre 
n  soient  communes  à  l'équation  d'ordre  m  +  n.  En  sup- 
posant ces  équations  de  condition  satisfaites,  l'intégration 
de  l'équation  d'ordre  m-f-w  se  trouve  dépendre  des  deux 
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équations, 

«=0^7-1-8,0^   Vh y      d"«4-û,  d"    '«+...  =  0, 

qui  sont  respectivement  de  Tordre  m  et  de  Tordre  n.  De 
plus,  d'après  la  manière  dont  les  valeurs  des  quantités 
^19  at, . . .  9  a„  sont  formées,  il  est  évident  qu'eUes  ne  dé- 
pendent que  des  n  premiers  coefficients  des  deux  équa- 
tions données,  ce  qui  complète  la  démonstration  du 
théorème  de  M.  Libri.  H  résulte  de  là  une  simplification 
remarquable  :  En  effet,  si  dans  les  deux  équations  si- 
multanées ces  n  premiers  coefficients  sont  constants ,  Té- 
quation  D"£/  -^ . . .  =  o  aura  aussi  tous  ses  coefficients 
constants  et  pourra,  comme  nous  le  verrons  plus  tard» 
être  immédiatement  intégrée ,  ce  qui  réduira  Téqnation 
de  Tordre  n  +m  k  une  équation  de  Tordre  m. 

235.  Pour  donner  encore  un  exemple  de  Tabaissement 
des  équations  linéaires,  supposons  qu'on  nous  donne  les 
deux  équations  simultanées 

J>lx  4-  A,D,j  -h  À^x    =  A32, 

il  est  clair  qu'en  éliminant  z  entre  ces  deux  équations, 
on  aura  une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième 
ordre ,  qui  sera  de  la  forme 

Dîj  -f-  fl.Dljr  -+-  û,Di7  -+-  «iDxj  -h  «4  =  o; 

si  Ton  éliminait  j'entre  ces  mêmes  équations,  on  aurait 
précisément  la  même  équation  en  z 

Dt«  H-  «iDiz  H-  û.Dîz  -h  Û3D,»  4-  ^4  ==  oj 

d'où  il  résulte  que  les  quatre  intégrales  particulières  dont 
la  somme  forme  la  valeur  complète  dej^,  sont  les  mêmes 
que  celles  dont  se  compose  la  valeur  de  z.  Mais  si  Ton 
f^it  z  nrj-dans  les  deux  équations  données,  on  aura  les 


TRENTE-SIXIÈME    LEÇON.  583 

deux  équations 

l>lx  -+■  A,D,^  4-  (A,  —  A3)r=  o, 
Dî«    -h  A,D,»   -f-  (A,  —  A3>  =  o, 

qui  serviront  à  connaître  deux  des  quatre  intégrales  par- 
ticulières que  nous  cherchons.  Quand  nous  aurons  trouvé 
les  deux  intégrales  particulières  de  la  première  de  ces 
équations ,  nous  nous  en  servirons  pour  réduire  au  se- 
cond ordre  Téquation  du  quatrième  ordre  en  y^  et  Ton 
voit  que  les  deux  intégrales  particulières  de  cette  équa- 
tion réduite  au  second  ordre  auront  entre  elles  un  rap- 
port exprimé  par  Téquation  * 

Dlz  -f-  A,Dx2  -f-  A,z  =  A3«, 

et  ce  rapport  servira  pour  trouver  directement  ces  deux 
int^rales  à  Taide  d'une  équation  linéaire  du  premier 
ordre. 
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Intégration*de  Péq nation  linéaire  de  Tordre  n  à  coefficients  constants , 
avec  ou  sans  dernier  terme  Tariable, 


236.  Supposons  que  dans  Téquation 

les  coefficients  Ai,  As,  As,. . .,  Assoient  des  nombres, 
X  restant  une  fonction  quelconque  de  la  variable  indé- 
pendante a:,  et  cherchons  son  intégrale  générale.  On 
peut  y  parvenir  par  diverses  méthodes  que  nous  allons 
exposer  successivement. 

1^^  Méthode.  Réduction  de  l'équation  diflTérentielle  de 
Tordre  n  k  vai  système  de  n  équations  linéaires  du  pre- 
mier ordre.  Si  Ton  fait 

Téquation  proposée  deviendra 

D,^(»--')  -h  A,D,/("-»)  -h  A»D,/(«-5)  -f-... 

et  Ton  aura  à  intégrer  n  équations  simultanées  du  pre- 
mier ordre;  or,  si  Ton  multiplie  respectivement  lesn — i 
premières  équations  pardes  coefficients  indéterminésd^"'^^, 
9<"~*\...,  ff\  Qf  et  qu'on  les  ajoute  à  la  dernière,  il  viendra 

-4-  (A,  -  0' )j("-0  -4-  (A,  - 6")j-("-»H- . . . 
-h  [An  -.  -  ÔC-')]  r'  H-  A„  V  =  X  ; 
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OU,  en  posant 

A,  —  ô'  =  e,     A,  —  6"  =  eO\     A3  —  ô*  =  ©ô",..., 
A^,  —  6("-')  =06(»-»),     A»  =  0Ô("-'>, 

De  cette  dernière  équation,  on  tire,  en  intégrant , 
ou 

^(•-0  4_  e'fC^*)  -f-...-h  6("-*>^'  -h  ©(■-')>■ 

D'aillears,  en  posant  6  =r  — r,  les  équations  qui  déter- 
minent efy  6",  0*, ... ,  e^"-'\  e<"-^J  donnent,  par  des  sub- 
stitutions successives , 

6'  =  A,-h  r,     6"  =  A,  -h  A,r  -f-  r»,. . ., 

o  =  An  -h  A„_,r  -h  An-.r»  -+- . .  .  -h  A,  r-^'  -+-  r». 

Cette  dernière  équation ,  que  Ton  déduit  de  l'équation 
différentielle  proposée ,  en  remplaçant  respectivement  les 
dérivées  D: j,  Dr'j, . .  . ,  Dij,  D,j,  par  r»,  r""*, . . . , 
r',  r;  j  =  D^j^  par  r**  =  i  ^  X  par  zéro,  donnera  pour 
^  «  valeurs  ,  et,  par  suite,  pour  ff^  6^, . . . ,  6^"~^^ ,  '^  sys- 
tèmes de  valeurs.  De  ces  n  systèmes  de  valeurs  résulteront 
n  intégrales  de  Téquation 

dt  -h  $tdx  =:   Xdx. 

En  représentant  par  /"i,  r,,  r,, .  .  . ,  r„  les  n  valeurs  de  r, 

par  6'.,  ô-, ,. . . ,  9(,»-),  g;,  e;, .  .  . ,  Qi-^ ■  ■  ■ .  &n,  ffn,- ■ -, 
9!["'nes  /£  systèmes  de  valeurs  correspondantes  des  coelfi- 
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cients  6',  ff\ . . . ,  6^""*^,  les  n  intégrales  seront 

(II— a)  (•— O 


(n— a)  {■-->) 


r'  +  ^.     r 


^(^o  4-  ô'„  j(«-*)  H-. . .-4-  «1     r'  -H  ô),     jr 

La  valeur  de  j^,  tîrëe  de  ces  n  équations  du  premier  de- 
gré, renfermera  n  constantes  arbitraires,  et  sera  Tinlé- 
grale  générale  de  Féquation  proposée. 

La  formule  x  =  —r — r-^ — ^ — ,  quenous  avons 

déjà  rappelée  plusieurs  fois,  et  qui  donne  la  valeur  de 
lune  quelconque  des  inconnues  déterminées  par  un  sys* 
tème  de  n  équations  du  premier  degré,  montre  immé- 
diatement qu€î  la  valeur  de  j^,  ou  l'intégrale  cherchée, 
sera  composée  de  n  termes  proportionnels  aux  seconds 
membres  des  équations,  et  sera  par  conséquent  de  la 
forme 

Xi,  A„ . . . ,  X„  désignant  n  constantes,  fonctions  des  coef- 
ficients 6',,  e';,...,e(;-"), 

Comme  les  équations  qui  donnent  jy  y, . . .,  ^^"~*^ 
sont  du  premier  degré  ,  les  valeurs  dey,  y, . . . ,  ^^"~'' 
doivent  être  absolument  de  même  forme  que  celle  de  y  : 
cette  seule  considération  fom*nit  un  moyen  facile  de  cal- 
culer les  coefficients  >i,  ^j,...,  K- 
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Remarquons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  valeur 
de/  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

le  signe  £  indiquant  qu^on  doit  faire  la  sonune  des  n 
termes  correspondants  aux  n  racines  de  Féquation  en  r. 
Cela  posé  9  en  différentiant,  on  trouvera 

et  puisque  y  doit  être  de  même  forme  que  y,  on  aura 
nécessairement 

2aX  =  o,     et,  par  suite,     ZA  =  o; 

en  diiférentiant  une  seconde  fois ,  on  aura 

/'  =  SAr»tf^'(C  -h  fX^''dx)  -+-   XArX  =  o, 

et  par  conséquent 

y  =  2Ar»^'(C  -h  fXe-'^dx), 
2ArX  =  0,  ÏAr  =  o. 

En  continuant  ainsi,  on  trouverait  successivement 

y"        =   ZArV»     (C  -+■  fXer^'ih:),     ÏAr*       =0, 

ji»-»)  =  2Ar'^'^*(C  H-  fUer'^dx),     ZAr*-»  =  o, 
/(»)       =  ZAr-tf''     (C  -f-  fXe-'^dx)  4-  SAr—'X. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  Téquation  proposée ,  à 
la  place  de  y  et  de  ses  dérivées,  leurs  valeurs ,  il  viendra 

XA^^'(C-h/X(?-"flrar)(A«-f-A„_.r+A«..r»-h...-f-A,r-«-f-r-) 

-f-ZAr»-'X=:X. 

Le  premier  terme  du  premier  membre  est  identiquement 
nul,  puisque  la  somme  £  s'étend  aux  seules  racines  de 
Téquation 

A„  4-   A,_,r  H-   A„_-,r*  -f-...4-  A.' r«-'   -f   r«  =  o. 
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n  en  résulte 

2Ar»-'X  =  X,      ou     ZAr»-»   =    i. 

On  a  donc,  pour  déterminer  les  coefficients  A|,  Xj,...,  X„, 
les  n  équations  du  premier  degré    • 

XA  =  o,      2Ar  =r  O,...,       SAr"-»   =  o,      SAr"-»    =    l, 

ou  bien 

K  4-  A,  •+-  A3         -h... -h  A„  =i  o, 

A,/-!      4-  A,  r,      H-  Aarj     H-... -4-  A„r„        =  o, 

Ai/"J-»-f-  A,r^»-f.  Aar^-» -+-... -f-  A„r^'  =  o, 
A,r';-»4-  A,rp'-h  A3/^-»  +  ..,-h  A,/^'  =    i. 

La  formule  symbolique 

_  {b^k)(c^h),..{h-^k){c^  b),.,{h--b)...{h  —  g) 
""  -  (b-^a)(c-^  ay.{h  -  a)ic  ~  A)...(A  -  b).,.{h  -  ^)  ' 

qui  donne  la  valeur  générale  de  Tune  des  inconnues 
déterminées  par  n  équations  du  premier  degré ,  se  ré- 
duit, dans  le  cas  particulier  où  Ton  a  ^o  =  ^^9  ^i  =  ^v-*^ 

donne ,  par  conséquent , 

I 

A,    = 
A,    = 


1 


{ri  —  r,)(r,  —  /^)...(r.  —  r„) 

Si  Ton  représente  par  f(r)  le  premier  membre  de  l'é- 
quation 

r*  4-  A,r«-'  -f-  A.r»—   -h...-f-  A„^.  r  -f-  A«  =  o, 

on  aura 


/(r)  =  (r— r.Xr— r,).  ..(/•— r,), 


r  —  n 


(/•-r.)(r-r3)...(r-.„)-    /«    ' 
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et,  par  suite,  en  faisant  r=ri,  et  remarquant  que  la  vraie 
valeur  de  la  fraction     ^.  .  '  qui ,  pour  r-=ir>^^  devient  2, 

est  le  rapport  des  dérivées  ^77— x>  o^  trouvera 


A,    = 


ou  trouverait  de  même 


I  

^>    —    777     \  j  •  •  •  >        An    — 


la  valeur  générale  de  y  est  donc ,  en  comprenant  -77-7-. 
dans  la  constante  C, 

Si  X  =  o ,  c'est-À-dire  si  Téquation  différentielle  donnée 
n'a  pas  de  second  membre ,  son  intégrale  générale  est 
simplement 

n  est  facile  de  voir  que  cette  valeur  de  y,  contenant  n 
constantes  arbitraires,  vérifie  réellement  Téquation 

d]/  -h  A,d""V  -h  A.d"~V  h-.. .-h  An-.  D,j  -h  A„r  =0. 

L  expression  j^  =  £  CeT*  donne,  en  effet, 

et  Ton  a ,  en  substituant , 
SCV»  (r»  -^  A,r"-»  4-  A.r'»-»  -h.  ,  .  -I-An^,r  +  A»)  =  o, 
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or  cette  équation  est  identiquement  satisfaite ,  puisque 
la  somme  du  premier  membre  s'étend  aux  seules  racines 
de  Téquation  auxiliaire 

/(/•)  =  r»  -I-  A,r"-'  -h  Aar«-»  -h...+  A„«,r  -f-  A,  =  o. 

237.  2"*  Méthode.    Par  rabaissement  progressif  de 
Tordre  de  Féquatîon  proposée. 
Dans  Téquation 

faisons  y  =  è^^^fu^dx^  «i  représentant  une  consUnte 
indéterminée,  et  i/i  une  fonction  indéterminée  de  x.  On 
trouvera ,  en  différentiant  n  fois ,  ou ,  en  recourant  à  une 
formule  connue , 

D,/   r=  e*»'  (fit,/ «xdLc  H-  iir }, 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée  et  divi- 
sant par  e**'*,  on  trouvera 

(A,-f- A««.st.-f.A««.stî -i-A«^«;  4-...-I- A,-ir' +  o/«.^* 

Or,  puisque  aj  est  une  quantité  constante  indéterminée, 
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on  pourra  la  choisir  de  manière  à  rendre  nul  le  coeffi- 
cient de/ i/i^o:;  il  suffit,  pour  cela,  que  ai  soit  racine 
de  Tëquation 

f(r)  =  r«  -f-  A./-—»  4-  A,/-"—  -h . .  .-h  A^,r  -+-  A,  =  o. 

Alors,  pour  déterminer  t/|,  on  aura  Téquation  linéaire  de 
Tordre  (/»  —  i) 

\  '«,  H-BaO"   'tf,  -4-.  .    -h  B«_.D^«.  4-  B«a,  =  Xe-^.^, 
dans  laquelle 

B,  =  A«_.,-h  •.>.A„_,«,  4-  3A„_3«Î  +•  •  •+«<-% 

1.2 

Si  Toa  fait  maintenant  u^  =  e*\^f  u^dx,  et  qu'on  opère 
de  la  même  manière ,  on  trouvera  que  si  l'on  prend  pour 
«1  une  des  racines  de  Téquation 

r«-'  -H  B,/-»—  -h      . -h  B„_.  r  4-  B„  =  G, 

la  détermination  de  u^  dépendra  de  l'équation  linéaire  de 
Tordre  n  —  a, 

dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger, 

Q,  =  B„^»  -H  aB„_aCt,  -H  3Bi^3«;  H-...-h(«  —  O-»;"^, 
Ci,-,  =  B«-a  H-  3B,_j  «.  -f- . . .  ; 

on  fera  encore 

II,  =:  e*%^f  uidx» . ., 

6t,  en  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  faire  disparaître, 
w  i  un,  les  termes  de  l'équation  proposée ,  en  abaissant 
^n degré  d'une  unité  à  chaque  opération,  de  telle  sorte 
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qu'en  faisant  ii„«,  =  e^n^fu^dx^  on  arrivera  à  réquation 

Avant  de  remonter  à  la  valeur  de  j,  remarquons  que  les 
racines  a,,  «s,. . .,  a„  sont  égales,  respectivement,  aux 
différences  r,  —  r^^rt  —  r„  r^  —  r,, . . . ,  r„  —  r^^i ,  des 
re  racines  de  Téquation  auxiliaire 

r« -h  A,  r»-' -h  A,  r»-»  -h .  .  .  H- A„_,r -f- A,  =  o. 
En  effet,  multiplions  l'expression 

i-r*  -*-  B,«r'  -*- . . .  -h  B«-.,  *,  4-  B, 

par  a,,  ajoutons-la  à  Téquation 

«;•  +  A,«7-*  -h  A,»;-'  -+-. .  .-f.  A^,  «,  -HA»  =  0, 

et  substituons  aux  coefficients  Bt,  Bs,.  • .,  B„.,,  B„  leurs 
valeurs ,  il  viendra 

+  A.^(«;  -«-3a;*.-«-3«,«;  -+--1;) 

-f-  A«-,(«î  +  2«x«a  -*-«!)+•  A,i-i  («I  +«a)  -*-  A„  =  O, 

ou 

(*,  +  *,)«  -«-  A,  («,  +  a,)«-«  4-.  .  . 

-h  A„_,  («X  -H  «,)'  -f-  A«-,{«,  -h  a.)  H- A.  =  o. 

Cette  dernière  équation  prouve  que  ai-f-ûCa  est,  en  même 
temps  que  «i,  racine  de  Téquation  f{r)  =  o;  donc,  si 
l'on  désigne  par  r,  une  seconde  racine  de  cette  dernière 
équation ,  on  aura 

«c  4-  «j  =  /-i  -H  ««  =  r,,     «a  =  r,  —  r,. 

Généralement,  si  l'on  nomme  ri,  Ti,  . . . ,  r„  les  /»  racines 
de  l'équation  f  (r)  =  o,  et  «j,  a\y.  »  ,^  a^^^^ les  n  —  i 
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racines  de  Téquation 

a^'  H-  B.»"-"  -h . .  .4-  B„_.cf,  4-  B„  =  o, 

on  aura 

A,  =  r,  —  r,,     «,  =  rj  —  r,, 

On  prouverait  de  la  même  manière ,  que  les  /i  —  2  va- 
leurs de  a,  seront  données  par  les  équations 

OU,  en  substituant  pour  «s,  a,,  ^x'?  •  •  -  leurs  valeurs  trou- 
vées précédemment, 

(«-3) 
•3  =''3 —  '•»,       ••,    =    '•4  —  ''»•••>       *3  =  '« —  ''i* 

En  continuant  ainsi ,  on  trouvera  successivement  les  va- 
leurs de  a*,  «^ , . . . ,  a,,  «,,...,«„,  qui  seront  données 
par  les  équations  ^ 

*4  =  r4  —  r3,     m\  =  rs  —  ^3>  •  •  •  > 

«5  =''5  — ^Ai       *\  =  ^6 —  '•5,...,       «n=''ii — r„_ï. 

Q  est  donc  démontré  que  at,  <x,,  «4, . .  . ,  a„  sont  bien  les 
différences  r^  —  r^,  r,  —  r,, . . . ,  r„  —  r„_i  des  racines 
de  Téquation  f(r=  6)  ;  on  aura ,  dès  lors , 

puis,  en  éliminant  Ui,  at,...,  i^n?  ^t  ajoutant  une  con- 
stante arbitraire  à  chaque  intégrale ,  on  trouvera 

T.  II.  38 


594  CALCUL    INTÉGRAL. 

En  représentant  par  Ci,  t7t, . . . ,  C^  les  combinaisons  des 
constantes  C\  C'\ . . . ,  C^"\  dans  l'état  primitif  où  se  trou- 
vent ces  constantes  avant  le  développement  des  intégrales 
multiples  qu'elles  affectent ,  avec  les  racines  r^,  r,,. . .,  r,. 
de  l'équation  auxiliaire,  après  ces  développements ,  on 
trouvera,  dans  le  cas  où  toutes  les  racines  seront  inégales, 

La  substitution  des  intégrales  multiples  aux  intégrales 
simples  ne  souffre  aucune  difficulté,  il  suffira,  pour  cela  , 

d'observer,  i®  que  l'équation  évidente 

H ! X<?-'""-»'r£r 

donne,  quand  on  intègre  les  deux  membres, 
/!?('•-  -  '•— «^^rfx/  Xér-'--  dx 

a*^  que  l'on  a 

En  employant  plusieurs  fois  ces  équations,  et  posant 

A,  = 


A„  = 


I 

on  retrouverait  la  valeur  connue  de  j^, 

^  =  7:?uf*(C-hfXer''dx), 
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238.  3"*  Méthode.  Par  le  passage  de  Téquation  sans 
second  membre,  k  Téquation  avec  second  membre. 
Considérons  les  deux  équations 

D>   4-A,D;-*3  -h...-i-A„_.D^  4-A„«  =o, 

et  supposons  qu'on  satisfasse  à  la  seconde  équation  par  les 
n  valeurs, 

on  y  satisfera  encore  par 

Z  =  CiZiy      Z  =  Ca«,,       2  =  C333,  .  .  . ,       «  =  G,2«  , 

Cl,  Ct,. . .,  C„  étant  des  constantes  arbitraires,  et  par 
la  somme 

qui  sera  son  intégrale  générale. 

Cela  posé,  je  dis  qu'il  sera  toujours  possible  de  déter* 
miner  n  fonctions  Ui,  i/„. . .,  u„  de  j:,  de  telle  manière 
que  la  somme    < 

satisfasse  à  Téquation  avec  second  membre.  En  effet, 
nous  avons ,  en  différentiant  une  première  fois , 

D,7  =  xzDgU  -h  ^uDgZ, 

ou,  simplement , 

Bxjr  =  tuDgZy 
si  Ton  pose 

j:zDgU  =  0. 

En  di£féi'entiant  une  seconde  fois ,  on  aura 

"Dix  =  SaDÎ  «4-2  D^c^D,», 

/  38. . 
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OU ,  simplement, 

si  Ton  fait 

sD^  DjtK  =  o. 

En  faisant  ainsi  successivement 

2DÎ3D,a  =  o,     sDi*D,tt  =0,...,     sDJ-'zD,!*  =  a, 

les  dérivées  de  y^  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusivement, 
données  par  les  équations 

D,jr       =  SaD,z      =  «x  DxZ,       -h  a,  D,  «,     -+-...-+-  u.J^*^ 
Dîr      =  XttDi z      =z  u,  Diz,      4-  a,  Di  s,     -h ...  -4-  ««Di^,, 

n— X  «—1  n— I  «— X  «—I 

D,     jr=SMD,    «=a,  D,     z, -ha,D,     z, -h . . . -f- a„D,    z«, 

auront  conservé  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  i/i , 
i/,, . . . ,  Un  étaient  des  constantes.  En  différentiant  une 
dernière  fois ,  nous  aurons 

Si  maintenant  on  substitue  toutes  ces  valeurs  dans  Té- 
quation  avec  second  membre,  il  viendra 

2m(d"z4-AkD"   'z4-A,d"    'z-f-...4-A,»_,D^-f-A„)+rDxaD^   'z=X. 

Or,  le  premier  terme  s'évanouit,  car  la  somme  désignée 
par  £  s'étend  aux  seides  valeurs  Zi,  Zt,...,  z^,  qui, 
toutes  par  bypotbèse,  vérifient  Téquation  sans  second 
membre.  Donc,  la  sonmie 

jr  =a,Z, -*-  «aZ,  +  .«.-h  UnZn 

vérifiera  l'équation  avec  second  membre,  si,  en  outre 
des  équations 

ZzDftt  =  o,     xDgzDgU  =  o, 
3:DizD,a=  o,...,     2;D;""zDxa  =  o, 
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on  a 

SD^    'zD,uz=z  X. 

En  faisant ,  pour  plus  de  commodité , 

D,iij=:p,X,     D,a,  =:p,X,.  ..,     Daa.^i'aX, 

les  é<{uations  qui  précèdent  pourront  se  mettre  sous  la 
forme 

«t«'i      H-  «,  t'a    -f-...-4-««^«       =o, 


a,       «'x-4-a,       «'.-»-...+  «„       •'«  =  0, 

et  donneront  les  valeurs  cherchées  de  J^i,  i^i, . . . ,  v„,  qui, 
.  substituées  dans  les  équations 

D,«,  =  P,  X,     D,«a  =  PaX,  . . . , 

fourniront,  par  une  intégration  facile,  les  valeurs  sui- 
vantes de  Ui,  i/tf  •  •, 

u^  =  C,  -h/t^i^dx,     tf ,  =  C,  4-  fvtXdxy . . . , 

l'intégrale  générale  de  Téquation  avec  second  membre 
sera  donc 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  même  au  cas  où 
les  coefficients  A^,  Ai,. . .,  A^»  seraient  des  fonctions  de 
X,  puisque  jusqu'ici  nous  n'avons  fait  aucune  restriction. 
Revenons  au  cas  où  ces  coefficients  sont  constants.  Il  est 
évident   qu'alors  on  satisfait  à  Téquation  sans  secon4 
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membre  par  les  valeurs  suivantes, 

Ti,  r„ . . . ,  /•„  étant  les  n  racines  de  Téquation  auxiliaire 

r«  »f.  A,r«-«  -|_  A,r »»-»  +  ...  4-  A»«,r  +  A„  =  o, 

et  la  valeur  générale  de  i^,  ou  Tintégrale  générale  de  Fé-r 
quation  sans  second  membre,  sera 

Dans  la  même  hypothèse ,  si  Ton  fait 

les  équations  que  donnent  ^1,  ^'t, .  •  •  >  ^n»  deviendront 

A,  4- A,  4-...H-A»  =0, 

Al  r.      4-  Aa  r,      -h ...  -h  A„  r«      =  o, 


A,  /••;— 4-  Aa  rp»4- . .  .  4-  A,  r ';r"=  o, 
et  rintégrale  générale  de  l'équation  avec  second  membre 
sera 

y  =  e'x'  (C,  4-  A,/  Xe-'  .'d:r)  4-  e'^'{C^  4-  A,/  X45-''«'é/x)  4-  . . . . 

C'est  précisément  la  valeur  de  y   trouvée    par  les  mé-^ 
thodes  précédentes. 

239.  Si  l'on  connaissait  seulement  n  —  i  intégrales 
particulières  jz^,  ^„ . . . ,  z„_i  de  l'équation  différentielle 
privée  de  second  membre,  l'expression 

^  =  C,  «,  4-  C,  »a  4-  • . . 4-  C^x««-i 

ne  serait  pas  l'intégrale  complète  de  cette  équation  ;  ce- 
pendant on  peut  encore  concevoir  que  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  avec  j»econd  membre  soit  représentée 
par  cette  même  expression,  à  la  condition  que  les  1»  —  i 
quantités  C,,  C,,...  seront  non  plus  des  constantes, 
mais  des  fonctions  m„  «a,. . .,  ii«-i  de x  convenablement 
choisies.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équation 


TRENTE-SEPTIEME    LEÇON.  $99 

donnée  soit  seulement  du  quatrième  ordre, 

Dix  -^  A.D»  7  +  A,DÎ7  -f-  A3D,  j  H-  A4/  =  X, 

il  faudra  prouver  que  l'expression  j^=:i/,Zi4-ï'2^t4-«»^5 
peut  devenir  son  intégrale  générale  *,  comme  la  condition 
que  cette  fonction  satisfasse  à  la  proposée  n^établit  qu'une 
seule  équation  entre  les  trois  quantités  Ui,  rit  9  '^s?  on 
p«utles  assujettir  â  deux  autres  conditions  arbitraires  ]  on 
peut  en  disposer,  par  exemple ,  de  telle  sorte  que  les  dé- 
rivées première  et  seconde  D,jr,  Dly  conservent  la  forme 
qu'elles  ont  quand  Ki,  Us,  !/«  sont  constants  :  on  arrive,  de 
cette  manière ,  à  trois  équations  qu'on  peut  écrire,  pour 
abréger,  comme  il  suit, 

"EzOgU  =  o,     £D«2D«fi  =  o,     X{zDiz  -4-  AjDizjDxW  =  o, 

le  signe  S  s'étendant  aux  trois  valeurs  particulières  Zi, 
Zij  Zzy  et  aux  trois  quantités  Ui,  U|,  ««. 

Des  deux  premières  équations  on  pourra  tirer,  par 
exemple,  les  valeurs  de  Dj^Wt»  Dx^s  eu  fonction  de  Dj^i/,, 
pour  les  substituer  dans  la  troisième  ^  on  arrivera  de  cette 
manière,  en  posant  D^Ui  =  ^,  à  une  équation  difTéren*^ 
lielle  linéaire  du  premier  ordre  D^^^  +  pt  =  ç^  p  et  q 
étant  des  fonctions  de  0:5  en  l'intégrant,  on  aura  la  va- 
leur de  £  et,  par  suite,  celle  de  «i  donnée  par  l'équation 
tti  =  C  -+-  ftdx  qui,  comme  on  voit,  contiendra  deux 
constantes  arbitraires.  La  valeur  de  Uf ,  substituée  dans 
les  deux  équations 

XzDgU  =  0,     s  D,  «  D,  f«  =  o, 

conduira  à  celles  de  u^  et  de  Us,  qui  seront  données  par  de 
simples  quadratures  avec  deux  nouvelles  constantes  ;.  on 
aura  donc  l'intégrale  de  l'équation  proposée  avec  quatre 
constantes  arbitraires. 

On  voit  aisément  que  le  même  raisonnement  s'étend 
à  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n ,  qu'on  arri- 
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vera,  dans  tous  les  cas,  a  une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre  qui  donnera  la  valeur  de  la  première  fonction 
M,  avec  deux  constantes  arbitraires,  et  qu'on  calculera 
ensuite ,  par  de  simples  quadratures ,  les  autres  fonctions 

M„  u„ 

Si  l'on  avait  connu  seulement  n  —  a  intégrales  parti- 
culières de  Téquation  sans  second  membre,  Tintégration 
de  Téquation  avec  second  membre  aurait  été  ramenée  à 
celle  d'une  équation  du  second  ordre.  Considérons  tou- 
jours, pour  plus  de  simplicité ,  l'équation  de  quatrième 
ordre 

Di/  -h  A,D»^  -h  A,Dîj  -h  A3D,/  4-  A47  =  X, 

et  supposons  que  l'expression  jr  =  CtZi  -+■  CjZt  vérifie 
l'équation  sans  second  membre. 

Il  s'agit  de  montrer  qu'en  considérant  Ci,  C^  comme 
des  fonctions  Ui,  Us  de  x,  cette  même  expression  peut  vé- 
rifier l'équation  avec  second  membre.  En  outre,  de  l'é- 
quation qui  exprimera  que  la  valeur  y  =  ï/jZ,  -f-Ut^t 
vérifie  l'équation  proposée ,  on  ne  pourra  établir  entre 
les  quantités  «t,  Ut  qu'une  relation  nouvelle  ^  si  nous  ad- 
mettons que  la  dérivée  première  Dx^  conserve  toujours 
la  forme  qu'elle  avait  quand  Ui  et  u^  étaient  deux  constan- 
tes, arbitraires,  les  fonctions  Ui,  u,  seront  déterminées 
par  les  deux  équations 

«,Dx«,  -h  zJ>tUi  =  o, 
A,D,a,-+-A,DX-hA3D*«,-hA',D,«,4-A;Di«,-hA'3DX=X. 

Si  l'on  substitue  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de 
D,M,,  tirée  de  la  première,  et  qu'on  pose  DrWi  =f,  il 
est  évident  que  t  se  Iroiivera  déterminé  par  une  équation 
différentielle  du  second  ordre 
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p^  q^  r  étant  des  fonctions  de  x,  on  intégrera  celte 
«quation,  et,  en  remontant  de  la  valeur  de  f  à  celle  de  i/i, 
on  trouvera 

M,  =:  C'  -h  J^d^  y 

celle  valeur  de  m,,  renfermant  évidemmen t  trois  constan- 
les  arbitraires  ,  servira,  avec  Téquation 

2|Dxtt,   -h  ZaDxt«,  =  O, 

à  calculer  la  valeur  de  u%  qui  contiendra  une  quatrième 
constante,  et  l'on  aura  par  conséquent,  avec  quatre  con- 
sumes,  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

En  généralisant  ce  que  nous  venons  de  dire ,  on  prou- 
vera facilement  que,  si  Ton  connaît  m  intégrales  parti- 
culières de  l'équation  sans  second  membre  ,  la  recherche 
(le  l'intégrale  de  l'équation  avec  second  membre  sera  ra- 
menée à  l'intégration  d'une  équation  de  l'ordre  n — m,  et 
l'on  retrouvera ,  de  cette  manière ,  un  théorème  que  nous 
avons  déjà  démontré. 

240.  Remarquons,  i^  que  dans  la  valeur  obtenue, 
les  n  constantes  Ci,  Cj,. . .,  C„  entrent  seulement  dans 
la  partie  de  cette  valeur  qui  compose  l'intégrale  générale 
de  l'équation  sans  second  membre  ;  2"  qu'on  peut ,  dans 
lous  les  cas ,  déterminer  les  n  constantes  par  la  condition 
que  pour  x  =  Xq,  Xj,  étant  une  valeur  quelconque  dex, 
la  fonction  y  et  ses  n  — i  premières  dérivées  prennent 
des  valeurs  données j^o,  /iv-jj^n-i*  H  suffit  en  elTet,  pour 
cela,  de  prendre  les  intégrales  y  Xe~'^i'£/r,  /Xe""'"«'rfx,..., 
à  partir  de  x=a:o,  et  d'assujettir  la  valeur  suivante  de  j^, 

^  =  Ce'"-!- Ce'»' -h..., 

à  vérifier  les  conditions  énoncées.  Cette  valeur  peut  d'a- 
bord se  mettre  sous  la  forme 

car  cette  transformation  consiste  simplement  à  mettre  en 
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évidence,  dans  chaque  constante,  un  facteur  constant 
e— ''l'o,  e— ''t'o, . . .  ;  et  si  maintenant,  après  avoir  diflé- 
rentié  n  —  i  fois,  on  exprime  que  y  et  ses  dérivées 
prennent  les  valeurs  données  j'^,  jr^, . , . ,  y„_i,  on  aura 
les  n  équations  suivantes  : 

C^        -hC,       + hC.       =ro, 


Or,  les  valeurs  déduites  de  ces  n  équations  du  premier  de- 
gré, et  que  Ton  calculera  à  Taide  de  la  formule  souvent 
rappelée,  étant ,  en  général ,  déterminées  et  finies ,  il  en 
résulte  que  l'on  poura  toujours  satisfaire  à  la  condition 
proposée.  On  verra  facilement  que  Tune  quelconque  des 
constantes  C„  est  donnée  par  Féquation 

/»  _r«-i  -+-  ^ii-»rii-a-+-^ii-3r«-3-4-. . .+  ^iji  4-  ^oXo 
C. jr^-^ , 

dans  laquelle  f(r)  représentent  toujours  le  polynôme 

r«-|- A,/-^'  -f.  A,r"-»  +  .  .  .-hA„,,r  -4-  A,. . . , 
tandis  que  fc„^t,  &„_«,  ^i,  Aq?  désignent  les  coefficients  de 
r"~*,  /*^', . ..yr^r^  dans  le  développement  de  -^-^ — 

241.  4"*  Méthode.  Par  changement  de  variable  indé- 
pendante. Reprenons  encore  les  équations 

d"^  -h  A.  D^^'V  +  A,  D"~V4-...-f-A„„,D,j-+-A«j=X=F(x), 

d"^  -f.A.D""'z  +A,d"    %H-...-hA,^,D;r«-hA^=o, 

et  supposons  que  nous  ayons  trouvé  une  valeur  de  Zy 
z  =  (f(x,  «),  qui,  vérifiant  la  seconde  de  ces  équations, 
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satisfasse  pour  a  =  or,  aux  conditions  suivantes, 

2=0,  D,s  =  o,  DÎ«  =  o,...,  D;-*«  =  G,  DJ-"'z  =  F(«), 
et  faisons 

z  =  y(x,  a)  éunt  une  fonction  de  la  variable  x  et  de  Fin- 
détenninée  a.  En  différentiant  par  rapport  à  x  qui  est 
Tone  des  limites  de  Tintégrale,  et  qui  entre  dans  z^  on 

aura  (n®  53), 

or,  (f(Xj  x),  qui  est  ce  que  devient  z  quand  on  y  fait 
a  =  Xy  est  nul  par  hypothèse  *,  on  a  donc  simplement 

o 

En  différentiant  une  seconde,  une  troisième  fois,  etc.,  et 
remarquant  que  les  dérivées  successives  D^^,  D^z, . . . , 
D"z,  s'évanouissent  aussi  par  hypothèse  pour  a  =  a:, 
tandis  que  la  dérivée  (ji  —  ly*"»»  devient  alors  F(x),  on 
aura 

I/o  J  o 

en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  avec  second 
membre ,  on  trouvera 

JY  ^>  -*-A.l>;-'z  4- ...  -h  A»-.  D^-f-AnZ^*  =  o, 

ouo  =  o,  puisque  :?,  par  hypothèse,  vérifie  l'équation 
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sans  second  membre.  La  valeur 


=/. 


zda 
o 


satisfait  donc  à  Téquation  avec  second  membre,  ou  de- 
vient une  intégrale  particulière  de  cette  équation.  Pour 
^n  déduire  l'intégrale  générale ,  il  suffit  évidemment  de 
faire 

\f  étant  rintégrale  générale  de  Téquation  sans  second 
membre;  car  le  résultat  delà  substitution  de  cette  valeur 
dans  Téquation  avec  second  membre  se  composera  de 
deux  parties,  Tune  identiquement  nulle,  puisque  l' véri- 
fie Téquation  sans  second  membre ,  l'autre  identiquement 

égale  à  F(a:),  puisque  u  =  j    zda  satisfait  à  l'équation 

avec  second  membre  ;  d'où  il  résulte  que  la  valeur 
y  =  u+  i'^  qui  d'ailleurs  renferme  n  constantes  arbi- 
traires, satisfera  à  cette  même  équation  avec  second 
membre  et  sera  son  intégrale  générale. 

Dans  le  ca^  particulier  où  les  coefficients  Ai,  A^,.  .  ., 
A„  sont  constants,  on  peut  prendre,  comme  nous  l'a- 
vons vu, 

D  faut,  de  plus,  déterminer  une  valeur  de  z  qui,  pour 
a  =  X  satisfasse  aux  conditions 

2=0,  D,z=:o,  Diz  =  o,...,  0;-*«  =  o,  D;J-'z  =F(-.}. 
Pour  y  parvenir,  il  faudra  assujettir  les  constantes  Ci, 
Ct,  •  • . ,  Cn  aux  conditions 


4-  G.  =0, 
-h  Cl  r„  =:  o, 
+  C„rî     =0, 
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qui  donneront,  comme  nous  Favons  déjà  vu, 

/(r)  désignant  toujours  le  polynôme 

r"  -h  A,  r«-'  +.  ..+  A^^r  -f-  A„. 
On  en  déduit 

OU 

la  somme  du  second  membre  s'é tendant  à  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation 

/(r)  =  r  »  -4-  A.r«-'  -«-  A.r—»  -*-...-+-  A^,r  -f-  A„  =  o. 

242.  Dans  tout  ce  (}ui  précède,  nous  avons  supposé, 
implicitement  au  moins,  que  les  h  racines  de  Téquation 
/(r)  =0  étaient  inégales  et  réelles^  en  effet ,  si  deux  de 
ces  racines  étaient  égales,  si  l'on  avait,  par  exemple, 
r,  =  Tj,  les  deux  intégrales  particulières  Cie'i',  Cje^i-^, 
en  s'ajoutant,  donneraient 

les  deux  constantes  seraient  remplacées  par  une  seule  qui 
est  leur  somme.  L'intégrale  générale  ne  renfermerait,  en 
réalité ,  que  n  —  i  constantes  distinctes ,  mais  il  est  tou- 
jours facile  de  lui  rendre  sa  généralité.  On  a  eu  recours  , 
pour  y  parvenir,  à  divers  artifices  que  nous  allons  expo- 
ser brièvement. 
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Remarquons  d'abord  qu^il  suffirait  d'opérer  sur  rimé- 
grale  de  Téquation  sans  second  membre,  car  c'est  elle 
qui  apporte  les  n  constantes  arbitraires  à  l'intégrale  de 
l'équation  avec  second  membre.  Cela  posé  : 

i"'  Procédé.  Chacune  des  intégrales  particulières 
jr  =  e^i',  j==ev,. .  .,  OUJ— C-i'rir  o,  j^— c^.'  =  o,..., 
peut  se  mettre  sous  la  forme  y(ri)=o,  ^(rt)=o,..  •»  et  l'on 
montrerait,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  des 
équations  simultanées,  que  si,  une  seconde  racine  r^  de- 
venant égale  à  r,,  deux  intégrales  se  confondent,  on  verra 
apparaître  une  équation  nouvelle 

ç'  (r,)  =ï  o,     ou     ^  =  xe^i^'^ 

de  sorte  que  l'équation  sans  second  membre  est  vérifiée 
par  les  deux  valeurs  y  =  e**!*,  y  =  are^t*,  et  par  la 
somme  y  =  C'^i'  -f-  Cxe^»',  qui  renferme  deux  con- 
stantes distinctes.  Si  une  troisième  racine  r,  devenait  en- 
core égale  à  Ti,  on  aurait  non-seulement 

ç>(r,)  =  o,     (p'(r,)=o, 
mais 

^"(rx)  =  o; 

l'équation  serait  également  vérifiée  par  les  trois  valeurs 
e^i*,  ore^i',  x^Ci^,  et  par  la  somme 

qui  contient  trois  constantes  distinctes.  En  général,  si 
m  —  I  racines  r»,  rg, . .  • ,  r.^  sont  égales  à  Ti,  la  sonune 

qui  équivaut  à  un  seul  terme  Ce^*^^  sera  remplacée  par 
cette  autre 
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qui  renfenue  m  constantes  et  rend  à  TintégraJe  sa  géné- 
ralité. 

a"*  Procédé.  Faisons  r,  =  r j  -f-  e.  Pour  que  r^  de- 
vienne égale  à  Ti,  il  faudra  faire  e  =  o;  on  aura 

V       t      1.2         ; 

\  1.2         1.2.3  J 

ou,  en  posant 

Cr-V^C^^:  C'y       C,i=zC\ 

et  faisant  ensuite  é  =  o, 

Si  trois  racines  devenaient  égales ,  on  aurait,  en  faisant 
r.rrr, +6, 

\  1.2  1.2.3  /' 

on,  en  faisante  H- Cs=C,  C"H-C,e  =  C  Cse^szrC"', 

3"*  Procédé.  Il  est  facile  de  voir  que  si,  dans  Féqua- 
tion  sans  second  membre ,  on  fait  y  =:  ue^',  en  ayant 
égard  à  Péquation  connue 

1.2  * 

le  résultat  de  la  substitution  sera 
f{r)  étant  toujours  égal  à 
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donc,  quand  on  fera  rj  =  ri,  e  ==  o,  Tintégrale  générale 
deviendra,  aux  constantes  près  Ci,  Ct,  Cs, 

I  >  2  %J 

Si  Ton  supposait  4  racines  égales,  on  trouverait,  en  fai- 


sant 


^^^-)=(.-..)..'.(.-.„r>^'^> 


et  raisonnant  comme  précédemment, 

y  =  — i-^Ç*;'  (r.)  H-  Ascv  fxc-r.rda;  -h 

I  •  2  •  o  I,  ' 

En  général,  si  m  racines  sont  égales  à  ri,  on  fera 
et  Ton  aura 

Pour  que  cette  dernière  formule  (a)  soit  rigoureuse- 
ment démontrée ,  il  suflSt  évidemment  de  prouver  que ,  si 
elle  est  vraie  dans  le  cas  de  m  racines  égales ,  elle  le  sera 
encore  dans  le  cas  de  i»  -|-  i  racines  égales.  Or,  c'est  ce 
que  Ton  fera  facilement  de  la  manière  suivante  :  posons 

1  /* 


X, 

on  aura 

X-^.^'--^'  rXtf-r«+.xrf-^      ^«{'•«^O 

_  ___ 

I  . 
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d'ailleurs ,  en  considérant 

_f_'»_il_= — î — x^^W 

comme  un  produit  uv,  on  aura 
et  l'on  en  tii-era 


.ÎJ.. 


.(«-!) 


|4'i^.'V')= ;= — 7'.—      1.3  ."-'■■■    i-a-S...!/»— i)      I 

r=— ^;; — ^  ,  ,—.  1.21"—  l.5..3...(«— I)  I 

Enfin,  si  l'on  fait  r„+,  =  r,  ou  e  =0,  on  trouvera 


r-         „     ,„      ..^ 


i.2.3...(m— !> 

et  c'est  précisément  la  formule  (a),  étendue  au  cas  où 
m  +  I  racines  sont  égales  à  r,  ;  donc,  si  cette  formule  est 
Traie  pour  m  racines  égales,  elle  le  sera  encore  pour 
m+ 1  racines  égales  -,  or,  elle  est  rraiequand  deux,  trois, 
quatre  racines  sont  égales  à  r,  ;  donc  elle  sera  vraie  tou- 

^Treste  à  déterminer  la  valeur  de  ^f-'H'".),  pour  mon- 
trer que  l'intégrale  contient  encore  n  consUntes  dis- 
tinctes. Or 

' e^'  fx  «■-"  dx  -  /(„-.,)  (r)  X  ({r) , 
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Le  secoad  membre  est  évidemment  le  développemenl  de 
^*S  S  S  '  '  •/Xe'^'rf.r";  on  aura  donc 

ou,  en  développant, 

'^■~i.'2.3...(/2— i)L  -h  CV-'  -+-  C"x*-»  -h. .  .-H  CC*--')x  -f-  C  "  J 

243.  Considérons  enfin  le  cas  où  quelques-unes  des  ra- 
cines de  Téquation  auxiliaire  sont  imaginaires.  Comme 
les  racines  imaginaires  vont  toujours  par  couple ,  il  suf- 
fira de  chercher  ce  que  deviennent  les  deux  termes  de  la 
formule  correspondant  à  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées. Supposons  donc  que  Ton  ait 

et  représentons  par  R  la  somme  des  termes  correspondant 
aux  racines  réelles.  Les  deux  coefficients  Xi,  Xt  pourront 
être  imaginaires,  et  l'on  aura,  en  général, 

les  autres  coefficients  seront  toujours  réels,  car  ils  renfer- 
meront à  la  fois  les  deux  facteurs 

dont  le  produit  est  (r,„  —  a)"  +  S\  Cela  posé,  on 
aura 

~  g«^  c^  ^~' (c,-f-/X6'-^^c-^'"^~^x) 


_j_  -  — . -+-  lif 

A  —  BI/-7 

ou,  en  réduisant  au  mcmc  dénominateui ,  remarquant  que 
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e±:€»W^— I  =  cosSo:  ±:  \/ — i  sin  6  a; ,     et    représentant 
par  aC,   2C  les  constantes  indéterminées  C|  +  Ct  et 

__     ^^  (A  cos&r  -4-  B  sing3:)(C  •+•  /Xi?"*^  cosgxffo) 
[Ç:.{X  —^^  A*-+-B* 

^{AsmCx  — Bcosej:)(C'  -f-/X^'^*'sin Crdir) 

-f-  2tf — ; — -— -H   R» 


n  sera  facile,  dans  chaque  cas  particulier,  d'effectuer  les 
intégrations  du  second  membre-,  on  a,  en  effet,  vP  29, 

fl*  sin  hxdx  =  -r- —  (la  sin  hx  —  b  cos  hx) , 

a' cos  hxdx  =  ^^ —  (1«  cos  èar,  —  h  sin  ^x)  ; 

or 

djij'a'sin  bxdx:=z  dlij' a*  sin  hxdx  -+-  Ha*  sin  bxdx\ 

donc 

f^a*  sin  txdlr  =  TiJ  a*  sin  6jr<i!r  —  fdH. fa*  sin  bxdxy 
et,  en  substituant  pour  J'a'  sin&xJo:  sa  valeur,  il  vient 

Xn*  sin  bxdx  =  -; 1 —  (\a  sin  ^j:  —  b  cos  ^^)  X 

—  7 1 —   1  D,X.fl'sin  bxdx-i-  7 r—  |DxX.«'  cos  bxtlx  ; 

on  trouverait  de  même 

I  Xfl'  cos  bx  dx  =  7 —  (\a  cos bx-\-  b  sin  ^jt) 

^/  6*  H-  lu*  ^ 

—  ■; ; —  1  D,X.a'  cos  bxdx  —  -; —  /  D,X.a'  ûnbxdx, 

b'-{-\a*J  b*-j-\a^J 

Substituant  tour  à  tour  dans  ces  formules  D,X  et  DJX, 
D:X  et  DîX,  DJX  Pt  Dix,...  ;  à  la  plare  de  X  et  D,X, 
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on  aura  une  série  d^équadons  qui  donneront  les  valeurs  de 

f  Dx X.ii'sin bxdx^     fDsX.a'  ces bxdx ; 
fDlXM'sinbxdx^     /DiX.a*  cosbxiixy. . . , 

et  en  remontant ,  par  des  substitutions  successives,  les  va- 
leurs des  intégrales  cherchées.  On  trouvera  de  cette  ma- 
nière, en  posant  J'  -H  1^'  =  /w,  la  =  /i, 

/X«'sin^xd:r==— (/2sin*;r-^cos^a:)rX--D,X-h^^*DÎX-^^^^ 

-h  -— («  cosôar-|-*sinftj:)(  DxX—  — DÎX-f-    ^  ""    PjX —  - .  -    )» 
/w*  '\  /w  /M*  / 

JX/i*cos^xdLr=^(«cos^^+èsin  ^xfx-  ^D,X-f.^^DîX-îî^^!^J^^Di  X^ 
—  ^(;i8m^x-fccosèx)fD,X--D'X4-?^l^*DiX-h. 

Si  Ton  fait  a  =  e— «,  6=6,  d'où 

lflr=— .«t,     la»=«i*,     »f  =  •■ -4- C»,     /2  =  — «, 
il  viendra 


jXe^^^mkCxdxzz: — ^(ctsinCx+Ccos^jp) 


[^         «     ^  V      ••  —  ^*  ^1 


ces  formules  sont  d'une  application  facile. 
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Examinons  encore  le  cas  où  nne  racine  imaginaire  r^ 
est  double  ou  triple  :  supposons  ^  par  exemple,  (pie 
Tj  ^  a  -f-  6  K— ï  soit  une  racine  triple ,  et  appelons 
r,  =  a  —  6  V^ — I  la  racine. imaginaire  conjuguée;  la 
portion  de  la  valeur  de  y  correspondante  à  ces  deux 
racines,  dans  le  cas  où  Féquation  n'a  pas  de  second 
membre,  sera 

z/^{a  H-  CTx  -f.  Cr*»)  4^  /«'  (c'  -f.  c"x  -f.  c'^or») 

=  e^[C  cos  Cr-+-c'  sinCr)-+-«(C''  cosCr-f-c"  sin  ^x)H-ar»(C*'cos  Cr  -+-  c"'  sinffo;) 
=«*!  (C,-+-C,x-4-C3J?')  cos  Cx-4-(c,-f-CaX4-c,x*)  sinSr]. 

246.  Applications  :  I.  Equation  sans  second  membre  : 

i«.  D*/—  I aDi j-f-ôaDi j — 1 72DÎ/-ha66D,7— 1607=0: 

Féquation  auxiliaire  est 

r*  —  12H4-  ôîr^  —  i7ar»  -|-  266/*  —  160  =  o, 

et  elle  a  pour  racines 

r,  =  a  H-  a  l/—  1 ,     r,  =  2  --  2 1/^, 
/3=3-f.    »/^,     r4=3— \/^,     rjpra; 

on  trouvera 

jr  =  tf«  [(C,  cosax  -I-  C  sin  ax)  -h  «'{Cscosx  -h  C4  sin  x)  -h  C5]. 

a^  DÎ7  —  14BÎ/  -+-  64D,r  —  96/  =  o  : 

Féquation  auxiliaire  est 

/^  —  14**  -h  64r —  96  =  o, 
et  a  pour  racines 

r,  =6,    ra  =  4,    r3  =  4; 
en  ne  prenant  dans  la  formule  (A),  que  les  termes  affectés 
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des  Gonstantes  arbitraires,  puisque  X  =o,  on  aura 


or 


Cjir^'dxfdx  =  —  ^  ^^'  (a:  -h  i)^ 
r 

donc 

30.    Dij  —  8Di/  -+-  îôD^r  —  48i>*r  -h 45y  =  o: 

Téqualion  auxiliaire  est 

r4  —  8r3  4-  26r^  —  48r  -f-  45  =  o, 
et  elle  a  pour  racines 

r,  =  3,     r,  =  3,     rj  =  1  +  ^V^^j     r^^  i  —  zV^—i- 
La  même  formule  (A)  donnera 

en  développant ,  on  trouvera 

^  =  e«[C,  COS24:  +  C,  sin!ix  -h  e^{Cix  -h  C4)  ]. 


n(n  — 


4».      Dîr  -  «r.DrV  +  -^^Vt^   '■Î  '^""'^ 


.2 
/î(«  —  1' 


rT'^l/  T-nr^,7'^,y±<  =  o: 


r équation  auxiliaire 

r^  -_  ;,Ar-'  —  ^(^  "^  'W"-'...ip/iA''-'±A"=(r— A)''  =  o 

I  .2 

a  toutes  ses  racines  égales  -,,  et  Tintégrale  générale  sera 
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247.  II.  Equation  avec  second  membre  constant: 
Djr  -h  A,ir^-\r  4-  A.D^-Vh--  •  .•+-A«-.,D,7  -»- A„r=  A. 

Dans  la  formule  (B),  on  pourra  faire  sortir  la  constante 
X  =  A  du  signe  d'intégration  qui  Taûecte ,  puis  succes- 
sivement en  dehors  de  tous  les  signes  d^intégration  qui 
précèdent,  et  Ton  aura 

mais 

fi^''-"-''"dxfe--''dx=—fe-'-''dx=-!~-e-''-''  ; 

en  continuant  ces  intégrations  successives,  remontant 
jusqu'au  premier  signe  y,  eûectuantla  multiplication  de 
l'intégrale  définitive  par  e**!*,  et  remarquant  que  le  pro- 
duit de  toutes  les  racines  ri,  r„. . .,  r„_i,  r„  de  l'équa- 
don  auxiliaire  est  égal  au  dernier  terme  A„  de  cette 
équation ,  on  aura ,  pour  Fintégrale  complète  de  Téqua- 
tion  donnée , 

A» 

Si  deux  des  racines  de  Téquation  auxiliaire  étaient  ima- 
ginaires et  égales  à  a  ±:  6V^ — i,  on  aurait 

r  =—  -h  c?*'(C,cosSr-+-C,sinC;r)-f-C3«''«'  -+-. .  .-hC,/"', 

si  toutes    les    racines   de    Téqual^ion    auxiliaire   étaient 
égales 5   alors,  en  passant  toujours  la  constante  X  =  A  • 
en  dehors  de  tous  les  signes  d'intégration ,  Téquation  (B) 
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donnera 

Mais  Afdx/dx...fe~';''dx  =  ±.—  e-'-i',   et  d'ailleurs 

/•^*  =  ±1  A„  5  on  aura  donc 

r  =  T-  -+-  ^'■''(c.x"^»  +  Cx*^*  -+>...  c,^.x  -f-  c„). 

248.  ni.  Équation  avec  second  membre  variable  : 

1  *>.  D*^  —  7«*Di7  -+-  6fl V  =  **  : 

Téquation  auxiliaire  est 

r^  —  ']a*r  -+-  6a^  =  o,   . 

et  ses  trois  racines  sont  r^  =  —  3a,  r,  =  aa,  r,  =  a  ;  en 
employant  encore  la  formule  (B),  on  trouvera 

or 


donc 


En  substituant ,  on  trouvera 

c'est  Tintegrale  générale  de  l'équation  proposée. 


TEEHTS-SBFTIEICE    LEÇON.  6a  I 

l'équation  auxiliaire  est 

r»  -f-  ar — 6<i*  =o; 

ses  deux  racines  sont  Tj  =  aa,  r,  =  —  3a  5  la  formule 

(B)  donnera 

mais 
donc 

fe-^dxfb'^dx  =r  --r Ç^^^^Ç :  , 

et,  en  substituant,  on  trouvera,  pour  l'intégrale  cher- 
chée, 

{16  -h  oa)[\b  —  7,a) 

3'.        Dir  — 3Dir  H-7D*r-5r=^: 

Véqoation  auxiliaire  est 

/3  —  Sr*  -f-  ^r —  5  =  0; 

sestroisracinessont  rj=i4- 2  l/ — i,  r,=i — iv—i-, 
'■»=  i;  on  aura 

~  =  (/-i  —  '•.){'•.  —  rj)  =—  8, 

i.  =  (r,  —  r,)(r,  —  n)  =—  8, 

7-  =  ('•3  —  r,){ri  —  r,)  =        4, 
et  la  formule  (B)  donnera 

(T-X 

~7-[cos2ar  (C,  -h  fx^g^cos^xdx)  -+-  sinaâr(C,  H-  /«^«^*  «in  2x^)] 

-h  ~  (C3  -h  fx^tr^dx). 
Pour  avoir  en  termes  finis  Fintégrale  générale  cherchée, 


&1^  CALCUL  IffTÉGRAL. 

il  suffira  de  substituer  les  valeurs  des  deux  intégrales 
Jx^e"'  cos  ixdx^  yx'e^'sinaarrfx,  déduites  des  forniulcs 
que  nous  avons  rappelées  ci-dessus. 

4".  I>ir  -H  A.D,j  ^-  Ky  =  X: 

Téquation  auxiliaire  est 

/•»-h  A,r-f.  A,  =r  o. 

Supposons  que  les  deux  racines  soient  imaginaires  et  que 
Ton  ait 

on  aura 

r  =-^[sinCr(C,  -h/Xr-"»'cosC.rrfar)-H  cosCr(C,  —/X#?^*'sinCxr/x. 

Exemple  : 

Dix  -+"  aD^r  4-  2/  =  x, 
A,  =  2,     Aj  =  2,     X  =j:,     «  =  —  1,     i?  ==  I, 
C,  sin  j?  -h  C,  cosx       .  , 

J=: ;, -4-^(^-0. 

5".  Di  j  -h  A,  j  ==  X  : 

c'est  Téquation  du  fameux  problème  des  trois  corps,  Té- 
quation  auxiliaire  est  r*  +  A  =  o  ^ 

on  aura 

jr  \/^=z%m{x\/Â)[c^  -h/Xcos(x»/Â)d;r-hcos(«v/Â)[c.— /Xsin(^lx^ 

6«.    Di/  —  8Dly-|-23  DJy  —  28D,j  -h  i:»r  =  ^  : 
l'équation  auxiliaire  est 

^4  -_  8,.3  _,_  ,3,.,  _  28/  4-  Î2  =  o. 
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et  a  pour  racines 

r,  =  2,     r,  =  2 ,      r3  =  I ,      r^  =  3  ; 

rëquation  (A)  donnera 

„  (f^f^'^S^^'  dxfxer^'dx  -h  C,  fdxfe-'drfe^'dx  \ 

'\  -h  C^fdxfe-'dx  -f-  C^fdx  -¥  cj' 

et,  en  développant, 

r  =  —  -f-  ^  4-  C,xe^  -h  C,^»'  +  CiC  -h  C4^5'. 

12  OO 

I  .2 

L'équation  auxiliaire  est  (r  — r,)"  =  o,  et  a  toutes  ses 
racines  égales  ;  on  trouvera  dans  ce  cas ,  en  se  servant 
toujours  de  la  formule  (A) , 

8«.  D;>^ -f-ii«7  =  X: 

Téquation  auxiliaire  est  r'^  '\-  a*"  =  o.  Si  /i  est  impair, 
l'un  des  facteurs  du  premier  degré  sera  r  +  a,  ou  l'une 
des  racines  sera  r=  —  a.  Tous  les  autres  facteurs  sont 
donnés  par  l'expression  r* —  nar  cosô  +  a*,  dans  laquelle 

9  =  ^ i^.  La  partie  de  l'intégrale  correspondante  à  la 

C 
racine  réelle  sera ^  e"""'  fXe^'dx.  Chaque  couple  de 

racines  imaginaires  donnera  naissance  à  une  intégrale 
particulière 

«fl^'   L  -f.C.5in(e  +  fl^sine)/Xr-"'*^°'*^  sin(flxsiné)//-pJ' 
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et^  pour  obtenir  Tintégrale  cherchée ,  il  suffira  de  faire  la 
sonune  de  tous  les  termes  que  Ton  obtiendra,  en  don- 
nant tour  à  tour  à  6  pour  valeurs  tous  les  multiples  im- 
pairs de  - ,  inférieurs  à  tt.  Quand  n  est  impair,  l'un  de 

ces  multiples  est  —  ou  tt,  auquel  correspond,  d'une  part, 

la  racine  r  = —  a  5  de  l'autre,  le  terme  a  -— ^^/Xc^'^x, 

qu'il  faudra  réduire  à  moitié,  parce  que  ce  n'est  pas 
a'  +  2ar  +  r*,  mais  bien  a  -f-  r  qui  est  facteur  de  l'é- 
quation jf"  +  a"  =2  o. 

Si  X  =  o,  chaque  terme  correspondant  à  un  facteur 
du  second  degré  devient 

. [Ct  cos  (0  -h  ax  dn G)  ■+■  C,  sin (ô  ^  oxsinB)]^ 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

^axcoaacos(cH-iixsin9), 
c. étant  un  angle  constant  quelconque. 

Téquation  auxiliaire  est  /*  —  a**  =  o  ;  l'un  des  facteurs 
est  r  —  a,  ou  l'une  des  racines  est  r  =  a  -,  le  terme  cor- 
respondant de  l'intégrale  est  -— j  e'*fXe~""dx.  Sin  est 
impair,  a  -h  r  sera  aussi  facteur,  —  a  sera  racine  et 
donnera  naissance  au  terme  — ;j^  e^*'/Xe*'rfar.  Chaque 
couple  de  racines  imaginaires  sera  donné  par  le  facteur  du 
second  degré  r*  —  aarcosS  -+•  ût*,  dans  lequel  0  s= , 
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px  produira  la  portion  d'intégrale 

^^Hxcoser^^  cos(Ô-Ha^siii9)/Xe-^'^°*^cos(£7«sin0)<irl 
/?«"-'  [  4-C,sin  (e  -^axsin  b)f\c-'" ^^»  ®  sin  (axûn  Ô)  rfx  J  ' 

et,  pour  arriver  à  l'intégrale  cherchée,  il  suffira  de  faire 
la  somme  de  tous  les  termes  .que  Ton  obtiendra  en  don- 
nant tour  à  tour  à  6  pour  valeurs  tous  les  multiples  pairs 

de-  inférieurs  à  tt.  Quand  n  est  pair,  o  et =  tt   sont 

deux  de  ces  multiples  auxquels  correspondent  les  racines 
r  =  a,  r  =r  —  a,  et  les  termes  de 

-^^^  tf  f  Xe-"dx .     — ^  e-^'  f  Xe^'dx, 

qu'il  faudra  réduire  encore  à  moitié  pour  la  raison  que 
nous  avons  dit. 

I  o».  d;  7  -h  Dr  *  J  -f-  . .  -}- 1>;  r  -+-  i>î  y  -f-  ^r?  -i-  r  =  X: 

Téquation  auxiliaire  est 

,-«  _f-  r»-'  -1- .  .  .  -h  r^  -h  r'  -f-  r»  -f-  ;•  =  o, 
OU 


Si  n  -h  I  est  pair,  r  =  —  i  sera  Tune  des  racines  à  la- 
quelle correspond  le  terme e"'  fH^C'dx.  Chaque 

couple  de  racines  imaginaires  sera  donné  par  le  facteur 
du  second  degré  r*  —  ir  cos  0  -f- 1 ,  dans  lequel  Q  = 


2/ 


«4-  1 


la  partie  correspondante  de  Tintégrale  sera 

Jll^cos6gj^lgr^iSin|(30  4-2xsin8)/Xe--^*^^*^cos(^sinÔ)rfr"l 
"-^  '  '    L-CaCos^3.J+2xsin^)/Xf-'^^«Sin(j:sinô)./xJ* 

T.  II,  /lo 
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et,  pour  arriver  à  Tintégrale  cherchée,  il  suffira  de  faire 
la  somme  de  tous  les  termes  que  Ton  obtiendra  en  don- 
nant successivement  à  0  pour  valeurs  les  multiples  pairs 

de . 

n  ■+-  I 

Sî  X  était  égal  â  o,  la  partie  de  l'intégrale  correspon- 
dante à  une  couple  de  racines  imaginaires  deviendrait 

^xcose  |-^^  sin|(39  -H  2xsinO)  -j-  CaCos|(30  -f-  2.rsm9)l, 

ou  plus  simplement 

c  étant  un  angle  arbitraire  quelconque  et  C  une  constante 
arbitraire. 

ii«.    D;^  h- A.Dr'/ -h  A.DrV  -HAbD^-Vh--- 

Essayons  de  satisfaire  à  Téquation  proposée,  par  une  va- 
leur de  la  forme 

y,  ^zibaf^-h  b^af^'  -4-  6,a:'»->  H-.. .-4-  b^^x -h  b^; 

en  substituant  pour  j^  cette  valeur,  on  trouvera 

-h  A„_,m6i 

et,  pour  déterminer  les  /w+i  coefficients  i,  ii,...,  h„,,  on 
aura  les  n  +  i  équations  du  premier  degré 

A„ô=:£i,     A«6i -f- A»-,m^  =«,,. ... 

Connaissant  yi,  on  complétera  l'intégrale  générale  en 
ajoutant  à  cette  valeur  ji  l'intégrale  z  de  l'équation  sans 
second  membre 

D;;^  -h  A.D^-'z-f-.    ,+ A„_tDx3+  A^z  =  o. 
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1 2*'.   Dix  -H  A,  d;~ V  -f- . . .  -^  A„_,D,:r  -h  A,7 

=  AcosiiurH- BsiD/Tfjr, 

A,  B»  /R  étant  des  consumes  données. 

Essayons  de  satisfaire  à  cette  équation  en  prenant 

f^  =  a  cosmx  -f-  a  sinmx  ; 

eu  substituant)  on  arrivera  à  une  équation  de  la  forme 

/i  (G  cosmx  -^-  H  sin  mx)  +  ^  (K  ces  ma:  -4-  Lsinmjr) 

=  AcosmxH-  Bsin/wx, 

G,  H,  K,  L  étant  des  constantes  dépendant  de  m.  Or, 
cette  dernière  équation  sera  vérifiée  si  Von  a 

AL  ->   BK  ,        BG  —   AH 


GL  —  HK  GL  —  HK 

Ces  valeurs  de  a  et  de  b  seront  admissibles  tant  que  le 
dénominateur  GL  —  HR  ne  sera  pas  égal  à  zéro  :  nous 
verrons  tout  à  l'heure  comment  il  faudrait  procéder  si  ce 
dénominateur  était  nul. 

On  obtiendrait  avec  autant  de  facilité  l'intégrale  par- 
ticulière ji  dans  le  cas  où  le  second  membre  X,  composé 
d'une  suite  de  deux  ou  de  plusieurs  termes  de  la  même 
forme,  serait 

X  =  A  cosTOX  H-  B  sinmx  H-  A'  cos/w'x  -f-  B'  cos/ti'x  -|-  . . . , 

et  faisant  j^  =  li  -J- 1',  w  et  p»  étant  deux  nouvelles  va- 
riables, et  substituant  dans  l'équation  donnée ,  on  pourra 
la  partager  en  deux  ou  plusieurs  équations  nouvelles 

DJa  -f-  A,  D^""'m  -+- .  . .  -h  A„«  =  Acos  mx  -+-  B  sin  mx, 
D^ii  +  AiD;"V  -f-.  .  .H-  A^v  =z  A'cos//i'x+B'sinm'x. 

En  procédant  comme  nous  l'avons  déjà  indiqué,  on  dé- 

4<>. . 
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terminera  deux  intégrales  particulières 

«x  =  II  cosmx  H-  b  sin/wx,     v^  =  û'  cosm'jr  +  b' sinm'Xf 

de  ces  équations ,  et  la  somme  y  =zui  +  v^  de  ces  deux 
intégrales  vérifiera  évidemment  Féquation  proposée, 
dont  on  complétera  Tintégrale  générale  par  la  valeur  de 
z  déterminée  comme  nous  Pavons  indiqué  plus  haut. 

la".  Dx7 -h  7  =cosx: 

en  appliquant  la  méthode  précédente ,  on  trouverait  que 
le  dénominateur  des  valeurs  de  a  et  de  i  est  nul.  Pour 
arriver,  dans  ce  cas,  à  la  vraie  valeur  de  l'intégrale ,  par- 
tons de  Féquation  Hlj  +  r  =  cos/io:.  Si  Ton  cherchait 
une  valeur  particulière  de  cette  équation ,  on  trouverait 

I              ,                         cosnx 
a=' —,      ô  =  o,     Xi  =  ' ;> 


-/!' 


et,  en  désignant  par  z  Tintégrale  de  l'équation  sans  se- 
cond membre  Dlz  +  z  =0,  intégrale  qui  est  évidem- 
ment égale  à  C'cosx  -h  C"  sinx ,  C  et  C"  éunt  deux  con- 
sumes arbitraires,  on  aurait  pour  l'intégrale  générale 
de  l'équation  D^j  +y  z=cosnx 

Y  =  —-     -h  C'cosj:  -f-C  sinx, 
1  —  «* 


ou,  en  posant  C  =  C 


y hC'cosj:-HC"sm*. 

•^  I  —  /i* 

Or,  pour  »  =  1 , 1  expression —~^ —  prend  la  forme 

indéterminée  ^,  et  a  pour  vraie  valeur -^donc  l'inté- 
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grale  générale  de  réqaalîon  Dly  +j  =  coso:  est 

xsïnx       ^,  -,.  . 

r  = h  C'cosar  -h  C"sin;t. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  employant  Tartifice 
de  d^Alembert.  En  effet,  si  Ton  pose  /i  =  i  +  c,  l'inté- 
grale générale  de  Féquation  Di^+ J= cos  nx  deviendra 


I 

i 

cosfx  -h  tx)       ^,  ^,,    . 

/  = — i-7-r — r  -H  C'cos^  4-  C"  sin  X  ;        '  | 


or 

cos(x  +  ia?) cosxcosid;  —  sinxsinix 

—  i(a-hi;   ■"■  — i(2-+-i)  ' 

et  Ton  trouvera ,  en  développant  coseo:,  sinex,  et  posant 

/  =:cosx(C'  -H Ai)  4-  sinx^CH h  Bi  j, 

A  et  B  étant  deux  coefficients  qui  ne  deviendront  pas  in  - 
finis  quand  on  fera  e  =  o,  /z  =  i  ;  on  aura  donc  définit! 
vement 

xsinx        ^,  ^„  . 

comme  nous  Pavons  déjà  vu. 


63o  C4LCVL    INTÉGRAL. 


TRENTE-HUITIEME  LEÇON. 


Intégration  de  quelques  équations  linéaires,  de  Tordre  n,  k  coefficients 
variables. 


249.  Considérons  d'abord  Téquation 


=  G. 


■    (a  -4-  bxY 
Si  Ton  fait 

il  vient 

/•(/•—   i)  (r— a).  .  .(r— /!-+-  i) 
H-  A,  r{r  —  i)...(r  —  /i  +  2)  -h. ..-h  A„-.^r  -f-  A«=  f  (r)  =  o; 

et  Ton  en  conclut  que  Texpression  jr  =  (a  +  bxy  véri- 
fiera Téquation  proposée,  si  Ton  donne  pour  valeur  à  r 
Tune  quelconque  des  n  racines  Ti,  r„ . . . ,  r„  de  Féquation 
auxiliaire  f  (r)  =  o.  Les  n  quantités 

{a  -h  àxY' ,     (a  H-  *a:)''«, ....      (a  -i-  bx^^ 

seront  donc  autant  d'intégrales  particulières  de  Téqua- 
tion  donnée,  et  l'intégrale  générale  sera 

Par  une  méthode  tout  à  fait  semblable  à  celle  que  nous 
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avons  suivie  dans  la  trente-sixième  Leçon,  on  passera  fa- 
cilement de  cette  intégrale  à  celle  de  l'équation 

Si  quelques-unes  des  racines  Tj,  /•,, .  . . ,  r„  étaient  égales 
entre  elles,  ou  imaginaires,  on  aurait  recours  à  des  mé- 
thodes de   transfoi*mation   absolument  identiques  avec 
celles  que  nous  avons  employées  dans  le  cas  de  Téqua 
tion  linéaire  à  coefficients  constants. 

Prenons  pour  exemple  Téquation  difTérentielle 

Téquation  auxiliaire  est 

r{r  —1)4-  A.r  H-  A,  =  o; 

en  appelant  Tj  et  r,  ses  deux  racines  supposées  inégales , 
rintégrale  cherchée  sera 

Pour  reconnaître  ce  qui  arrive  dans  le  cas  des  racines 
égales,  mettons  rintégrale  trouvée  sous  la  forme 

7  =  C,(p{r,)  -hC,(p(r,), 

et  faisons 

r,  —  r,  -h  e  ; 
ou  aura 

jr  =  (C.  H-  O^r,)  4-  C,c^'(r.  4-0t)  =  C'^(r,)-I-  Cy{n  +  Ô.)  ; 
en  passant  à  la  limite  et  remarquant  que 

on  verra  que  quand  les  racines  sont  égales ,  Tinlégralc 


632  CAI-CUL    II«TÉGRAL. 

devient 

on  verrait  de  même  que  si  trois  racines  r,,  t\^  r,  sont 
égales ,  Tintégrale  générale  est 

j  =  (fl  4-  bxY^\C'  4-  C'\{a  -H  bx)  -h  C'\[a  -h  bxY] 

H-  Q  (û  H-  ^xf*  -h . .  . 

250.  Comme  seconde  application,  considérons  Téqua- 
tion 

Dij  -f-  X,D,j  +  X,r  =  X. 

Nous  avons  vu  quMl  suffira  de  connaître  ime  intégrale 
particulière  de  Téquation  sans  second  membre 

Diz  4-  X,D,  z  4-  X,2  =  o 

pour  ramener  au  premier  ordre  Téquation  avec  second 
membre.  Soit  z^  cette  intégrale ,  et  posons  y  =  az^  \  en. 
différentiant  il  viendra 

Di^  =MDiz,  4-  2D,a,D,a-hZiDij«. 

Substituant  dans  Téquation  proposée  et  réduisant,  on 
trouvera 

(aDxZx  4-  X,a,)  H^i  4-  aiDji*  =  X  ; 

et  en  faisant  H^u  =  j^, 

z,D,  i'  4-  (aDxZi  4-  X,«,)  c  =  X. 

On  tirera  de  cette  dernière  équation  la  valeui*  de  %^y  et 
Ton  en  conclura 

u=zC-hfifdxy     X  z=zz,{C -hfi^dx). 

Exemple  : 

Bly-hX^jr  =X; 

l'équation  en  z  sera 

Dîz4-X,2=o^ 
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réquation  en  v  deviendra 

3,  D^p  -h  2vDxZi  =  X,     ou     Sjdv  -f-  2J><fe,  =  \dx; 
multipliant  par  z,,  et  intégrant,  ou  aura 


Cj-^fXZrdx 


(IXy 


X  =C,«,-*-a,  / *^^ — dx. 

L'intégrale  générale  de  Téquation  en  z  sera 

dx 


z  =  CiZi  -h  C,z, 


r^  dx 


Comme  nous  Pavons  vu  encore  pour  abaisser  le  degré  de 
Féquation  sans  second  membre ,  il  n'est  pas  nécessaire 
de  connaître  une  valeur  particulière  de  z  ;  mais  la  nou- 
velle équation  différentielle  du  premier  ordre  ne  sera 
plus  linéaire  comme  la  précédente  :  il  suiBt  pour  cela  de 

faire  z  =  ci xj    ,  d'oii 

DgZ  =  te^Xf;        =  tZj 
J>lz  =  tiy^z  ■+■  «D,/  =  (Dx/  -+-/")« 

Substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  différentielle  pro- 
posée, z  sera  facteur  commun,  et  il  restera  une  équation 
diflerentielle  en  t  du  premier  ordre,  mais  qui  ne  sera  pas 
linéaire,  puisqu'elle  renfermera  des  puissances  de  t. 

Exemple  : 

Dîz4-X,«  =  o; 

l'équation  en  t  sera 
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Puisque  Dj,z  =i  z  =  tz^  on  aura 


z 
t=  — ^ 
z 


et  il  semble  que  la  valeur  de  t  renfermera  deux  constantes 
ainsi  que  la  valeur  de  z^  ce  qui  ne  peut  être,  puisque  l'é- 
quation en  t  est  du  premier  ordre  ;  mais  les  deux  con- 
stantes de  la  valeur  de  t  se  réduiront  en  réalité  i  une 
seule.  En  effet ,  la  valeur  de  z  est  donnée  par  Téquation 

— ' 

ou 

enfaisant  -ç,^  z,  /     -y,  et  Ton  aura,  par  conséquent , 

251  •  Faisons  X,  =  —  ox^,  a  étant  un  coefficient  con* 
stant,  et  cherchons  Tintégrale  de  Téquation 

Diz  —  aaf^  =  G. 

L'équation  en  t  deviendra 

D, r  -I-  r*  =  aMfy     ou     dt -\-  t*dx  =  etjc^dx. 

C'est  Téquation  de  Riccati,  que  Ton  saura  intégrer,  pai^ 
conséquent,  si  Ton  sait  intégrer  Téquation 

DJz  —  ax^z  =  o. 

Pour  y  parvenir,  posons 

zz=.    f  c'"\{n)du, 
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et  voyons  si  nous  pourrons  déterminer  le  nombre  a  et  la 
fonction  a)(tt),  de  manière  à  satisfaire  à  Téquation  en  z\ 
on  a 

«/  o 

en  substituant  dans  Féquation  Diz  —  ox^z  =  o  ,  et  ex- 
primant qu^elle  est  satisfaite,  on  trouvera  d'abord  que 
a  —  a  doit  être  égal  à  m,  ou  a  =  m +  2,  etqueç(/i) 
sera  déterminé  par  Téquation 

Or,  on  peut  choisir  ^(u)  de  manière  que  l'intégrale 
qui  précède,  prise  entre  des  limites  quelconques,  soit 

égale  à  j(»(u)c^**"5  car,  en  différentiant  les  deux  mem^ 
bres  de  l'équation 

/  [«»x*«*  —  »  («  —  I  )  «  —  a'\ip{u)  ff~'*«  rfa=  >K«)i?-'''" , 

on  trouve 

[«*a?'tf*  —  tf  («  —  i)  «  —  a]^(a)  =  — x*4(a)  H-  ij.'  (a), 

et  cette  dernière  équation  sera  satisfaite,  quel  que  soit  a , 
si  Ton  a 

4(tf)  =  —  «««V  (w)>     +'(«)  =  —  [«  («  —  I  ) «  H-  «] <P  (tt) , 

Ttt  = ^-  -7"«'    ^^W  = 1"  — rr  "^  •^^ 


»— I  rt 


^[u)  =  Cu  *  e     «*"4 
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on  a  donc 

et  Tintégrale  définie  prise  entre  les  deux  limites  o  et  oo 
s'évanouira  nécessairement,  puisque  le  second  membre 
s'évanouit  aux  deux  limites.  DCailleurs,  des  équations 


on  tire 

ta  1  a 

^(«)  =  ~  -  «"  '  «*~  ^  =  C'a  '  '  'e~  «'"  , 

et,  en  substituant  pour  (f(u)  sa  valeur,  on  trouvera  défi- 
nitivement que  l'expression 


=^r" 


I  -  -  — x*a î- 


vérifie ,  lorsque  a  =  m  +  2,  Féquation  proposée 

t 
Si,  après  avoir  fait,  pour  abréger,  —  =  &*,  on  change  u' 

en  u,  on  trouvera  que  la  valeur  de  z  prend  la  forme  plus 
simple 

zz=  C^j    e    u*  du. 

Enfin,  si  dans  cette  dernière  expression  on  change  u  en 
7 ,  ce  qui  ne  change  pas  encore  les  limites ,  on  aura    ' 

Cu    pCO^W---— 


Cu    /^^  -«" 
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252.  Il  est  facile  de  prouver ,  à  priori ,  que  cette  va- 
leur de  z  vérifie  réellement  l'équation  proposée.  Suppo- 
sons en  efiet  qu'on  fasse  d'abord 


a-* 


I 
OU  bien ,  en  changeant  u  en  li*, 


X* 


et  mettons  en  évidence  quelques  propriétés  de  la  fonction 
f{x)>  En  difiérentiant,  par  rapport  à  x^  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  précédente,  on  trouve 


..oc   — a  —  u 


et,  en  multipliant  parx, 

I  X* 

Intégrons  maintenant  par  parties ,  en  remarquant,  i^  que 
si  l'on  fait 


X  e         —  =  fin . 
on  aura 

2®  qu*en  posant  de  plus 

f 

on  aura 


*/'W  =  — /    pdq—^pq^    f     qdpzn    i     qdp, 
«/  O  t/  o  J  o 
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I  .  X* 

car  pq  =  u*e         "  s'évanouit  pour  a  =  o  et  m  =  oo. 
On  a  d'ailleurs 

I  I 

,   — I 

dp  z=  -u*      e-^du  —  u^e^'^du^ 


*«  1 


qdp  =  -  W*       e  "du  —  «*  i?  "  <///, 

et,  par  suite, 

fqdp^xf'{x):=:f{x)-^    Cu^e     "      ""//«. 

En  différentiant de  nouveau  par  rapporta  x,  on  aura 


y»00      -—I      —  U- 


J  o 
y(j?)  satisfait  donc  à  Téquation 

qui  ressemble  déjà  beaucoup  à  Téquation  différentiello 
proposée ,  mais  qui  est  moins  générale  parce  qu'elle  sup- 
pose que  Ton  a  a  =i  a^  z=  (rn  '■\'  %y ,  Pour  lui  donner 
toute  la  généralité  qu'elle  doit  avoir,  faisons 

d'où 

Di«  =  /^'^r{kx). 


et,  en  posant  k    ==  -^9 


Dlz=2  ax'^^'^z  =:ax^z. 
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n  est  donc  bien  certain  que  la  valeur 


zCf(kx)=z  C  Ç  e  '^  dii  =  cC i 


vérifie  Téquation  différentielle  Dîz  =  ax*— ^z. 

Exemple.  Soit  a  =  a ,  Téquation  différentielle  se  réduit 
à  Di  J5=  az,  et  Ton  a 


z   = 

-r-" 

or 

r 

r-# 

=iA--, 

et 

par  conséquent 

/:•" 

■-ë= 

iv/»^-' 

donc  la  valeur  ^, =Ci  V^^  cr-*  ^^  est  luie  intégrale  par- 
ticulière de  Téquation  Dlz=:az.  Mais  nous  avons  vu  que 
son  intégrale  générale  était 

J  z\  ^y/l  J 

donc  enfin,  l'intégrale  générale  de  l'équation  D^  s  =  az 
sera  définitivement 

253.  Coiisidérons  maintenant  Téquation  différentielle 


une  intégrale  particulière  de  cette  nouvelle  équation  sera 
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évidemmeut 

./o 

^/tf . 


En  changeant  «  en  x  w  —  u,  ce  qui  ne  change  rîen  aux 
limites,  et  réduisant,  on  trouvera 

Zi  =  Cr   I       er  ««a«    du. 

Donc  si  (p  (a:)  est  l'intégrale  particulière   de  réquation 

différentielle  D^z  =  ax*"^^  z,  z  =x(f(  -  )  sera  l'intégrale 

particulière  de  l'équation  que  l'on  déduit  de  la  précédente 
en  changeant  a  en  — a.  11  en  sera  de  mémo  de  l'intégrale 
générale,  car  si  (f(x)  représente  l'intégrale  générale  de 
l'équation 

on  aura 

et  par  suite 

or,  si  Ton  différentie  deux  fois  l'expression  z  z=x(fl-U 
on  trouvera 

■>-='(i)-i*'(i>  ■>''=i'"(i)^ 

et  en  substituant  pour  ?"(-)>  ?  (  --  )  lc,u**s  valeurs 
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donc  réellement  si  (f  (i)  véritié  Fcquation  D^z  =  ax^'^z , 
X(p  ii\  vérifiera  l'équation  Dl  z  =  ûx"*^^  (jue  Ton  déduit 

de  la  première  en  changeant  a  en  — a. 

Exemple^  Nous  avons  vu  que  lorsque  a  éuit  positif  et 
égal  à  2,  l'équation  différentielle  se  réduisait  àDiz=:az, 
et  avait  pour  intégrale  générale 

Donc  si  Ton  change  a  en  —  a  ,  c'est-à-dire  si  Ton  fai  t 
a=—2,réquation  différentielle,  qui  devient  Diz=ax'^z , 
aura  pour  intégrale  générale 

Dans  tous  les  cas,  quand  on  connaîtra  l'intégrale  générale 
correspondante  à  une  certainjp  valeur  positive  de  a,  on  en 
déduira  immédiatement  l'intégrale  correspondante  à  cette 
même  valeur  prise  négativement. 

254.  On  peut,  dans  un  certain  cas  particulier,  obte- 
nir en  termes  finis  l'intégrale  générale  de  l'équation 
niz=z  ax*"'^  z ,  c'est  lorsque  -  =  7i  +  -  , 


2  2//  -f-  r 


/j  étant  un  nombre  entier  5  alors,  en  effet,  Tinlégralc 
trouvée 

/•'        "        s  « 
t  =  C   \      c  «'"    du 

deviendra,  si  l'on  y  change  successivement,  i*^  ;/  en  //  *  , 

I 

a^uenatt;  et  si  Ton  fait  —  =  5,    C — =  C, 

I                             s 
/ii 1    — eu 

z   =  C         II'       e  %lu. 

Supposons  un  instant  que  a  soit  égal  à    2,  Téquation 
différentielle  devient  alors  Dl  z  =  az  ^   et  a  pour  inlr. 
T.  u.  4* 
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grale,  comme  nous  avons  vu,  . 
ou,  en  faisant  x^  =4^, 

t/  o 

comme  la  valeur  précédente  de  z  n'est  qu'une  transfor- 
mation de  celle-ci ,  on  aura  nécessairement,  en  remplaçant 

«et  Cpar  leurs  valeur  5,  2, , 


-i  .    ""     w  ^..  _  y^  ^-aV/âv^; 


a     t    e  ^  du  =.  — —   e 


et  en  différentiant  n  fois  par  rapport  à  a ,  on  trouvera 

J^*«'^'"^~""""«  du  =  (- ,)«  i/;;D:fa-'^-'^^V 

or,  on  calculera  sans  peine  dans  tous  les  cas,  la  valeur 
de  cette  dérivée  de  Fordre  n  que  l'on  peut  mettre  sous 
la  forme  /  (or,  \/a)  et  qui  à  une  constante  C^  près,  sera 
une  intégrale  particulière  ^1  de  l'équation  Di^=ax*~"^  z 
dans  le  cas  où  -  =  n  +  ^.  Il  est  facile  de  voir  que  cette 
même  équation  sera  satisfaite  encore  par  l'expression 
z^  =  /(x,  —  Ka),  car  la  valeur  de  l'intégrale 


>Q0 


—  au  ■ 


//«"■^'— .  "du 

reste  évidemment  la  même  quand  on  change  l/a  en — V^î 
l'intégrale  générale  de  l'équation  Diz=:aa:"""*,  dans  le 
cas  où  -  =  ;»  +  j,  sera  donc 

z  =  C.f{x,  V^)  +  C,f{x,  —  Va), 
et  s'exprime  par  conséquent  en  termes  finis. 
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3S5.  Proposons-nous  d'intégrer  l'équation 

D^jp  — x/=o, 

et  pour  y  parvenir,  considérons  d'abord  l'équation  plus 

générale  D^  y  — a:jr=  Ci,  dans  laquelle  Ct  désigne  une 

constante  arbitraire  :  faisons  y  =  fè"  Z  rfz,  Z  étant  une 
fonction  arbitraire  de  la  nouvelle  variable  indépendante 
z^  et  l'intégrale  devant  être  prise  entre  des  limites  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  On  aura 

et  en  substituant  dans  l'équation  T^^y  —  JJK  =  C«  ' 

fe''  Zz'  dz  —  /(^xZ  dz  =  C,. 
En  intégrant  par  parties,  on  a 

fe^  xi  dz^e^'Z  --Je"  dZ , 

et  par  conséquent 

fe«  (Zs-  rfz  4-  </Z  )  —  e«  Z  =  C. . 

La  fonction  Z  et  les  limites  de  l'intégrale  étant  complète- 
ment arbitraires ,  nous  pouvons  en  disposer  de  telle  sorte 
que  la  partie  affectée  du  signe  intégral  s'évanouissant ,  la 
différence  entre  les  deux  valeurs  aux  limites  de  la  partie 
intégrée  e*^  soit  égale  à  — Ct .  La  première  condition  four- 

d7 

nît  immédiatement  l'équation  diflFérentielle  — = —  ^"  dz^ 
d'où  l'on  tire 

Z  =  C<?    "-^S    e«Z=:0"""*-' ««; 

et  la  seconde  sera  satisfaite  si ,  en  prenant  pour  limites 
2  =  o,  J5  =  00  5  oh  fait  C  =  Ci ,  on  aura  donc 


■-■/: 


00     — - 


4i  •  < 
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Cette  valeur  dej^ne  sera  cependant  qu'une  intégrale 
particulière ^i  de  Tëquation  proposée.  Pour  en  obtenir 
une  seconde ,  il  suffit  de  remarquer  que  puisque  la  quan- 
tité Z  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  z  par  cl^z  ^ 
«t  étant  une  des  racines  de  l'équation  «**+*  —  i  =  o,  et 
qu'il  en  est  de  même  des  deux  limites  de  Tîntégration,  on 
aura  une  seconde  intégrale  particulière  en  prenant  pour 

jr  l'expression  Ct»!  /  e  ""^^  e*»**  dz.  D'ailleurs  la  dif- 
férence de  ces  deux  intégrales  particulières  fournît  néces- 
sairement une   intégrale  particulière  y  y   de   F  équation 

D^^  —  xy  =r  05  on  aura  donc 


J  O 


.00 


Cl  désignant  une  constante  quelconque. 

Les  n  —  I  autres  intégrales  particulières  s'obtiendront 
évidemment  en  employant  les  w  —  i  autres  racines  ««, 
«s,*  «M  «n'de  l'équation  «'*+*  —  1  =  o;  et  par  consé- 
quent l'intégrale  générale  de  l'équalîon  proposée  sera , 
en  faisant  Ci  H-  Ct  -f-  Cs  H- . . .  +  C„  =  c, 

v«i  ^^  ■""  Ciy       Li2  ^^^  ^a>  •  •  •>       ^«  ^—  —"  ^ny 

En  différentiant  n  fois  de  suite,  par  rapport  à  x,  cette  va- 
leur de  y^  on  verra  sans  peine  que  dans  l'hypothèse  de 
z  =  o,  le  coefficient  différentiel  D^y  se  réduira  à  la 
somme  c  +  Cx  -f-  c j  + . . .  +  c,„  et  l'on  en  conclura  que 
l'intégrale  complète  de  l'équation  D^y  —  ^  =  Ci,  s'ex- 
primera par  la  même  valeur  de  j,  pourvu  que  les  n  +  i 
constantes  soient  assujetties  à  la  condition 


TKENTE-HtJITIEME    LEÇON.  645 

256.  Considérons  en  second  lieu  Tintégrale 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

en  posant  a6  =  c*.   Prenons  pour   variable    indépen- 
dante la  variable  z ,  déterminée  par  Téquation 


dz  =  x^dx , 


on  aura 


en  faisant 


et,  par  suite 


W  -f-  2  /Il        ' 


n 

w  =  -   -4-1 

2 


Dir  =  {/«  —  i)j:«-»D,j  -h  ^«('"-OD.V, 

si  Ion  substitue  ces  valeurs  danis  la  proposée ,  elle  devien- 
dra 

^*         w  — 11^ 

m      z 

Pour  intégrer  celle  dernière  équation ,  faisons 

on  aura  successivement 

zy  =  fe-**Tzdt  =  —  c^'*T  -f.  fe-'^dïy 

zDîx  ^fer'*Tt*zdt=z^  c'^TO  ^fer^d.Tr  ; 
substituant  ces  valeurs  dans  Féquation 
^,  'w  — ï    I  -. 
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mise  sous  la  forme 

m 
il  viendra 

c-"T{c"  —  ^»)  ^fr-^'fd.Tr  ^c'dT  —  ^^'  Ttdt\  =  o. 

En  égalant  à  zéro  la  partie  soumise  au  signe  intégral ,  on 
aura,  pour  déterminer  T,  Téquation  différentielle 

^  '  m 

d'où  Ton  tire 


T  /7î       r»— r* 

et,  en  intégrant , 

m-hi 

T  =  (c»  — f»)""^^* 

Il  reste  à  déterminer  les  limites  par  la  condition  que  la 
^f^fy^WQf^  ent^  l#s  deux  valeurs  extrêmes  de  Texpressioii 

m—  I 

e-'*T(c*  —  «•)  =  e-''(c*  —  f*)  ^    soit  égale  à  zéro  5 

or,  tant  que  l'exposant sera  positif,  cette  condition 

sera  satisfaite,  si  Ton  prend,  pour  valeur  extrême  de  t^ 
f  =  o,  r  =  ex,  et,  par  conséquent ,  ime  des  intégrales 
particulières  de  Téquation  donnée  sera 

00  wi^i 

.  '  O 
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Mais  la  condition  aux  limites  serait  encore  satis&ite  si 
1  on  prenait  pour  valeurs  extrêmes  f  =  —  c,  f  =  -|-c; 
on  arrive  ainsi,  en  changeant  tour  à  tour  t  en  cf ,  t  en — et, 
à  deux  nouvelles  valeurs  de^  : 

d^où  Ton  déduirait  facilement 

yzrzCJ  '(é^''  -h  /r-«")  (  I  —  f  0     "^^^^ 

Pour  obtenir  une  seconde  valeur  particulière  y  faisons 
y  =  zy^ ,  Téquation  proposée  deviendra 

oa 

n 

si  Ton  prend  pour  variable  indépendante  dz  =  x^x . 
En  comparant  la  dernière  équation  à  celle  que  nous 
avons  obtenue  plus  haut 

m      z 


ou 


_,  I  — m  i  _ 


on  arrivera  à  cette  conclusion  importante ,  que ,  si  Téqua- 
tion  proposée  est  vérifiée  par  une  certaine  valeur  j^  =  J^ii 
elle  le  sera  encore  par  le  produit  j^j,  pourvu  que  dans  la 
valeur  de  y i  on  change  m  en  —  m  ^  la  somme  des  deux 
intégrales  particulières,  obtenues  comme  nous  venons  de 
le  dire,  sera  l'intégrale  générale  cherchée. 
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M.  Lobatlo,  à  qui  nous  a?on«  emprunté  ces  tranBforihatioBB ,  ajoute, 
cai  terminant  sa  Note,  que  les  valeurs  de  x  précédemment  trouvées  pour 
les  intégrales  complètes  des  deux  équations 

conduisent  immédiatement  aux  intégrales  complètes  des  équaUoii» 
aux  dérivées  partielles  DJjr  =  jrD;^^,     B^jr  =  x^  D«r. 

257.  Pour  rendre  plus  sensibles  encore  les  théories  que  nous  avons  ex- 
posées ,  pour  familiariser  avec  les  artifices  de  calcul  par  lesquels  on  est 
forcé  de  suppléer  sans  cesse  h  l'Imperfection  des  théories  générales,  pour 
mieux  faire  connaître  TéUt  actuel  de  la  science ,  nous  avons  cru  néces- 
saire de  passer  eu  revue  rapidement  les  diverses  classes  d^«quations  que 
les  géomètres  sont  parvenus  à  intégrer  directement  ou  à  Taide  de  procé- 
dés plus  ou  moins  détournés.  Les  équations 

Dj,y  —  ay  =  o,    Vj^y  —  «&x»  =  o, 

si  élégamment  intégrées  par  M.  Lobatto ,  sont  déjà  deux  exemples  remar- 
quables de  ce  qu^OD  peut  obtenir  &  Paide  de  transformations  habilement 
devinées. 

I.  Équations  dans  lesquelles  une  dérivée  d^ordre  quelconque  est  expri- 
mée en  fonction  de  la  dérivée  qui  la  précède  d'un  ou  de  deux  rangs. 

Posons 

<(y  =  pdr,     dp  =  qdx ,     éUj  =  rdx,, . . , 

puiJ  désignons  vespeetiTement  par  Y,  P,  Q,  R,.,.  des  fondions  d© 
^i  Pi  ff  r, . . . ,  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

ï=/(7),    P  =  fW,    Q  =  y(y),.... 

ot  proposons-nous  désintégrer  les  éqnations 

p=Y=f{:r)y      ^  =  P  =  f(A?),      r=:0=:y{7),.... 

Comme  on  a  ;?  =  t-  ,  la  première  de.  ces  équations  devient 


et  donne  immédiatement 


rdr 


A  cause  de  9  =  ^ ,  la  seconde  donne 
'        dx 

La  troisième  équation   '^  =Q,  quand  on  y  substitiio  pour  r  s»  valeur 


r  =  -£,  donne 
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4.  =  ^,     ,^=.^  =  ^, 


-Q'     1"="f  =  -^' 

On  uronrera  de  même  que  les  équations  «  =  B,  (  =  S,  donnoronl 

/dr  Cdr  Cdr  rrâr 

CorolUire.  Si  dans  les  équations 

on  suppose  x  a=:  P,  on  aura 

ce  qui  devait  être.  Si ,  au  contraire,  on  fait  or  s  Q,  on  aura 
dx  z=  dQf     qdx  ^=.  dp  :=■  <fdQ, 

ou  y  eo  transformant, 

Si  Ton  faisait  «  s=  R,  x  =  S  i  on  trouverait  de  même 

Qr  =  RV  -  3RVRrfr  -♦-  3R/R«<«r  — /R«d» . . .  etc. , 
^y  =  S**  -  4S«/Sdf  -f-  6S«/S«di  -  4S/.S"i5  -h/SVi. . . . 

En  conservant  les  mêmes  notations  que  ci-dessus,  clicrchons  les  inié- 
Ijrales  des  équations 

7  =  y,     i=P,     ,  =  Q,     <  =  R,...: 
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pour  la  promi&re  équation  f  =  Y ,  comme  on  a 

dp 


Pour  la  seconde  /•  =  F,  à  caase  de  r  =:  I^^,  on  aura 

dp 

^d^  =  vdp,  ^^v/rf^=^±^^, 

d'où 

pàp 


Pour  la  troisième,  la  quatrième,  etc.,  procédant  de  la  même  manière,  on 
trouvera 

7<^ 


J    U^a/R^r  •/  i/^J  HdrJ  V/a/RiirJ   W^a/Rdr 

la  loi  est  évidente. 

Les  équations  qui  précèdent  sont  toutes  comprises  dans  les  deux  for- 
mules 


PI— 1     ,^« 


F(0:   .r,  D>)=o,    F(D,   ^,U.j')=o, 
qu^on  peut  intégrer  comme  il  suit  :  en  posant  tour  à  tour 

ces  deux  équations  deviendront 
et  Ton  en  tirera 
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Si  Ton  peut  résoudre,  par  rapport  \  z,  Téquation  x  =  «(s),  on  cod- 
naîtra  D,  jr,  eX,  par  une  suite  de  quadratures,  oh  arrivera  à  la  valeur 
de  y.  Si  Ton  ne  peut  pas  la  résoudre,  on  obtiendra  y  de  la  manière  sui- 
vante :  Péquation  D,    r  =  s  donne 

I>""V  =/  sdx  =.ftf{z)dz  -h  C; 

intégrant  toujours  par  rapport  à  x,  et  remplaçant  dlrpar/(«)  dis  dans  le 
•eeond  membre ,  on  parviendra,  par  une  suite  de  quadratures,  à  une  va- 
leur de  la  former  =  f  (s)»  et  il  suflira  d^éliminer  «  entre  les  deux  équa- 
tions X  =  ç  (s),  y  =  f  (s),  pour  trouver  Tiotégrale  générale  de  Téquation 
donnée,  avecn  constantes  arbitraires. 
De  même,  si  Ton  peut  résoudre,  par  rapport  à  «,  Téquation  x  =  x  W> 

n 

on  counaltra  D^r.,  X,  et,  par  suite,  r  à  Taide  de  n  —  a  quadratures  qui 

introduiront  n  —  3  nouvelles  constantes  arbitraires.  Sinon,  on  obtiendra 

y  en  fonction  de  s,  eki  Intégrant  n  —  a  fois  Téquation  D._,  y  =  »f  «près 

avoir  multiplié  à  chaque  fois  le  premier  membre  par  dx,  et  le  second 
pir/(s)i£s  qui  est  égal  à  «i!x. 
Plus  généralement  encore,  si  Ton  a 

F(x,D>,d:*>,...,  D>)  =  o, 

Kl 

OQ  abaissera  de  m  unités  Tordre  de  cette  équation ,  en  posant  D^  r  =  «9 
et,  si  Ton  peut  intégrer  Péquation 

F(x,  s,  D,s,...,  Dr'"*)=o» 

puis  résoudre  par  rapport  à  x  ou  à  «,  on  obtiendra  Tcquation  en  x  et  en 
r  par  les  mêmes  moyens  que  dans  les  cas  précédent». 
Si  Téquatlon  éUit 

FCj',!),^,  D>,.   .,D>), 

on  pourrait,  par  le  changement  de  variable  indépendante,  la  ramènera 
la  forme 

Fiy,.D^,  D^*,...,D"x)  =  ô, 

«it  rabaisser  en  posant 

DyX  =  p. 


632  CALCUL    INTÉGRAL. 

Exemples  choisis  parmi  les  équations  que  l'on  rencontre  le  plus 
souvent  dans  les  applications  du  calcul  intégral. 
,o  d^r      àr  p 

dp 

^=C.^— 4=^,     (x-C,;*-h(r-C.)»=n«. 
Ao  dsdy  _     de 


<  =:  X/dx"^  +  4r  '  est  pris  poar  variable  indépendante.  On  a 


d«i  =  o  =  rf«xV/rT?H-     ^^^     . 
doù  '  ^^-^^^^^^ 

et  y  en  substituant  dans  la  proposée, 

p<tr(i-f-f>*)?        g  ad^  _  g/» 

Par  suite,  en  faisant  yc  =  - , 


Ar  = 


u 
am^da  adu  adu 


(«*  +  i)  ï         !/a»  -4- i         («  *  -h  l)V 

V/f-4-u* 

OU 

Ko  dsdr  dy 

/is  étant  encore  la  variable  indépendante  :  on  aura 

dr(i -+./,«)* 

.                    adp                                                  apdp 
<"  —  —  — 1  arc  lanç/ï ,     /<>  = ,  arc  tang/'  ; 
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et,  comme  la  différentielle  de  arc  tanir/r  est — —.  on  aura 

op  /•      ujp 

*  =  — --7==-arc  lAùsp-ha  \ -J-J-— 


y  = 


arc  tanç  p  —a  I  — -^ — - , 

'  —^i—       ■  ■ ::arctangp, 

•^  —^t—  "  y       ,         H arc  tang/f. 

fio  .'''^   '''^         4/         ^  .  > 

df  =C,  -h  ai/'t  -4-  7% 

réliminalion  de  7  entre  ces  deux  équations  donnera  riniégralc  cherchée. 
,0  ^d*r      d'y  dr 

1  * 

dx*      ydx'*       ^^^        " 


10®. 


■  cos  , 


dx^      "    «^"'fr 

rfi  =  V^iix»  -h  <(;-»  est  constant,-  par  conséquent, 

dsd's  =.  d.rd^a:-i~tiydh  _  n,     dU  -^  ~  ^^; 
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(a*p*  -hx*)d/f  =  npxdr, 

équation  homogène  du  quatrième  degré,  par  rapport  à  x  et  à  /».  Faisons 
X  =zpUf  il  viendra 

n  ^ n 


Si  II  =  i,  on  trouvera 

x^ap\J^\^,    jr^ap'\.l\^^-aj^  pdpya}^- 

ou  

«|^«  «ir  jl+^a:*<^  =.  npx  \/dx*  -+-  a**^», 


ap^  -^  qx*  ■=  npx  \/ 1  -4-  a*<7*  > 
équation  homogène  par  rapport  à  /?  et  à  x.  En  posant  ^  =  2x,  on  aura 


df^  _     __  «g*  -4-  wg  K  I  —  w'fl'g*  -h  aV 
dx         dz         ds  lî^a^l^  —  i 


_  dt  I  -h  g<  -^  n'a'g*  —  w  V/^l  —  w*«f*g*  -4-  ff^g^ 
"^  T  n'—  I  —  ans  -h  (n'  —  i)rt"£*  ' 

on  obtiendra  ;»  et  7  à  l'aide  des  équations 

p  ■=.  tx^    y  =.fpdx  zzzjsxdx. 

Supposons  qu'on  ait  n*  =  2,    w  =  t/â,  on  trouvera 

X   ~~  z  i  —  az  ^ 

lx  =  (i-l/'â)l5-(3  -2l/'i)l(i  -r»)-4-C,, 
l/â  -  I  ,  ,3-2  t/â       .. 


dlr'rfr  -  xds'^db  =  adxds  l/rf'x«  -h  d'j  '  ; 


</j  =  i/dx^  -f-  rf^  •  est  considéré  comme  consinnt  :  on  aura 

rf'5  =  0,      rf^x   zru--^^^,       ^''J=TZ^,^      p-xq^aq; 
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en  différentiant,  on  a 

—  xdtf  =  aJy,     d'où     dif  =  o, 

j  est  encore  pria  pour  variable  indépendante  :  on  arrivera  à  IVquation 

p  —ifX=:  ■ 

iliflerentîant^  on  trouvera 

—  jr<2y  = 


d'où 

OU 

—  b 


t/(l-+-a»9«y 


«  nt\^ 


P  =  ^  -^  TT^Ï^—.'    ^  =ff^^-  =  ^  -^  -^.^^^-  "i    C.. 


La  valeur  x  = 7  donnerait 

en  éliminant  9  entre  les  deux  équations,  on  arrivera  à  une  intégrale 
nouvelle  qui  ne  sera  qu^une  intégrale  particulière. 

Cf.       abd'j'  =  dx  yly^dx^^a'dy  ,       abq  =  y/P^ây  ^  "-^^ , 

équation  homogène  par  rapport  à  y  cl  p.  Posons^  =  ^?5  ,  on  aura 

dy  abdz 

J'         abz  —  z*  \Ja'  -H  z* 

.  a'  dz  tdt 

el,rn  faisant  Vn»-{- s' =  £«,    «'  =  71 -,     T=~r«~~r' 

~F~~' hi*~  fit  —  h ~" ~" £ '—  an/  —  I  ' 

T.  H.  4'-' 
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a 

en  posant  -  =  an }  donc 

o 

arfr  V^n*  ■+- 1  __      <//(«  -hV'n*  -ht)       rf/  («  —  y^/i'  -t-  r  ) 
•^  I  —  n  —  ynM-T       «  —  n  -h  V^n*  -t-  i 

On  remontera  de  U  valeur r=/(0  =T  à  celle  de  x,  an  moyen  des  équa^ 
tiona 


.00  (4r'-4-r'cir')*  _  (/>'-Hr')*    .      . 

t(r  (;/»  -h  j'  '  )  '  =  2ii;>V'<0'  -H  nr  '«(r  —  v  Wp  1  équation  homoffène  par 
rapport  à  p  et  à  r*  On  fera  encore  p  =  cr»  et  Ton  aura 

1 
^"r(?  (r'  -h  I  )«  =  an»V  '^  -h  /»r*4r  —  wV  <(r  —  nv'*dsy 

4X  __        _  "«<'» n«rf» 

Dana -le  caa  où  n  =  i,  on  a 

4r' ^dz ^  dz  (i  -h  y/j  -h  1*) 

^~        (,«-H.)(v/?Hn-l)  *(*'-^0 

et  ^ 

j^_  <fg(i  -h  V^r  -+-£*) 

or 

/dz  .         s  /*        ds  I 


Donc 


J  =  (\ = —  =  f'i  I  ï ==  I , 

,,       I  —  V  e*-Hi           ,  i  r 

X  =  (., arc  lanc  ». rr=r  =1  —  -  , 


«  =rx *— ,      X  =  c —  arc  cos ; 
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a—x 


ou  ,  en  faisant  arc  cos :-  =  a, . 

«  ^* 

j- =  a(i  —  cos  ^),       x=  ç  —  y  —  cot  Iç». 

Posons  ;?•  H-  r  '  =  s"  ;  d'où 

et 

*^*         •  > 

/•=— »^,     et  en  faisant  j<'=<,     ^hr=.  _(Ç^-^')^ft_ 

Posons  encore 


I  =  aa"  —  C,  -H  '^a  cos  ^  K  fl-  —  C, , 
il  Tieiicba 

2«"  —  C,  -+-  aa  cos  ©  i^a*  —  c/ 

ldx=^dy ^y ,— ■       . 

Ua'  —  C,  -f-  2a  cos  y  l/^u-  —  C^ 

en  iotétp-ant ,  et  posant 


on  aura 


j.  w  -h  cos  y  aa«  (,  +  f„  eos *^.) 

a*  =  f  —  «&  —  arc  cos s- ,      ^  '  =  — ^^ ~'i 

'       ^  i-Hmcosy  i-hi/i-Tm»   ' 

<>tte  équaiiorw donne 

eofi»=   — ' — , 

m  -f-  cos  *    _  j*  (f  -f-  y/i  —  m' )  ~  aa*(i  -»  n/M 

T -rinces  y  ~         wr  •  (i  -h  t/r=-"^.  ) 

W,  en  faisant 


y.flft  ^  ^ _        a^  ^  l^ 

4a. 


M  ==  — — r- ,  y  i  —  nr  ^  -i j. 
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ax  =  (  —  ©  —  arc  co«      ,   .   ^, ~ i 

=  f  —  y  —  arc  sin  ^ p i . 

intégrant; 


J;,(^^.)=:rfrO^^«),      ^-^  =  ^; 


. îî!^_ 


:-+-  C,,       y^ap-^Ç.^  j/i-j-^'-^ 


ftt 

Si  Ton  faisait  C»  =  o,  on  obtiendrait  l'intégrale  particulière 

X 

y  =  ap^       et      x  =  iil;i-f-C',      r  =  C'ff'*. 


;'  = 


t,  au  contraire,  ti,  =  a,  a  cause  ae  ^  -+-  v  \  -^  fj-  z= 


Si  Ton  faisait,  au  contraire,  C,  =  a,  à  cause  de  ^  -+-  l/^i  -i-  ^»'  =  -   et 


uftr 


,  il  viendrait 


xz=^a\^-^ ^-hC       ou      r'  =  «'H-C'e* 

3/i 


faisons 


il  Tiendra 


if  =^  pe      on      P  j-  =^  P^i        dp=:  tdjr^ 


p* —pxiy  =  npi/^i -ha*t*,      p  —  ^- =  nV^ L -+- ti*^z' j 
différentiant  et  remarquant  que  dp  =■  idy,  on  trouvera 
_  na}sd9 


d^où 

na*s 
de  —  0       ou       y=- 


Lm  première  équation  donne 

Jy 
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la  seconde  équation  donnerait 


^  =  »^  H-  n  V/ 1  -h  a*a*  = 


V/TT 


a^z' 


,  djr  a*dM 

dr=j  =  ^  j-^-^jp,      X  =  -I.  arc  tang  a*-hC, , 

et  parce  que  «  = 


C,  —  X                                   j'                            .     ^                          .    ft  —  X 
=  arc  lang  — —-   =  arc  sm  —  ;    J^  =  na  sm 

S^.  m.  Équations  homogènes. 

Une  équation  difTérentielle  est  homogène  lorsque,  en  considérant  les 
▼ariablea  x^y^  et  leurs  difTérentielIes  d!r,  dj^  d^y,  comme  des  facteurs 
du  premier  degré,  tous  les  termes  de  réqnatlon  sont  du  même  degré. 
Aiqsi ,  par  exemple,  Téquation  x*d*jr  -^  rdx* -^r4y*  ^  o  est  homogène , 
parce  que  tous  les  termes  sont  du  troisième  degré.  Mais  si  dx^dy,d*y 
sont  considérés  comme  des  facteurs  du  premier  degré,  py  qui  est  égal  à* 

T-,  sera  du  degré  o,  y  =7~i  '^''^  ^^  degré  —  i,  etc.;  donc,  si  Ton 
ramène  Téquation  à  ne  plus  coptenlr  que ' >  J",  /'»  y >  •  •  • }  pour  qu^clIe  soit 
homogène ,  il  faudra  qu^en  accordant  respectivement  à  ces  quantités  les 
degrés  i^  o ,  —  i  >  •  •  •  y  tous  les  termes  de  Péquatiou  soient  encore  du 

mémo  degré.  On  en  conclura  que  si  Ton  fait  ^  =  .sx,y=:-,...,  tous  les 

termes  contiendront  ar  à  la  même  puissance.  Cette  variable  disparaîtra 
donc,  et  sa  disparition  est  précisément  le  caractère  distinctif  des  équa- 
tions homogènes.  LUntégration  de  semblables  équations  du  second  ordre 
se  ramène  toujours  à  IMntégration  d^une  équation  du  premier  ordre.  En 

effet,  puisqu^en  posant r  =  «r,  y  =  -,  x  disparaît,  Téquation résultante 
renfermera  les  trois  seules  quantités  s,  (  et  ^,  et  par  conséquent  une  de 
ces  trois  quantités  pourra  toujoun  s^exprimer  au  moyen  des  deux  autres. 
Mais,  des  deux  équations  dy  =  pdx^  zdx  +  xdz  =  dy,  on  tire 

ébc         ds 

zdx  -f-  xdz  =  pdx , 


p  —  z 


dpz^ifdr=  -  dr\ 

d'où 

dz       dp 

X  ""  r  * 

djc 
En  égalant  ces  deux  valeurs  de  — ,  on  aura 


/'  —  5  l 


-^      on       tdz  =  pdp  —  zdp  , 
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:tah  H-  (a'  -h  M)cos  f 


a*  =  ^  —  »  —  nrc  cos  — z r^r = 


(a*  —  i*  )  sifi  flp 

. Ji • 


=  f  —  ^— arcsin^ , 


vydp         adp 


intégrant, 


:=—??=: -h  C.,       y=.ap^CM^^P'. 


et 

X  =  r^^  =  «v -H  c,i  ( ,» -»- v/rT7)  H- c.. 

Si  Ton  faisait  C,  =  o,  on  obtiendrait  Tintégrale  particulière 

T 

y  =  ap,       et      x  =  al/i  -f-  C ' ,      r  =  C'ff**. 

Si  Ton  faisait,  au  contraire,  C,  =  «,  à  cause  de  /?  -+-  l/i  -»-  /^'  =  - 
r'  —  «' 


17  =  : .  il  viendrait 


,==«1-?Lz:JLh-C'      ou      r*=«*H-C'e«. 


,30.     dj* -^yd*y  =zni/di*4y*'^  a}d^y\     p^^^yz=zn  Vp''-\-  «V î 

faisons 

^=;>«       ou       p^^ps,        dp=sdy, 

il  Tiendra 


différentiant  et  remarquant  que  dp  ~  tdjr,  on  trouvera 

no}zdz 
—  ydt  —  , 

d^où 

na*z 
dt  —  0       ou       ^  = 


Lu  première  équation  donne 
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la  seconde  équation  donnerait 


:  itr  H-  n  V/'  I  -h  a*s*  = 


V/'T- 


.         Âr  a'dg 

Y 

el  parce  que  


^'i  —  *              ^                 X                         .    J                       .    A  —  X 
=  arc  tang  ~- =  arc  sm  —  ;    ^=niisin -. 

9^.  m.  Equations  homogènea. 

Une  équation  différentielle  est  homogène  lorsque,  en  considérant  les 
variables  x,jr^  et  leurs  différentielles  d!r,  dj,  d*jr,  comme  des  facteurs 
du  premier  degré,  tous  les  termes  de  Téqnation  sont  du  même  degré. 
Aiqsi,  par  exemple,  Téquation  x^d*jr  -^  xdx^-^-x4)^*  =  o  est  homogène , 
paroe  que  tous  les  termes  sont  du  troisième  degré.  Mais  si  dx,  dy^  d*y 
sont  considérés  comme  des  facteurs  du  premier  degré,  p,  qui  est  égal  à' 

j-,  sera  du  degré  o,  y  =  t— j  sera  du  degré  —  i,  etc.  ;  donc,  si  Ton 
ramène  Péquation  à  ne  plus  cop tenir  que  x,  ^,  /y,  y, ... ,  pour  qu^elIe  soit 
homogène,  il  faudra  qu^en  accordant  respectivement  à  ces  quantités  les 
degrés   t^  o ,  —  i ,  •  • .  >  tous  les  termes  de  Péquation   soient  encore  du 

mémo  degré.  On  en  conclura  que  si  Ton  fait  ^  =  .»:,y  =  -,...,  tous  les 

(ermes  eontiendront  r  à  la  même  puissance.  Cette  variable  disparaîtra 
donc,  et  sa  disparition  est  précisément  le  caractère  distinctif  des  équa- 
lions  homogènes.  LUntégraiion  de  semblables  équations  du  second  ordre 
se  ramène  toujours  à  P intégration  d^une  équation  du  premier  ordre.  En 

effet,  puisqu^en  posant  r  =  «r,  y  =  -,  x  disparait,  féquation résultante 
renfermera  les  trois  seules  quantités  s ,  f  et  fi ,  et  par  conséquent  une  de 
ces  trois  quantités  pourra  toujours  s^exprimer  au  moyen  des  deux  autres. 
Mais,  des  deux  équations  dy  =  pdx^  zdx  +  xdz  =  4r*  on  tire 


zdx 

-h 

xdz  =  pdx .       —  = 

'         X        p^z 

on  a  aussi 

dp  =s:qdx=z  -dx] 

d*oà 

dx       dp 

x    ~     t    ' 

dx 
En  égalant  ces  deux  valeurs  de  — ,  on  aura 

— ^  —  -f-      ou       tdz  =  pdp  —  zdp  , 
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équation^  du  premier  ordre  que  Ton  intégrera  diaprés  les  procédés  con- 
nus ,  au  moins  par  approximation.  Cette  équation  sera  réellement  inté- 
grable  à  Taide  de  simples  quadratures,  i®  si  test  une  fonction  homo- 
gône  de  p  et  de  g,  car  alors  Péquation  sera  homogène  et  du  premier  degré; 
90  si  I  est  une  fonction  quelconque  de  p ,  parce  qu'alors  Féquation  est  du 
premier  ordre,  et  du  premier  degré,  par  rapport  à  g  :  mise  sous  la  forme 


/elle  a  pour  intégrale 


rf//        pdp 

t  t    ' 


rdp  rdp 

J    'z=.    ÇeJ    'P^', 


30  HÎ I  est  fonction  quelconque  de  la  différence  p  —  g;  car,  en  faisan I 
p  —  g  ==  Uy  t  deviendra  fonction  de  u,  et,  à  cause  de  ^  =«  -h  n,  réqip- 
lion  tdg  •=  pdp  —  gdp  deviendra 

tdz  =  udu  +  udty 
d'où 

udu 


,           udu                  (*    udu 
dz  = ,     5=1    


Tintégration  est  ramenée  à  une  simple  quadrature;  4°  si,  en  posant  tou- 
jours ;r  —  £  =  u,  et  désignant  par  P,  Q,  R  des  fonctions  quelconques 

Pm 

de  u,  ou  avait  t  =rii  -t- car  alors  Féquation  devient 

Q»  -»-  i\s"  '  ^ 

Fdg=z  Qgdu-h^g-duy 

et  on  saitTintégrer;   5®  si,  en  désignant  par  M,  N  des  fonctions  quel- 
conques de  ir,  on  a 

£  =u  -^  Mu*  H- Nu*; 

car  Féquation  devient  alors 

Mudg  -t-  Na"  -^dz^  du. 

£n  général ,  comme  l'équation 

tdg  =  pdp  —  gdp 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

udu  =  (/  —  u)dsy 
on  aura 

/  =  Il  -I-  S«, 

si,  en  désignant  par  S  une  fonction  des  deux  variables  n  et  r,  Féqualioit 
du  =  Sdz  est  intégrablo. 
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Exemples  : 

1°.  x*d\r  =  xdx4y  -+-  SirJjr»,     ou     x"^  =  x^  -h  V  î 

faisons 

d'où 

dx rf/» dp  de 


t   '    p~^-'Sg      p  —  s' 


[p  -+-  3«)<ùt  =.  pdp  —  «rf/9,    ^  =  «  -h  l/'4«'  H-  C,, 


x= g^ ^ — .    r  =  C,x«--. 

dx* 


a«.  '*  Ti^  =  \/"mx*dr  *  -h  /ir  "<ix>  ; 


les  mêmes  substiiotions  donneront 


<{«  \/mp*  ■+■  ns*  =z(p  —  £)dpj 

et,  eh  ûiissnt    ;»  =  5J, 

dz  _  (*  —  O''^ 

^        \/ms^  -h  n  —  *•  -f-  5 

30.  nx  W  =  {ydx  —  xdjy  ; 

les  mêmes  tnnftformatious  donneront 

ndp  =  (;»  — 5)ifa, 

ctj  en  faisant  p  —  ^  =  a ,  on  trouvera 

j  ndu  H  —  n 

dz =  o ,     X  =  -— 

u  —  n  C^u    ^ 

,  u  —  n  .         nC.x 

jr  =  nx\  —;= —  =  nx  1  . 


C,  c,(i~c.xy 

4«.  (dx"  H-  4y  »)T  =  ifirrf  V'  V/x' H^y «; 

00  trouTcra 

(1  -i-p^jids  =n(p  —  s)  dp  \/i  -HrS 

Pour  intégror  cotte  équation ,  posons 

;>  =  tangcc;     ;  —  tanjjC  , 
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on  aura 

j^  ■_         àst'—  dC  ■:V\  ^         dy 

I  —|«  Bin  (a  —  6)        i  —  n  sin  >  ' 

si  ^  =  «  ^  6,  et 

^j_    àz    _  JScosat        (co>6cos>— siD6Bin>)<f6 
X       p—M      C08  Csin  >  "~  C08  6  sin  y 

__  co«  >  <f6  _  gin  6<<6  _     wcosyifC        «in  6J8 
•in^  cose;    ~~  I  —  Il  ain  >        côâlT  ' 

puisque 

rfC  ^    nslnydy 

I  —  nsiu^* 
donc 

^  _      C^  coa  6         ^  _     Ct  sin  6         ^  _  T        ndy 

I— «sia>'  1  — nsin>'        "  J     i  — nsiuy' 

aeO.  IV.  Equation  différentielle  qui  devient  homogène  quand  on  y  con- 
sidère j^  comme  ayant  n  dimensions ,  et ,  par  conséquent,  p  et  7  comme 
des  quantités  de  degrés  «  —  i,  n  —  a.  On  peut  ramener  une  aemblable 
équation  au  premier  ordre  ;  en  effet ,  si  l'on  pose  alors 

à  cause  de  <(r  =  pdx,  dp  =  qdx,  on  aura 

xdz  ■+-  ïUfdx  =  tdxj     xdt  -h  (n  —  \)  tdx  z=  udx ^ 
dx  dz  dt 

mais,  par  hypothèse,  si  dans  Féquation  proposée  on  substitue 'à  j,  Pf 
q  leurs  valeurs  en  s,  t,  u,  x  disparaît  de  Téquation  résulUnte,  qni  ne 
contiendra,  par  conséquent,  que  s,  (,  u  :  de  cette  équation  on  tirera  ta  va- 
leur de  u,  pour  la  substituer  dans  Téquation  du  premier  ordre  entre  s  et 
t.  LMntégratiun  s''achèvera  alors  par  les  procédés  connus.  On  remontera 
d'ailleurs  facilement  de  la  valeur  de  t  en  s  à  celles  de  x  et  de  x- 
Exemples  : 

l^.  x*d*y  =.  aydx^  -f-  bxdxdx,     ou     tjx*  =  ax  -+-  f'px  : 

ici  n  =  o  ;  faisons 

I  u 

il  viendra 

u  —  ajr-h  bf, 

réqualion  différentielle 

rfs  [u  —  (tt  —  1)  t  ]  =  (/  —  ne)di 
deviendra 

ard)  ■+■  (&  H-  i)tdf  =  tdt. 
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Faisons  t  =  jz,  il  viendra 

«'(r  H-  (6  -f- 1)  «<(r  =  j'zds  -h  «Vr, 
4r  Mdg 


oB  posant 


a  -h  (6  -+-  i)  «  —  f*  =  (<  -h  «)(6  —  «), 

;;  Jls  r  rf  f 

«O'  «  -h  6  «  -4-  ?/ 


on 

«  6 

on  a  d'ailleurs 

dx  __  4r ^^ 

~r   '~  yi  ^  («-+-  «)  j,6  —  sy  ' 
on 

<Lc  _       I  ds  1  rfz 


substiliinot  et  posant  — ^  =  C, 


-(^0 


ou 

x*^  =  x*^  -+-  ajrr/>  —  4^  *  = 
ici  II  =  a  ;  posons 

7-  =  x«r,    A»  =  *'»    ^  =  «  ■=  7> 
il  Tiendra 

u  =  I  +  3SI  —  4s*  ; 

Téqaation  différentielle  en  s  et  f  sera 

izdz  {t  —  is)  =^  dt  (l  —  2r% 
d^où 

I    =  25,       ou       t  :z-  t-    \    (^,. 
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dx            ds 
lo.  Si  t  =  2«,  à  cause  de  —  =  ,  on  dem  avoir 


J«  =  G,    «  =  C,    j^  =  C'x». 
Qo.  Si  /=«*-f-C,,  —  =  -; -.  Suivant  que  la  constante  C,  sera 


égale  à  I,  à  I  —  C„  à  I  -h  Ci,  on  trouvera 


ou       1  a:  =  — 


1      C/-i->~r  ^      .,r(C-4-0x«-rpC 


<fx 


(s-ir-+-c/ 


,x  I  ^        f—  I       s  — r        r— ^'     ,         /^  1 -^ 

1^  =  -arctang-^,     -^  =  .^3-^=  Ung .  CJ  ^^. 

261.  V.  Équation  dans  laquelle  la  variable  jr  et  ses  différentielles  4r, 
d*Xf  ont  partout  la  mâme  dimension  ;  une  semblable  équation  du  second 
dre  pourra  encore,  dans  ce  cas,  être  ramenée  au  premier.  En  effet,  si 
Ton  pose ,  comme  à  Tordinaire , 

dx  r=  pdr,    dp  =  qdx, 

les  quantités  r,  p,  7  auront  les  mêmes  dimensions  dans  Téquation  trans- 
formée j  et,  en  faisant  p  =  t^y  q=.  vj-y  x  entrera  à  la  même  puissance 
dans  tous  les  termes  et  disparaîtra.  L'équation  résultante  ne  renfermera 
plus  que  X,  u  et  y,  et  Ton  pourra  en  tirer  la  valeur  de  v^  par  exemple,  «n 
X  et  tt.  Des  deux  équations 

/;  =  KT,     dp  =  qdx, 

on  tire  d'ailleurs 

dj  =  ujrdxy     udr-hldu  =  tf/dx  ; 

par  conséquent 

(^            ,           dr        vdx  —  du 
—    =   udx  .        —  =   , 

du  •+-  u*dx  =  vdx. 

Jl  ne  restera  donc  qu'à  substituer  pour  c,  dans  cette  équation  du  pre- 
mier ordre,  sa  valeur  en  u  et  x,  pour  intégrer  et  obtenir  la  valeûf  de  s  en 
fonction  de  x;  on  déterminera  ensuite r»  et  l'intégrale  cherchée  au  moyen 
de  l'équation 

Ir^^fudx,     .r  =  r/«'''- 
J/équation 

(lu  -h  u'  dr  z=^v  de  f 
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q««ndonpose 

duz=Vdt 

et  sera  intégrable,  i*  si  V=  ==-^  X  désignant  une  fonction  de  r  et  U  une 

fonction  de  u  ;  a<*  si  V  est  une  fonction  homogène  de  degré  nul  de  x  et 
dctt;3og|)>onii  y-.X,a+X,u«,  X,,  X,  «tant des  fonctions  de  'tî  4°*^ 
U„  U,  étant  des  fonctions  de  u ,  on  a 


V  = 


U.X-hU,A* 


en  Taisant  p  =i  i(r ,  ^  =  ly ,  il  vient 


«f  -H  6  «■  = 


udlr  tu}dx 


du-^  u*dxz=i 


i\/a 


ou ,  en  posant  u  =  - , 


«i'H *  =(i-f--)<ix; 

•tl/ii*-4-x«      \        «/ 

I 
multipliant  par  (x-f-l/i*  -^  x»)«  et  intégrant >  on  trouve 

I  f 

i(xH-  l/a«-hx^)«=/n-|^    Çdx{x-\-Va'-+-x*j*. 

Faisons  encore 


x-hl/^a'  -i-  x«=  £*, 
d'où 


i'  =  t      —  a<  X, 


ax        3 

t     — « 

X  = 


a<* 


=  i£*-ia«/~«,   ^=*rfr(£"'"'-t-«»l"*^"''), 


..(..!)/i(,v ..,-.)..  .=c..^'(l^„.ir:), 
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mais  —  =  udx  =  —  ,  et  1  on  a 


t(-!)-*- 


dODC 


('  -+•;)  ^•^=*'^-^'('-hV/'«' -+-*')=l.*/-4-C„  r  =  C'(5i)*-<-€, 


et,  eo    posant  C,  = C, 

j<  =  C'     €"4-^^ -H-- ) 

\  «H-l  l  — «    / 

I 

et,  parce  que  r  =  (x -+-  V^a'  -H  *')''  » 

«-4-6  ec4-  I  I— « 

c.  J'     *      =  A  H L_  (xH-W^a*  -t-  ^)     *      -4-  — (x-hV/fl'-l-  x«)^~  - 

rt-f-l  I— « 

On  intégrerait  plus  facilement  cette  équation  ramenée  à  la  forme 


aij^-h  tp*  = 


»/- 


fl"-+-  X' 


en  la  multipliant  par  —  :  en  effet,  à  cause  de  qdx=dp,  pdxz=^y  on  trou- 
vera ainsi 

vdp       64?'  dx 


p  X  ï/V-Hx* 

d^où,  en  intégrant, 

6  1 

une  seconde  intégration  ramènera  à  Péquation  déjà  trouvée. 

La  forme  générale  des  équations  qu^on  peut  intégrer  de  cette  ma- 
nière est 

Prf^H-Y<(r-hXrfx  =  o    ou    P^-i-Y^-+-X  =  o, 
P,  Y ,  X  étant  respectivement  des  fonctions  de /?  seul^  de  y  seul ,  de  x  soûl. 
Exemple  :  rjr  d*y  ==.jrdx  dy  -h  xd^'  -\ -^ ::= .  ou 

,               ^^  V' 
ryq^yp  ^xp^  ^    -^;r 


l,."rt«  _  ^V 
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I  fiftisant  p  =z  uj^  q  z=.  vy^  on  a 

,  ,  ,  dx         ,   ,  hu}  dx  xdu  —  udx  bx  dx 

dU'^u'dx=.u^-i-u^dx-h 


\/a*  -  X*  «*  i/a*  -  x« 


et ,  posant    l/'a»  —  x*  =  1,  U'où    xdx  ^  —  tdty 

âar  tdt  4r       àt        C,dt 


et,  en  faisant  C^=Cb*, 

1^= ^ —  -^c» i^ • 

M2.  VI.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  an  moins  un  exemple  dUnté- 
graiion  à  Paîdo  d^un  facteur  indéterminé.  Considérons  avec  EulerTéquatioD 

t^dx*  _ 

**  -^  -+-  ( V-hc^f-adi^Ti^V  -^ ^  ' 

essayons  de  rendre  le  premier  membre  inté^rable  en  multipliant  par 

X|  y  X,  étant  des  fonctions  de  x,  et  représentons  par 

X»4r'-h:iX,r«ir4r-+-U«ir*  =  C<lr\ 

U  étant  une  fonetion  de  r  et  de  x,  Tintégrale  du  produit 

av^'(X.4r-*-X,r^), 
(hr'  -t-  c  H-  adx  -H  ex*)' 

on  devra  dés  lors  avoir 


^d*J^Oi,djr-^\,ydx)-r-  ,K.._,^,,|,^  -TT.- , 


Cette  équation  ne  pourra  donner  par  Tintégration  la  Taleur  de  U  qu''au« 
tant  que  Ton  aura 

JX,-r-aX,rfx=o, 
on  aura  alors 

le  second  membre  ett  la  diOërentielle  par  rapport  'jj'âe  l'expression 

-«X. ^,àX,_ 

b(lv'-HC-4-2dx-f-ex')  dx  ' 
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maU  —  =  udx  =  -f    et  Ton  a 

r  s  ' 


donc 


et,  eo   posant  C^  =  *-^t_C*» 


.^a[C"-h- -h— ) 


et,  parce  que  £  =  (x -+-  i/a*  -+-  a*)« , 

«-4-  6  «-h  I 

C.r    *     =Ah î— (x-hV^«*-t-*»)     *     -f- — (xH-V/îÏM^) 

fit  "+"  i  I— a 

On  intégrerait  plus  facilement  cette  équation  ramenée  h  la  forme 
^^-+-6;,«= ^ 


l/- 


a' -h  j' 

dx 
«n  la  multipliant  par  —  :  en  effet,  à  cause  de  qdx=.dpy  pdje=.tfy-,  on  «ro«- 

vcra  ainsi 

vdp       îdj'  dx 


d^où,  en  intégrant, 

6  I 

/f  *r^  =  (f  (:r -f-  V/aM^r»),    jr""^  =.Cdx(x-^  J/'JT^TPJ -  . 

une  seconde  intégration  ramènera  à  Inéquation  déjà  trouvée. 

La  forme  générale  des  équations  qu^oo  peut  intégrer  de  cette  ma- 
nière est 

ydp^Ydy-hXdx^o    ou     Pç-+-Y;7^-X  =  o, 

P,  Y ,  X  étant  respectivement  des  Tonctionsde/?  seul^  de  y  seul ,  de  x  seul. 

Exemple  :  ry  d^jr  zzzj-dx  djr  -\-  xdy^  -\ :r= ,  ou 

hxp- 
V^  a^  —  -i** 
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en  fiiisant  p  =  io  ,  f  =  kt,  on  a 

,  ,,  Ar         ,   .  hu*dx  xdu  —  udx  hx  dx 


C, --=- fc|/a«  -  *%  u  = 


\/a*  -  X»  »*  l/tf»  —  x» 

X  dr  xdx 


C-^hV'a}  —  X*     y       C,-^h\/a}  — 


et ,  posant    V^a*  —  x*  =  l,  d'où    xdx  :=i  —  tdt, 

4y  tdt  âj         dt  C,dt 


et,  on  faisant  Cj=C'è', 


I  77Z  = ; -t-  t.    I 


'  C"   ""  fr  ^  b 

S68.  VI.  Il  ne  sert  pas  inutile  de  donner  an  moins  un  exemple  dMnté- 
gration  à  Paido  d'un  facteur  indéterminé.  Considérons  avecEuler  TéquaiioD 

•ydx* 

•^  "^  (br«H-c-hâdx-+-e.r«;«'^°» 

essayons  de  rendre  le  premier  membre  inté^rable  en  multipliant  par 

X, ,  X,  étant  des  fonctions  de  x,  et  représentons  par 
X^4r*"h^X,rd:r4r-HUd:x«.-=Crfr«, 

U  étant  une  fonetion  der  ot  de  x,  rintégrale  du  produit 

-js^ydx^^X.dy-^X^ydx) 
"  (lir'-i-c-hadx-hex*)" 

on  devra  dès  lors  aToir 

Cette  équation  ne  pourra  donner  par  Pintégration  la  râleur  de  U  qu''au- 

tant  que  Ton  aura 

rfX,-HîX,rfr  =  0, 
on  aura  alors 

(hr -t-c-»-adx-f-ex')*  dx  ' 

le  second  membre  est  la  différentielle  par  rapport  hy  àe  l'expression 


^d'y Oi,dy^\,rdx)^  .K.«^.^...i.^.-;iTr » 


b(lv'-HC-h!idxH-ex')  dx 
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on  aura  donc 

U —  '^^i yi  <*^i 

b(lïr»-+-c-H2dx^er«)     ^     dx  ' 

pcarvu  que  U  différentielle  du  second  membre,  prise  en  considérant  >- 
comme  constante,  soit  nulle  ou  que  Ton  ait 

~arfX|(ly»-Hc-+-  aJx-f-ex*)-haaX,dx(dH-ex)        ,rf»X, 
b(Iy«H-c-hadx-+-ex«)«  ^     dx 


(|jy»-l_C-+-!ldxH-ejr*)«' 
or  on  satisfera  à  cette  équation  en  posant 

^,  *  =  0,     --<iXj  (c-hadxH-er»)-H2X,djr(d-+-ôx)=o. 

11  reste  à  savoir  si  ees  deux  conditions  sont  eompatibles  avec  celle  qno 
nous  avons  déjà  trouvée,  <f  X,  +  3X,<2x  =  0;  or  la  seconde  donne 

X,  =  c  H-adx  -h  ex', 
d'où 

JX,  ^  <f»X, 

A,  =  — • — -— =— d— ex,     et-— -r4=o. 

Les  deux  conditions  s^accordent,  et  le  facteur  cherché  est  donc 

a4r  (c  -f-  aUx  -t-  ex*}  —  i^ydx  (d  -h  ex), 
et  conduit  à  Tintéçrale 

OU,  en  ajoutant     aux  deux  membres, 

^(c  -+-  adx4-ex«)  -  V  $(d-+-cx)-hr-ï —. -,  -4-  cy*  =  C. 

djc*^  dx  *     br'H-c-+-2dx4-ex' 

Si  Ton  faisait 

xî  -f-2dx-H  ea'  =  br', 
d'où 

,  hzdt 

réqnatton  qui  précède  deviendrait 

b^V^r  *         yy^yzdydz       ^   ,  a>* C 

vl,  en  posant  y  =  nz, 

bz*du*       hu*z*dc*  .  ,  au*  C 

di*  dx^        "^*'"*    ^b(H-M')~b* 
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malt 

donc 

h**du^      ce  —  d'   ,  _   C  -f-  (C  -  a)  u' 
i/x«     "*"         b        ■*    ~"        b(i-+-u«)       ' 
ou 

tVAi'  __  C-^^C  —  a  -^d*—  ce)ii'  -^  (d*  ~  ce)«* 

et,  en  sa bsti tuant  pour  s  sa  valeur. 


rfr  du\/^t  -h  u« 


C-+-  adr  -H  ex*      v/C-H(C~  a  -f-d«-  ce)  u»  H-(d«  -  ce)u*' 
les  Tariables  sont  séparées,  «est  exprimé  en  x;  on  a  d'ailleurs 

4  /c  -h  a  dx  -h  ex" 

r  =  «s=«y j^ . 

Si  dans  Véquaiion  proposée  on  fait 

c  -f-  adx  -H  ex*  =  b«', 


elle  devient 

et ,  en  posant  j'  =  us, 


B  IIy/t  * 

«d«U  -f-  ad!ffdu  -h  «rf*«  -f-  T-T-r-: rrr  =  0. 

b'«'(i  -H  «')' 

Le  facteur  qui  la  rend  intégrable  est  ^h{z*4r  —Tsàx)  ouab2*<iu,  ou  sim- 
plement È*dù:  or ,  comme  on  a 

dxjd-her) 
bs 
on  aura 

^  '  ~    b«  b**  ""  "bi  bV  ~~        ~bV         ' 

ut  c«  — *^'j  î 

«M*«  = Ti — ^• 

b 

Uéquation,  multipliée  par  «Va,  devient  dès  lors 

ce  — d*  tkiidudx* 

z*dud '«  -h  25«A: J«»  H j^, —  urfiMir  *  4-  j^,^^_^^^,^,  -  oj 

elle  a  évidemment  pour  intégrale  immédiate 
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on  en  tire 


bv«  =  ^Y/c.^^ 


b«(i- 


Gt  parce  que  la  valeur  de  s  étant  donnée  en  x,  les  variables  sont  immé- 
diatement séparables,  la  seconde  intégration  est  facile.  Remarquons  que 

ce  —  d' 
la  Taleurdcr  satisfait  h  la  condition  s*d*g  =  — rj — -dx*  =  «rfx%  qui  doit 

s^accorder  avec  Tcquation 

c  H-  adx  -H  ex*  =  bs*. 

Et  on  effet,  de  la  condition  s*d*s  =  udx*  on  tire 

,   -,         Itdx^dë         ,  .       ^  ,  ,       «dar'  _  sdz 

2dsd*£=: — ,       d**=ztdx^ r-,       </x  =  -~— r-=. 


Exemple:  Péquation 

d^jr  --  


(r'-hx«)' 


devient  inlégrable  si  on  la  multiplie  par  le  facteur  ix*dy  —  ^lyxdx  \  sou 
intégrale  est 

,^j'  dy         ,  aV« 

Oï*  dx  J^  "  -+-  x" 

Eu  posant  j  =  ux,  on  arriverait  à  la  transformée 
dx  _        du\/  x-i-u* 

265.  VIL  Empruntons  à  M.  Liouville  deux  exemples  remarquables 
d'intégrations  obtenues ,  Tune  par  un  procédé  qui  pourra  souvent  ôtre 
employé,  Tautre  par  une  voie  complètement  détournée. 

i^'.  Considérons  Téquation 

D^j-  -H/W  n,r  -H  F(J')  D,r"  =  o, 

et  supposons  un  instant  que  le  troisième  terme  n''existant  pas,  Tcquation 
à  intégrer  soit 

on  en  lircraii 

Revenons  maintenant  à  Péquation  proposée,  ci  voyons  si,  en  changeant  la 
constante  C  en  une  fonction  de  >*,  on  ne  pourrait  pas,  dans  le  cas  où 
F(r)  n'efit  pas  nul,   conserver  à  la  dérivée  première  la  mémo  forme 
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D,:r  =  Ce'J^^''  **.    Ed  difrérentiant ,  on  trouvera 

D;r  =  e--^^W'''[D,CD.r-C/(x)], 
on ,  en  mettant  poar  e'J^^'  ',  m  Talenr  tirée  de  Péqwition 

l^lY  =  ~/(x)D.r  -+-  )^d,Q  D.r '. 
En  substituant  cette  valeur  de  B^j^  dans  Téquation  proposée,  on  a 

iD,C  +  F(r)  =  oi 
et,  en  intégrant, 

On  a,  par  suite | 

équation  oti  les  variables  se  séparent  d^ellefl-mdmes  et  qui  conduit  à  Tio- 
tégrale  eberchée. 

On  serait  arrivé  à  la  même  intégrale  si ,  en  supposant  un  instant  f(x)  =  o , 
on  avait  pris  pour  équation  auxiliaire 

D«r-+-FÇr)D,r«  =  o. 

En  posant  D,  x  =  ^  ',  et  observant  que  D^  =-y  '  D^r  ',  oi\  aurait  eu 

D,r'H-j''FW=o, 
et  ;  en  intégrant ,     v 

pnis ,  en  regardant  C  comme  une  fonction  de  x , 

de  sorte  qu^en  substituant  dans  Téquation  donnée,  il  viendrait 
^D.Ch-/(x)  =  o,      C  =  C'«/-^W'^' 
-    D,r  =  C'e-/fW*'.-/>^(')'^,      etc. 

'  T.  II.  43 
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'i®.   Supposons   qu^on  coDiiaisse   l'intégrale  ^  =  ç,  (x,  c,,   t,,...,  c„)y 
d^u no  équation  différentielle  quelconque  de  Tordre  n 

/(x,  jr,D,/,  Dir,. ..  ,D;r)  =/[x,  r,  r',  jr%  ■ ..  ,.r<-)l  =  o. 

L'intégrale  r  et  ses  n  dérivées  j^',  /',...,  y^"),  dépendent  non-seule- 
ment de  *,  mais  des  n  constantes  c^fC^,,,,y  c„.  La  variable x,  au  con- 
traire ,  est  complètement  indépendante  de  ces  constantes  ,  de  sorte  quVn 
différentiant  la  fonction/  par  rapport  à  Pu  ne  de  ces  quantités,  c^  par 
exemple,  on  aura 

C,  €.,  *!  «-I 

or,  si  Ton  pose  D^    j  =«,  «  étant  une  nouvelle  variable ,  on  aura 
en  effet, 

et  ainsi  de  suite.  £n  substituant  pour  D^  r,  l^c  -'^  S-  •  •>  ^^urs  valeurs, 
on  trouvera 

5  D,/  -+.  Dx«  ny  /-+*  d1»  Dy/-h ...  -h  D^s  0/")/=  o, 

équation  dans'taquelle  r>  r'j  r",. . .,  jC*),  étant  des  fonctions  de  x  dé- 
terminées par  Téquation 

D^/,  D/ /,...,  D/")/,  doivent  être  considérées  comme  des  fonc- 
tions connues -de  x,  c^,  c,,...yCB.  Or,  cette  équation  est  une  équation  li- 
néaire et  homogène  entres  et  ses  n  dérivées;  et  Ton  sait  qu'elle  doit 
être  satisfiiite  par  la  valeur  5=  D^  ^,  puisque  l'on  est  parrean  à  cette 
équation  en  faisant  précisément  D^  r  =  «;  de  plus,  ce  que  l'on  a  dit  de 
c^  on  aurait  pu  le  dire  de  c^y  c^,. .  ,y  c.;  donc  l'équation 

*  Dj./H-  D,  M  D/  /H-  D*  s  Dy  /-+- ...-+-  D^^D^C")/  =  o 

est  vérifiée  par  les  n  valeurs  particulières 

et  a  par  conséquent  pour  intégrale  générale 
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-S64.  VIll.  Intégration  de  quelques  équations  simultanées.  ï<*.  M.BInet 
est  parvenu,  à  Taidedes  transformations  les  plus  ingénieuses,  à  intégrer 
le  système  suivant  d^équations  du  second  ordre 

d'x=D,R,     D'r=D/R,    D*«^D,R,...i 

I  est  la  Tariable  indépendante,  2,  j^,  2, . . .  sont  les  variables  dépendantes , 

R  est  une  fonction  déterminée  de  la  quantité  r=l/x* -h  r '-+-«* -»--..> 
en  sorte  que 

D^R  =  'DrH,    D^R  =  -DrR,ete.; 
les  équations  proposées  deviennent  dès  lors 

d;x  =  -d.r,   d>='?d.r,  d;  «=fDrR,.... 

En  les  combinant  deux  à  deux  pour  éliminer  Dr  R,  on  trouvera 

xD;r-j^Djjr  =  o,    «D;x~*D««=o,    rD;*-5DJa:=Q,..., 

d*oà  l'on  tire  les  intégrales  premières  en  nombre  — ^ •'' , 

«D»j'— rD,x  =  Cj,    sD,*— 8rD,*=C„    j^D,ir— «D,x=C„... 
La  somme  des  carrés  de  ces  équations  donnera 
(xD,r  — ^D,x)>  -h(«D^r  —  xDtsy  ■+-  (j'D,*  -  »D/x)>  -h.  . . 
=(x»-hj^V  »»-h...)  (ax*-t-Di  j«-hDi««-+-...}-(xD,xH-jrD,r-+-«D,5-f....  )* 

=  A*. 

En  multipliant  respectivement  par  dx,  4^7  <2s>...  les  équations  prop«. 
sées ,  ajoutant  et  intégrant,  on  trouvera 

D,x»  -♦-  D,  ^•-+-D,««  H- . . .  =  2  (  R  H-  B), 

et  parsnite,  en  substituant, 

(xD,x  4-rD,r  -»-«D,«  -H. .  .)'•  =  ar«  (R  H-  B)  -  A«^ 

mais 

xD,xH-rD,j'-»-  5D,«-|-...  =  rD»r, 

donc 

r*D,r>=ar»(R-+'B)-A»,     J<  =   - 


l/ar»  (R-t-B)-A«  ' 

D,r*=aR-H2B-^,    D«r  =  D.R-h^'. 

»  r  '  r  " 

On  peut,  à  Taide  de  cette  formule,  éliminer  Dr  R  de   la  première  des 

43.. 
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équations  données  D]x  =  -  Dr  R,  on  trouTe  ainsi 

/  D*x  -  xDV  =D»  (rD,x-  xB,f)  =  D,.r«D,-  =  -  ^  - , 

ei,  en  multipliant  par  -r^  , 

A       A        r       r  ' 

cette  dernière  équation  prend  une  forme  plus  simple  quand  on  fisit 
^  dt       _,  Adr 

A  -r  =da)  =r  - 


rl/2/*(R-4-B)- A« 
elle  devient,  en  effet, 

on  aura,  de  la  môme  manière, 

ces  équations  sUntègrent  séparément,  et,  en  désignant  par  a^y  6,,  «,,  fr-^>.. . , 
a»,  &a  des  constantes  arbitraires  en  nombre  an,  on  aura 

-  =  a|COSf +6j  sin^,     -  =  iigCOS^H-o«sin^,     -  =  a,  cos^+o,  sin^....; 

Téquatiop 

rdr 
di  = 


V/'ar«(R-hB)— A« 
donne  d'ailleurs 

/rdr 
V/ar*(RH-B)-A« 

et  comme  R  dépend  uniquement  de  r,  on  aura  r  en  fonction  de  f  +«  :  ^,  à 
son  tour,  sera  donné  en  fonction  de  r,  et,  par  suite,  en  fonction  de  (  +  c , 
au  moyen  de  Téquation 

^         r  Air 

J  rV/ar»(  R-hB)-A* 

X    y 
En  remontant  ensuite  aux  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  - ,  -,   ... 

les  n  variables  seront  exprimées  elles-mèmf s  au  moyen  de  f  +  «,  de  A, 
B,  et  des  an  constantes  a^,  ft^,  a„  &,,. . .,  c'est-à-diro  que  dans  ces  ex- 
pressions il  entrerait,  en  apparence ,  ^in-^l^vith\ith\Teièyiim  devront  être 
liées  entre  elles  par  plusieurs  équations,  car  le  problème  n^admet  que  2n 

constantes  arbitraires.  Et,  en  effet,  si  Ton  substitue  pour  -,  -,  - , . . .  leurs 
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fleurs  dans  Péquation 

«•      y*       s* 

on  trouTe,  en  employant  pour  abréger  une  notation  connue, 
eo6*^ii^ +sin'^Zfr{ +3  sin^cosf  2ajftj=  1, 

et  cette  équation,  qui  doit  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  f,  entraine  les 
trois  suivantes 

2«J=i,    2&î  =  i,    2«A  =  o; 

la  constante  6,  d^ailleurs,  se  confond  avec  a^,  b^^  qu'elle  modifie  seule- 
ment, car 

tfj  cos(^  -H  6)  -h  &,  sin (y  -+-  6)==  «'  cos ^ H-  &'  sin ^ ; 

done  les  an -H 4  constantes  apparentes,  réduites  d'abord  àan-fTSy  qui 
sont  B,  A,  A,  a„  h^,,,.,  sont  liées  entre  elles  par  trois  équations,  ei  ne 
forment  en  réalité  que  an  constantes  arbitraires. 
Les  deux  intégrales 


/rdr r  dr 

V/'ar»(R-^^B)-A«  *       J  r  l/ar«(R-»-B)- 


A* 


qui  semblent  étrangères  Tune  à  Pautre ,  et  indépendantes ,  peuvent  ce- 
pendant être  ramenées  à  une  origine  commune.  En  effet,  supposons  que. 
A  soit  une  fonction  de  r,  déterminée  par  Téquation 

B=  r^l/ar»(R+B)-A% 
il  est  évident  qu'on  aura 

les  deux  intégrales  sont  donc,  au  signe |>rè8,  les  deux  dérivées  partielles 
de  la  fonction  A,  de  laquelle  seule  dépondent  les  variables  x,  ^,  <,.... 
Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  d'établir,  que  l'équation 

D;x  =  DrR.-, 
transformée  successivement  en 


et 


— D*. -T-D,-  H-  -  =  o, 
A         A       r        r  ' 


Œ  r        r 
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a  pour  intégrale  générale 

X  =  f  {a^  coftf  H-  b^  sin  »). 

a^ ,  b^  sont  les  deux  constantes  arbitraires.  Afin  de  donner  un  exemple, 
supposons  R=  -îTéquation  à  intégrer  sera  DJx-h^=o,  r  étonl  donné 


m 

r 

en  fonction  de  t  par  Inéquation 


t 


■-/: 


ou,  anpoBant^^=  —   -,    A»=imi(i  — c>) 
t-ha. 


=  m<i(i-e'), 
_    /• rdr . 


faisons  encore 

a  — r  =  arco&4i  ou  r  =  fl(ï  — ecos4)> 
4  étant  une  nouvelle  quantité  auxiliaire ,  on  aura 

x-h*=    /-^(i  — eco8  4)<i4,     4  — ^ sin 4  =(<-+-*)  Y  ^f 

_  A_  l/ywtf(i— e')a^(i— ecos4)<^_V^l  -c*rf4 

'^"^  r«    '-         aVV/m  (i-eco84)«  i-eco.4' 

o      XX'i^e         4  C0ô4  — ^        a(co84  —  «) 

tanBÎ= — tang^.     cosa»= r  = , 

^1      \/T^e      ^  I  — ccos4  r 

siny^'"'"^^'""''',     x=aa.(cos4-«)-h«A.8in4l/T=:^. 

On  n^aura  plus  qu'à  remplacer  4  par  sa  valeur  en  «  poiir  obtenir  l'in- 
tégrale cherchée ,  mais  il  faudrait  pour  cela  résoudre  Téquation  transcen- 
dante _ 

4~e8in4  =  («-h*)y~. 

On  peut  obtenir  plus  facilement  la  valeur  de  <  en  x  :  posons 

aa|  =  ccos>,     afc,  l/l — c*  =  csin>, 
c  et  y  étant  deux  nouvelles  arbitraires ,  on  aura 

co8(4—>)  =  cco8  >-+--,     4=>H-arcco8/--+-«?co8>.j, 

(«-h«)y  ^  =  >-+-arceos  (- -f-eco8>  j  —  e8in>  ( -H-eco5>  j 

—  «rcos^y  I  — ( — h<?cos>  j  . 
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il  sera  facile  de  faire  disparattre  de  celte  dernière  équation  Tare  co»  en 
rigolant  dans  un  seul  membre  et  prenant  les  cosinus  des  deux  membres. 
Le  résultat  sera  Tintôgrale  générale  de  Péquation  du  second  ordre 


r  étant  une  fonction  de  t  donnée  par  les  denx  formules 

r  =  fl(l  — «?COs4),      +  — «Sin  +  rr:  («-f-a)Y  -;. 

Remarque,  Si  A*  devenait  négatif,  tf  serait  imaginaire;  dans  co  cas  , 
néanmoins,  Téquation  différentielle  sUntègre  encore.  On  a  alors 

/rdr 
l/ar»{R-+-B)-+-A« 
ou 

/rdr 
l/2r'  R  -H  A« 
en  comprenant  la  constante  B  dans  R,  on  eu  conclut  successivement 

rD'  x-*D;  r-^'-  =  o,     Ç,D..r'\i'-  -  ^  =  o, 
«  *r'rA*  r       r 

et,  en  posant 

_AM  __  Adr 

'^~  '•         ri/2r'*WTT** 

D'.---==o,     ^=a,e9-hb,e-f* 
f  r       r  '     r 

On  serait  arrivé  au  môme  résultat  en  passant  du  réel  à  rimaginaîro,  et 

remplaçant  r  par  rV/CT,  R  par  R  V^^,  f  par  y  V^^,  les  quantités 
8in(y  V^''^),  co8(y  V^^^)  par  des  exponentielles  imaginaires. 

Scolie,  Lorsque  leur  nombre  ne  surpasse  pas  trois ,  les  équations  que 
nous  avons  intégrées  se  rapportent  au  mouvement  d'un  point  attiré  vers 
un  centre  fixe,  par  une  force  dont  Tespression  est  Dr  R.  L'intégration  de 

l'équation  DJ  *-h^  =  o  renferme  toute  la  théorie  du  mouvement  el- 
liptique. 
965.  a<>.  Considérons  les  équations 

M,D7'rH-M,D> -h  M.D> -+-...=  T„ 
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qae  Ton  peut  mettre  soih  la  forme  très-simple 

et  dans  laquelle  T^  et  T,  sont  des  fonctions  quelconques  de  la  Tariable 
indépendante  ( ,  et  de  une  ou  de  plusieurs  autres  rariables  ainsi  que  de 
leurs  dérivées.  Si  les coeiBcients  M„  M„  M,,...,  N„  N„  N,,...,  toni 
eonsUnts,  il  suffira ,  pour  éliminer  r  et  ses  dérivées,  d^écrire,  à  la  place 
der»  T,  dans  le  premier  membre  de  la  première  équatioi^,  T|  dans  le  pre- 
mier membre  de  la  .seconde,  et  d'égaler  les  résultau,  en  sorte  que  Téqna- 
tion  finale  sera 

£n  elTet,  si  l'on  différentie  tour  à  tour  la  première  équation  n,  fois,  m, 
fois,  n,  fois,  etc.,  on  aura 

Multiplions  respectivement  ces  équations  par  N|,  N^,  N,,. ..,  et  lyou- 
tons,  réquation  résultante  pourra  évidemment  se  mettre  sous  la  forme 

2MD;"(N.D>-hN.D>H-N.D>-f-...  )  =N,D"»T.H-N,D"«T.-h..., 

ou,  en  vertu  de  la,  seconde  des  équations  données, 

2MD7t,  =  2ND*T„ 

ce  quHl  fallait  démontrer. 

Si  les  deux  équations  proposées  sont  linéaires  en  x  et  en  r  9  et  ne  oon- 
tiennent  que  les  deux  variables,  et  la  variable  indépendante  t ,  on  pourra 
former  à  volonté,  par  le  moyen  précédent ,  Péquation  finale  en  y  on  en  x, 
et,  chose  remarquable,  ces  deux  équations  finales  différeront  seulement 
par  le  terme  fonction  de  t  qui  ne  contiendra  que  cotte  variable.  Il  en  ré- 
sultera que  les  valeurs  de  x  et  de  j"  seront  de  la  forme 

X  =  C,e^»<  -f-  C.e*««  -f.  C,«^i«4-..., 

C„  C^, . . .  étant  des  fonctions  de  t,  que  Ton  saura  déterminer  par  les  mé- 
thodes connues ,  dans  chaque  cas  particulier  ;  et  les  quantités  x„  x^  x,,... 
étant  données  par  une  équation  commune. 

Si  Ton  avait  m  équations  entre  m  +  1  variables  à  ooefflcients  constants 
pour  toutes  ces  variables ,  moins  une,  qui  sera  la  variable  indépendante, 
il  suffira,  pour  éliminer  trois  d'entre  elles,  d'ordonner  le  premier  mem- 
bre de  chaque  équation ,  par  rapport  à  ses  dérivées,  après  avoir  fait  pas- 
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ler  toutes  les  autres  dans  le  second  membre  ;  oo  comparera  ensuite  Tune 
quelconque  de  ces  équations  STec  les  m  —  i  autres.  On  formera  ainsi 
m  —  i  couples  d'^équations  entre  lesquelles  on  éliminera  la  variable  en 
question  y  comme  il  a  été  dit  ci-dessus,  et  Ton  n^aura  plus  que  m  —  i 
équations  entre  m  Tariables.  En  continuant  de  la  même  manière,  on  ar- 
rlTcra  à  une  équation  entre  deux  Tariables  seulement  ;  on  conçoit  quMl 
8«ra  dès  lors  facile  de  remplacer  les  m  équations  proposées  par  m  autres 
équations  dans  chacune  desquelles  entreront  seulement  la  variable  indé- 
pendante et  Vnne  des  autres  variables  qu^il  s^agit  de  déterminer. 

On  peut  conclure,  à  priori.  Tordre  de  Téquation  finale,  si,  par  exem- 
ple, on  a  JM  éffuetions  du  premier  ordre;  le  procédé  indiqué  conduira  à 
m—  1  équations  du  second  ordre ,  à  m  —  a  équations  du  troisième  ordre, 
k  m-^Çm  —  i),on  à  une  équation  dum»«M«  ordre  :  et,  en  j^néral,  si  m,  n, 
Py. . .  sont  les  plus  forU  indices  de  différentiation  pour  chaque  variable , 
m-^n-^p  sera  Je  nombre  indiquant  Tordre  de  chaque  équation  finale. 
Cette  méthode  d^élimination  a  été  donnée,  pour  la  première  fois ,  par 
H.  Favre-Rollin. 
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constantes  ^  mais  on  verra  qu'alors,  pour  arriver  à  la  va* 
leur  des  autres  variables  dépendantes ,  il  faudra  efiectuer 
certaines  intégrations  qui  compléteront  le  nombre  indis- 
pensable de  constantes.  Supposons ,  par  exemple ,  qu^on 
donne  à  intégrer  les  trois  équations 

on  tirera  de  la  première 

Dfx  =  Dij  -i-  D/»  =  j  -h  z, 

et  Ton  sera  dispensé  de  difierentier  une  seconde  fois,  parce 

que  Ton  élimine  immédiatement  y  et  z  entre  les  deuiE 

équations 

D,x  =j-f-a,     D/a:  ==  ^  -h  a, 

qui  donnent  pour  équation  finale 

qui  est  du  second  ordre  seulement,  et  qui  a  pour  intégrale 
X  =  C,  +  C^e', 

Cette  intégrale  ne  renferme  que  deux  constantes  ;  mais 
aussi,  pour  déterminer  les  deux  autres  variables,  on  n'aura 
qu'une  seule  équation,  C^e^  =:y  +  z ,  qui  ne  suffira  pas  : 
on  en  tirera 

et,  en  substituant  pour  x  et  z  leurs  valeurs  dans  l'équa- 
tion D^y  =  X  +  z,  on  aura 

Dty  =  C,  -h  aC^e'  —  y. 

Pour  intégrer  cette  équation  linéaire,  il  suffit  de  multi- 
plier par  e'.  On  trouve,  de  cette  manière, 

et  Ton  voit  apparaître  la  troisième  constante.  Les  trois 
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intégrales 

x  =  C^'^h  C^Cy    y  z=i  C^ -h  C^e» -h  Cse-', 
»=— C,— Cal?-', 

ont  toute  la  généralité  voulue. 

Supposons  maintenant  que  les  n  équations  données 
renferment  avec  la  variable  indépendante  f,  x  et  ses  m 
premières  dérivées,  y  et  ses  m"  premières  dérivées,  z  et 
ses  m*^ premières  dérivées,  etc.,  et  que  Ton  ait 

m  -h  m"  4-  m*  -h. .  .r=  m, 

on  pourra  les  ramener  au  premier  ordre  à  Taide  des 
équations  connues 

D,«  =  x',     Dr  J/  =  j:",  . . . ,     D, *(-'-*)  =  xC'-O, 

et  Ton  aiœa  à  intégrer  un  système  de  m  -4-  n  équations 
simultanées  du  premier  ordre  que  Ton. ramènera  à  Tin- 
tégration  d^une  seule  ^équation  de  Tordre  n^  -^  n, 

268.  Lorsque  aucune  des  méthodes  par  lesquelles  nous 
avons  appris  jusqu'ici  à  intégrer  les  équations  différen- 
tielles ne  réussit,  on  essaye  Tintégration  par  série.  Ex- 
posons en  peu  de  mots  cette  nouvelle  méthode,  qui  ne 
doit  être  employée  qu'avec  beaucoup  de  réserve. 

G>nsidérons  d'abord  l'équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  dy=^fi  (j:,  jr)dx^  et  supposons  qu'il  s'agisse 
d'exprimer,  au  moyen  d'une  série,  l'intégrale  générale  de 
cette  équation,  ou  une  valeur  de  y  qui  satisfasse  à  l'é- 
quation proposée,  en  prenant  pour  x  =  x^  une  valeur 
quelconque  donnée  y^,.  L'énoncé  même  de  la  question 
suppose  que  l'intégrale  cherchée  est  développable  en  sé- 
rie convergente  ;  et,  par  conséquent ,  intégrer  par  série 
c'est  résoudre  tout  simplement  le  problème  suivant  : 

En  supposant  que  la  valeur  la  plus  générale  de  /,  qui 
vériBe  l'équation  proposée  et  se  réduit  à  j^o»  pour  a:=j:o, 
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puisse  être  exprimée  au  moyen  d'une  série  convergente , 
déterminer  cette  série. 

Or,  la  solution  de  ce  problème  est  très-facile  ;  car,  i°  si 
la  série  convergente  qui  donne  la  valeur  de  j^  existe  réel- 
lement, elle  devra  coïncider  avec  celle  que  donnerait  la 
formule  de  Taylor  5  2°  de  Téquation 

dxz=zf,[x,x)dx,      ou     jr'=/,(a?,  jr), 

on  déduira ,  par  de  simples  différentiations ,  les  valeurs 
des  dérivées  successives  de  j^ 

et  en  faisant ,  dans  les  équations  obtenues ,  x  =z  Xq, 
y=yoy  on  aura 

et  par  suite ,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

r = jo  H -^ — /.  (-^'o,  u)  H — — A  («^o,  /o) 

{x  —  Xo)^  ^  ,  . 

Voilà  donc  la  valeur  cTberchée  de j^  \  elle  sera  admissible 
si  la  série  du  second  membre  est  convergente.  Dans  ce 
cas ,  comme  elle  satisfait  évidemment  à  Téquation  pro- 
posée, se  réduit  à^^  pour  j:  =  a:o,  et  contient  une  con- 
stante arbitraire  jo»  ^^  sera  nécessairement  l'intégrale 
générale  cherchée.  Si  Ton  peut  exprimer  en  termes  finis  la 
somme  de  la  série  convergente,  on  aura,  en  termes  finis, 
l'intégrale  générale  de  Féquation  proposée. 

Prenons  pour  premier  exemple  Téquation  très-simple 
dy^aydx^     f=-,ajr, 
on  aura 

y.=^jro,   /o=fl'ro,    yr=«Vo,   rr=«%»---> 
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La  série  du  second  membre  est  toujours  convergente  et  a 

pour  somme^o^^)'"'**  5  on  aura  doncj^  =jo  ^^  ^'"'^  ou 
simplement  j*=  Ce*',  comme  nous  le  savions  déjà. 

269.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'étend,  sans  difficulté 
aucune ,  à  une  équation  d'ordre  quelconque  n 

Eneflfet,  chercher  l'intégrale  générale  d'une  semblable 
équation,  c'est,  comme  nous  l'avons  vu,  chercher  une  va- 
leur y  qui  satisfasse  à  cette  équation ,  et  qui  soit  telle , 
de  plus,  que,  pour  a:  =  J^o  9  «He  et  ses  /a  —  i  dérivées  pre- 
mières y^y^j'^t'  •  -^y^"""*^  prennent  des  valeurs  données 
y^^  y\^y^'i'-"i  J."'"^*  Cela  posé,  si  la  série  qui  expri- 
mera cette  valeur  cherchée  Aey  est  convergente ,  elle  coïn- 
cidera nécessairement  avec  la  série  que  l'on  déduirait  de  la 
formule  deTaylor.  D'ailleurs,  de  l'équation  j^f"^==/].  on  dé- 
duira  j("+"=/:.+. [X, y, y, ■/,..,  y(-"],  j("+')=/^„ . . . , 
et  en  faisant  dans  ces  équationjs  x  =  Xq  et  par  conséquent 
r  =/o,  y  =y„  y  =/.7  • . . ,  y^"'^  =y;~'^  on  aura  les 
valeurs  y^\y!!'^^\ .  • .  »  des  dérivées  de  l'ordre  n  et  des 
ordres  suivants,  correspondantes  à  a:  =  0:0  î  on  aura  dès 
lors ,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

^   i.2.3...(/i— i}-^*        ^1.2  3.,.n^'    ^"" 

Ce  sera  l'intégrale  cherchée ,  car  cette  valeur  est  admis- 
sible, puisque,  par  hypothèse,  la  série  du  second  membre 
est  convergente  ;  elle  satisfait  évidemment  à  l'équation 
proposée  ;  elle  prend  pour  x=Xoy  avec  ses  n—i  premièics 
dérivées,  /.  y, j<"~*^, les  valeurs  données  J09  j\i^'")J'r~^^'^ 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  elle  contient  n  constantes 
arbitraires. 
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Exemple  :  Ct>nsidérons  l'équation 


on  aura 


y"  =  fl/,    f  =  af  =à'y,  y"  =  «'/.    X"'  =«y  =  «V. 

rl^ty,,  /';=«*ro,   r;=«y,.   r"  =  «Vo,.-., 

L  1.2  I  .a. 3. 4  J 

■^•'^•L    iT""'    rx^   ^i.a.3.4.5^ 

Les  deux  séries  dont  se  compose  le  second  membre  sont 
convergentes  ;  eUcs  ont  pour  somme 

ro »      ^ 

2  ai  2 

En  ajoutant  ces  deux  expresisions,  on  aura  la  valeur  de  j^, 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  très-simple 


X  =  C^*'  -h  C,e' 


Cette  même  méthode  ,  appliquée  à  Téquation 

x^ly  +  2D,^  +  n^xy  =  o, 
donnera,  pour  son  intégrale  générale, 
C,  sin  nx  -f-  C,  cosizx 

r  = . 

X 

270.  A  la  formule  de  Taylor  on  peut  substituer  la  for- 
mule de  Maclaurin ,  en  donnant  à  Xq  la  valeur  particu- 
lière o  ;  mais  alors  il  faut  bien  prendre  garde  à  la  valeur 
correspondante  que  Ton  assigne  ày ',  car  cette  valeuir  peut 
être  telle,  que  quelques-unes  des  dérivées  de^  deviennent 


TREKTE-NEUVIÈHE    LEÇON.  689 

infinies.^  et  alors  le  dévdoppement  sera  devenu  impôt- 
sible.  Aiusi^  dans  le  dernier  exemple  que  nous  venons 
de  citer,  si  Ton  fait  x^  =  û ,  et  que  Ton  donne  à  y-y  y'  les 
valeurs  ai*bitraîres  j-q  ^J^-»  TApiation 

J»D*  y  -h  2D,  j  -H  n^xy  =  o, 

qui  se  réduit  d'abord  k  ay"  -^  yr\  =  o,  ne  pourrait  être 
yérifiée  qu'autant  que  Ton  supposerait^^  infinie  ^  mais  dès 
IcMTs  on  ne  pourrait  plus  recourir  i  la  formule  de  Madau- 
rin  :  il  faudrait  nécessairement,  dans  ce  cas,  admettre 
que  y\  est  aussi  nul.  Dans  cette  hypothèse,  de  l'équation 

•rBîr  H-  2D,  y  -h  n^xx  =  o, 
et  de  ses  dérivées  successives 

JcDir  H-  4DÎ7  H-  n^xDljr  -f-  2/1'D, j  =  o , 


on  tirera 

x.  —  ^f   r   —       ^  ,..., 


n4  v_  — . 


Or,  le  faoteur  e^tre  parenthèses  n'est  autre  chose  que 

mnx     , 

:  donc 

nx 

sinnx         ^    sin  nx 


Cette  valeur  de  y  n'est  évidemment  qu'une  intégrale 
particulière,    car    elle    ne  renferme  qu'une    constante 
T.  II.  44 
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arbitraire.  Rtais  il  est  facile  de  remonter  k  Tintégrale 
gëHérale  k  Vkiàe  d'une  mëtkbde  que  tious  avons  déjà 
souvent  employée  et  qui  consiste  à  regarder  Ci,  non 
plus  comme  une  eomtatite ,  mais  comiue  une  fonction 
indéterminée  de  x»  Différentions,   en  effet,  la  valeur 

Yi  =  Cl ,  en  remplaçant  C,  par  une  variable  i*t9  et 

exprimons  que  ccttfe  valeur  satisfait  encore  à  Téquation 
préposée  :  nous  trouverons  ainsi ,  toute  réduction  fiiite  , 

Di«,  -+-  2/iD,a,cot/M:  =  o. 

En  posant  D^z/i  =  i^,  cette  équation,  ramenée  au  premier 

ordre,  deviendra 

Dglf  -h  2/zccot/ix  =  o, 

et  donnera 

sin*nx  ' 
et,  par  suite, 

^,,  C  sin  /w:  -h  C"  cosnx 

w 

telle  est  Tiniégrale  générale  cherchée.  Si  l'on  considèrp 

à  part  la  seconde  intégrale  particulière  y^  = ,  on 

voit  que  réellement  sa  dérivée  seconde  devient  infinie 
pour  a:  =  o,  et  qu'elle  ne  pouvait,  par  conséquent,  être 
développée  au  moyen  de  la  formule  de  Maclaurin. 

271.  Souvent,  aux  séries  deTaylor  et  de  Maclaurin , 
on  substitue  les  développements  obten«3  par  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés.  Cette  marche  est  même 
quelquefois  préférable  ^  elle  est  seule  admissible  lorsque  la 
série  qui  représente  l'intégrale  cherchée  doit  renfermer 
des  puissances  négatives  de  la  variable  indépendante  :  on 
fera,  dans  ce  cas, 

y=:jo-f-a.(x-X„)*-f-aa(^-Xor^'-H«3(x-^or"^-h..., 
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ou,'«ii  faisant  ar  —  Xq  ==  Jt,  Af  =  dz^ 

puis  on  déterminera  les  coefficients  itidétaraÛDës  a^,  a«, 
A,,.- «9  et  Texposant  a,  parla  condition  que  la  valeur  de  r 
satisfera  à  Téquation  proposée  et  prendra,  pour  jc  i=  Xo , 
ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusive- 
ment, ieii  valeurs  données  jr^^  y, ,. . . .  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  qu'on  demande  une  valeur  de  y  qui  satis- 
fasse à  Téquatiou 

djr  —  ydx  —  bx^dx  =r  o , 

et  se  réduise  à  o  pour  x  =  o.  En  posant,  comme  tout  à 
l'heure,  ^ 

on  trouvera 

*«•-  a,««*""/  ^[tf,— tf  ,(*4- 1  )]  j5-h[tf ,— *i3(t«-f-a)]»'*'^  '  4* . . . =o. 

Cette  équation  devra  être  vérifiée  quel  que  soit  z,  et 
comme  b  n'est  pas^nul  par  hypothèse ,  il  faudra  d'abord 
faire  a  —  i^m,  a=Bm-|-i;  l'équation  devifpt  alors 

+  [«,  — û[3(w4-3)]z'*+'  -h...  =  o, 

et  entraine  les  équations  suivantes 

b — a,(OTH-i)=:o,     aj — a,(iw  +  2)  =  o, 
a,— «3(fl2H-3)=o,. . . , 
d'où 

b  b 

OT-hl'                      (l7î+l)(/7l  -+-») 
_   b 

b  f  ^  *•  ,  1 

m-hi  L         w+2       (m -h  2)  (w  4- 3)  J 

44.- 
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La  série  du  second  membre  est  toujoms  conveirgeBie^ 
puisque  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  conTerge 
vers  la  Kmite  p,  donc  la  valeur  précédente  dey  est  ad- 
missible et  remplit  toutes  les  conditions,  énoncées. 

DanB  le  cas  particulier  où  m  =  o,  Téquation  proposée 
se  réduit  à  djr  — y^  =  o  >  ©^  l'intégrale  devient 

comme  cela  devait  être. 

Prenons  pour  second  exemple  Téquation  déjà  traitée 

X 

et  faisons  plus  généralement 

y  =  ax^  -4-  bx   +  cx>  -f- .  . .  ; 

il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  a,  &,  ù^d^.,,^  et 
les  exposants  a,  6,  y, . .  «  ^  on  a 

et ,  en  substituant  dans  l'équation  proposée  ,  il  vient 

tfa(«-|-  ija:*""^  -h  rt»fljr*  4-  W(C+  i)a:^~"'  -f-/i»6jr^ 

En  supposant  que  les  nombres  a,  6,  7»«-*  soient  ran- 
gés par  ordre  de  grandeur,  a  —  a  sera  le  plus  petit  des 
exposants  de  x  dans  la  dernière  équation  j  et  comme 
d'ailleurs  cette  équation  ne  pourra  subsister,  quel  que 
soit  X  ,  sans  qu'on  égale  à  o  les  coefficients  des  diverses 
puissauces  de  t,  on  devra  avoir,  avant  tout, 

a«  (tt  -f- 1)  =  o, 
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et  comme  a  ne  peut  être  nul,  il  faut  gue  Ion  ait 
a  =  G,     ou    «  =  —  I . 

Prenons  d'abord  a  =  •—  x .  Les  deux  plus  petits  expo- 
sants qui  vienuept  ensuite  sont  a  et  S  —  2  ;  ils  peuvent 
être  égaux  ou  inégaux  :  s'ils  sont  égaux ,  le  terme 
JÇ(6-|-  i)j:^— *,  ne  pouvant  se  réduire  avec  aucun  au- 
tre, devra  jètre  nul  de  lui-même ,  ce  qui  ne  pourra  être 
qu'autant  que  S  sera  égal  à  o  ou  à  —  i  :  on  ne  peut  faire 
6  == —  ly  car  S  dmt  être  plus  grand  que  a  =  —  1  ;.  donc 
g  =s  o«  On  arrivera  ainsi  aux  exposants  a  et  7  —  2,  qu'il 
faudra  égaler,  car  le  terme  n*  x«  ne  pouvant  5'4yanouir 
séparément,  doit  se  réduire  avec  un  autre  :  il  en  résulte 

y  =    I,     n^a,  +  cy{y  -f-   1)  =  o; 

en  continuant  de  la  même  manière ,  on  trouvera 

i  z=  2y     n^b  -f-  d^{t'  +    i)  =  o, 
1=3,     «'c  4-  ei(i   -I-  i)  =  o, 


Les  deux  premiers  coefficients  restent  indéterminés, 
comme  cela  devait  être,  et  serviront  de  constantes 
arbitraires^  les  autres  seront  donnés  par  les  équations 


1.2*  1.2.3' 

n^a  n^b 


i.a,3.4'    •^  ■"  1.2.3.4.5' 
et  Ton  aura  pour  l'intégrale  cherchée 

'^  \X  1.2  1.2.3.4  J 

\        1.2.3        1.2.3.4  / 
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OU 

jr=ia h*  =  . 

X  nx  X 

Si ,  au  lieu  de  faire  a= — i,  on  avait  faita=o ,  on  aurait 
obtemi,  au  lieu  de  rinlégrale  générale,  1  mtégrale  jparti- 

culîère  j^  =a — — .  Et,  en  effi^,  égaler  à  o  le  plus  petit 

exposant  a ,  c'est  admettre  que  le  développement  ne  con- 
tiendra aucune  puissance  négative  de  la  variable ,  et  que 
la  dérivée  seconde  ne  peut  pas  devenir  infinie  pour  x=o  ; 
c'est  par  conséquent  exclure  formellement  la  seconde  inté- 
grale particulière. 

Exemple,  Considérons  l'équation 

Kr  =  r"  =  ^-^r; 

faisons 

en  substituant  pourj^  et  D' jr  leuvs  valeurs,  on  trouverai 

et  cette  dernière  équation  ne  pourra  devenir  identique 
qu'autant  que  Ton  aura ,  en  désignant  par  a„  et  a„  un 
exposant  et  un  coefficient  quelconques  de  la  série, 

«(•e--i)  =  o,   *„  =  a-f-/n  («-|-!i),   !!«««(««  — i)  =  Aa«^,  : 

ces  trois  équations  .déterminent  complètement  tous  les 
exposants  et  les  coefficients  de  la  série.  On  satisfait  à  la 
première  en  faisant  a  =  ooudt  =  i.AGes  deux  valeurs 
correspondent  deux  séries  distinctes ,  renfermant  chacune 
un  coefficient  arbitraire,  et  qui  toutes  deux  vérifient  l'é- 
quation donnée,  dont  elles  sont  des  intégrales  particu-   - 
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Kères  *,  la  spmiae  de  ces  de\^%  séries  sera  dès  Igra  Tiolégrale 
cherchée,  et  en  désignant  par  C^  C«  deux  valeurs  du 
premier  coefBcient  a,  resté  indéterminé,  on  aura 

'-    '    L'  "^  (/i-h  I)  (/i  +  a)  "^  {n-h  i)(«-h  a)  (2/H-3)(2/i  -h  4)"*"'  '  '  J 

Si  n= — 2,  c'est-à-dire  si  Téquatiou  donnée  étaij 

tous  les  dénominatjeurs  de  la  série  s'évanouiraient  y  mais 
en  remontant  à  Téquation  a,„=a+m(/i4-2),  qui  déter- 
mine un  exposant  quelconque ,  on  trouvera 

»m   =   «> 

et  par  suite 

^   =  (û  H-  a,  +  «a   4-  «3  -h.«.)  **  =  A^î 
cette  valeur,  substituée  dans  l'équation 

D>  =  Ax\ 
donnerait 

«   («    —    l)    4-    ^    =    O,       <   =  i : » 

en  appelante,  a"  ces  deux  valeurs,  et  désignant  par  C,  # 
deux  valeurs  arbitraires  attribuées  à  la  quantité  A  restée 
indéterminée,  on  trouverait  définitivement 

272.  L'équation  du  second  ordre  que  nous  venons  d'in- 
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tégrer  peut  facilement  être  rameuée  au  premier  ordre  ;  it 
suffit  pour  cela,  comme  nous  l'avons  vu,  deposerj^=e^  ; 
on  trouve  en  effet  ainsi  que  Téquation  transformée  est 

c'est  précisément  l'équation  de  Riccati.  Si  l'on  savait  l'in- 
tégrer et  qu'on  put,  par  conséquent,  en  déduire  la  valeur 
de  -c,  on  déterminerait^  à  l'aide  de  l'équation  ^=e^' 
ou  de  la  série 

Réciproquement ,  comme  l'équation  de  Riccati. 
devient 

quand  on  fait 

az 

on  pourra  Tintégrer  au  moyen  de  la  série  trouvée ,  qui 
donnera  jz,  et  par  suite  /,  qui  se  déduit  de>7par  une  simple 
différendation.  L'équation 

que  l'on  déduit  immédiatement  de  Téquation 

n 

en  changeant  x'^       en  x  et  faisant 

Il  ,  /■ 
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est  donc  censée  avoir  été  aussi  intégrée  par  séries.  U  en 
est  encore  de  même  de  Péquation 

y -^ — y^^^^x^ 

laquelle,  en  faisant j^= jTz  ,  devient 

273.  Si  nous  avions  cherché  à  intégrer  directement 
par  séries  Téquation  transformée 

«(m— i) 

nous  aurions  eu  à  rendre  identique  Téquation 

4,«(a~  I  )— iiî(iii—  I  )K"~  V«,[*.(«,— i)  — /w(w— i)]x«»-"^H- . . . 

=  bax*^  -h  *a,d:**  -{-  *«,««•  -f- . . . , 
ce  qui  aurait  entraîné  les  conditions 

a  (fit  — ij  — ot(iw  —  i)  =  o,      tf|i=:«4-ai?f, 
<'«[«•(«• —  i)—  iw  (m  •—  1)]=  ^û;,., . 

La  première  équation  fournit  ppur  a  deux  valeurs 

La  troisième  formule ,  quand  on  y  met  pour  ol^  sa  valeur 
tirée  de  la  seconde,  devient 

fl«[«  («t  —  1)  -h aw (2»i  -Ha*  —  i)  — /iï(m  —  i)]=  *««_!> 

ou  plus  simplement,  fttisque  a(a  —  i) — m(m — i)  =  o, 

2w(2Jw-H2«  — i^«iii=*«iR.,  ; 

on  trouve  dès  lors  pour  l'intégrale  complète  exprimée  en 
séries 
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_p       r  .  _    ^^        »*x<  -r 

^~'    ^         L       a(am-hi)"^a.4(am^i)(im4-3)"*"*'  "J 

L       a(3— 2i?î)     a4(3— 2w)(5— 2iw)  J 

•a 

Les  séries  cpi'on  vient  d'obtenir  ont  cela  de  |«mar- 
quable ,  qu'elles  peuvent  être  sommées  et  remplacées  par 
des  intégrales  définies.  En  eâjpt ,  quand  ^ans  la  formule (S)^ 
page  38, 


Isi 


sin^jrcos'xd!r= 


-h^-^ —    |ain^xcos''"~*x//r, 
^H-f  J 

on  fait 

jp  =  é,     ^  =  m«  —  I,     r  =  am, 

il  vient 


/""-■ 


/i       am«  *        9in**arco8*"    'a: 
0  cps^ûdP  = 


aiw-h  2« 


a/iï  -f-  2«  —  I 

i—  Ain**-'  ô  cos^-^  ô^. 


Si  Ton  prend  o^%n  pour  limitas  des  ii^tégr^es,  la  partie 
intégrée  s'évanouit  toutes  les  fois  que  a  est  une  quantité 
positive ,  ou  une  quantité  imaginaire  \  partie  réelle  po- 
sitive ,  en  sorte  qu'on  a 

Jo  a/ii-f-2#r-?l«/o 

Eq  vpftude  cette  dernière  relation,  l'équa|,ion 

2«  (2/»  -♦-  2  A—  1)  tfWIF  *««-i 

sera  satisfaite  si  l'on  preiMoi 

«.  = ^H __  r »in««-ecos^ 0  de, 

1.2.3    .  .{2r/î—  l)2W   Jo 
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et  par  suite,  en  attribuant  aucoessivement  à  a  les  deux 
valeurs  m ,  i  — m^on  peut  mettre  Tintëgrale  obtenue  sous 
la  forme 

jr=à€^af  r   {  I  H cos*  «  H 5-7  cos<ô-f-...  ]  siii»*"«^rf0 

•/  o   \  1-2  1.2.0.4  J 


or 


i.a  1.2.8.4  1.2.3.4.5.6 

.y——     ,  y^T       .       I     x^ïcoêB       j     —x^ïeùte 

=   OOS.K  —  IJTK  *C08d=-tf  -f--tf  , 

5i  2 

d«B€ 


Cette  exprassiau  peut  se  simplifier  encore,  car  pn  a ,  À 
eause  du  choix  des  limîtçs,  et  ie  h,  pa^ur^  des  fonctions 
sind,  cosd, 

donc 

X^i^  I   e  «iii**-»6d94-C^»-»  I    tf  sin*^"^é». 

Ces  transformations  supposent ,  comme  nous  Tavons 
dit ,  que  a  est  une  quantité  positive ,  et  par  conséquent 
que  m  et  1  —  m  sont  des  QOffibres  positifs,  ou  que  m 
tombe  entre  les  limites  o  et  i  :  si  cette  condition  est  satis- 


v     x^/b  eOB  i 


dB 
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faite ,  Tintégrale  générale  de  l'éqoatiofi 

sera  exprimée  par  des  intégrales  définies.  Quand  «n  est 
égal  à  o  ou  à  I ,  Téquation  se  réduit  k  T^lj  =  by-,  et  Tim 
sait  que,  dans  ce  cas,  elle  a  pour  intégrale  complète 

Quand  on  fait  m  =  - ,  on  a 

Les  deux  constantes  se  confondent  eu  une  seule  5  l'inté- 
grale n'a  plus  la  généralité  qu'elle  doit  avoir.  Pour  db- 
tenir  l'intégrale  complète,  îl  faudra  recourir  à  un  artifice 
de  calcul  déjà  employé  :  on  fera  dans  le  terme  qui  multi- 
plie Cl,    m    =  -,    et  dans  celui   qui  multiplie   €«,  • 

m= f-  e  ,  puis  on  développera  (xsin*6)  par  la  for- 
mule toujours  convergente  qui  donne  le  développement 
de  fl*^«:de  cette  manière,  en  posant  Ci  -H  C,  =  C\ 
C^e  =  C,  et  faisant  ensuite  e  =  o,  on  trouvera 

X=C\/x  f    e  (»-hC*\/x  f   e  l.xsin»^^. 

Si  m  était  plus  grand  que  i ,  on  ne  pourrait  plus  admettre 
la  série  qui  multiplie  (7,  :  ce  serait  au  contraire  la  pre- 
mière série  qu'on  omettrait  si  m' avait  une  valeur  néga- 
tive. Dans  tous  les  cas,  on  obtient  immédiatement ,  squs 
forme  finie ,  une  intégrale  particulière  fi  de  l'équatioix 

^,  m  (m  —  i)  , 
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On  trouverail  la  «ecoude  intégrale  à  Taide  du  procédé  que 
nous  avons  déjà  plusieurs  fois  employé,  c'est-à-dire  en 
fai^nt  y  =  uy^^  et  exprimant  que  cette  valeur,  dans  la- 
quelle la  c#Bitante  est  remplacée  par  une  fonction  de  x  , 
satisfait  à  Téquation  proposée.  On  verrait,  de  cette  ma- 
nière, que  l'intégrale  générale  est- 

r  =  c>.(/^-^c"). 

Si,  dans  Téquation 

-H  C.*— Z^'  ^'^'^  ""'  sin  «— flrfO, 
on  pose  cos  d  =  t,  elle  deviendra 

-f-  C.*'— f '^'  e"  ^{ I  -  fy^di, 


l'ëquation 


^ .  m  (m  — —  I  )  , 


aura  pour  intégrale  particulière 


ou 


X^  =  Car»— '  /         e'^^^{i  —  t*y^dt, 

suivant  que  m  >>  i,  ou  w  <  i. 

La  première  de  ces  intégrations  s'effectue  quand  m  est 
un  nombre  entier  positif-,  ce  sera  au  contraire  la  s^onde 
quand  m  sera  un  nombre  entier  négatif.  Donc,  toutes  les 
fois  que'  m  désigne  un  nombre  entier  positif  ou  négatif, 
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on  a^  sous  fertne  finie,  une  intégrale  J^fticttlière  de  l'é- 
quation ,propo5ée ,  et ,  diaprés  la  formule 


^  =  ^'^'(/jT^"")' 


la  détermination  de  Tîntëgrale  générale  de  cette  même 
équation  se  trouve  ramenée  aux  quadratujres.  L'équa- 
tion de  Riccati  Dj,y  +  ay*  =  Jjc"  se  transforme  d'a- 
bord en  Di j^  =  kyaf'j  quand  on  change  j^  en  —  Dj^jr,  et 
qu'on  fait  ai  =  ft  ;  et  qu'elle  devient  successivement 
^,         2OT._  ,         ^,  m(m —  i)  - 

Dir + —•p,r  =  h,  Dir  — ^-p — •  y  -  *r, 

n 

quand   on   y  change  x*^       en  x^  puis  y  en  X'^y^  et 

qu'on  fait 

n  ^  k 

d'ailleurs ,  si  m  =  d:  n,  on  aura 

an  rp  I  ' 

donc  l'intégration  de  l'équation  de  Riccati   se  ramène 
aux  quadratures  toutes  les  fois  que  n  est  de  la  forme 

— ^.  Nous  retrouvons  ainsi  un  résultat  auquel  nous 
anqz  I  ^ 

sommes  déjà  parvenus  par  deux  méthodes  essentiellement 

différentes. 

S74.  D  est  enfin  une  troisième  [méthode  d'intégi^itièn 
par  séries  cpie  nous  exposerons  en  l'appliquant,  pour 
pluis  de  simplicité,  à  l'équation  linéaire  du  second  ordre 
sans  second  tnetabrc 
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X|,  X|  étant  des  fonctions  quelconques  de  x.  On  peut 
d'abord  ramener  cette  équation  à  la  forme  plus  simple 

il  suffit  en  effet  pour  cela,  comme  nous  Tavons  vu,  de 
faire  j=uz^  et  de  déterminer  u  k  Faide  de  Téquation  du 
premier  ordre 

2Dx«-HXia  =  o, 
om  de  faire 

Beste  maintenant  à  développer  la  valeur  de  z  en  série 
convergente.  Admettons  que  pçur  une  valeur  donnée 
x^  de  x,  z  et  D^z  =  z'  doivent  prendre  les  valeurs  z^, 
^\\  ^o  et  z\  pourront,  dans  l'intégrale  cherchée,  servir 
de  constantes  arbitraires.  Cela  posé,  de  Téquation 


on  tire 


dz 
d^z=zXzdz, 
dx 


et,  en  intégrant  à  partir  de  x^^ 

dz  C  dz         ,       r* 

«'  =   I      Xt^,      Oli     — -  =  «.  -h  I      Xzdx. 

dx         *       J  xo  dx  •       J*o 

En  intégrant  une  seconde  fois,  on  aura 

«  z=ao-|-i',(ar  —  j:©)  H-   I    dx  i   Xzdx^ 
Jxo     */xo 

ou,  en  posant  pour  abréger,  Zq  -f^  z\  (x  —  ^o)  *^  ^ 
2  =  r-i-  I   ilx  J  Xzdx. 

Jxq      Jxq 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  sous  le  signe/,  z 
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par  sa  valeur,  et  qu'on  remplace  i  par  J,  en  se  rappe- 
lant que  toutes  les  intégrales  sont  {prises  à  partir  de  x^ , 
on  trouvera 

z  =  t  ^fdxf  X(r  -hfdxfXzdx)  dx 

=  t  -hfdxf  Xtdx  -hfdxfXiùcfdxfXzdx  ; 

remplaçant  encore  z  par  sa  valeur,  on  trouvera 

z  =  t-hfdxfXtdx  -hfdxfXdxfXtdx 

"^fdxfXdxfdxf  y^dxfdxflizdx  -h. . . 

En  continuant  cette  même  substitution ,  on  obtiendra  la 
valeur  de  z  exprimée  par  une  série  indéfinie  de  termes 
qui  sont  tels  que  chacun  se  déduit  du  précédent ,  en  mul- 
tipliant par  Xctr',  et  intégrant  deux  fois  de  suite,  à  par- 
tir de  x  =  Xq.  Le  dernier  terme  seul  contient  z  ou  la 
fonction  inconnue  qu'il  s'agit  de  déterminer  \  mais  nous 
allons  démontrer,  i*'  que  ce  dernier  terme  décroit  indéfi- 
niment à  mesure  que  le  nombre  des  termes  augmente; 
2^  que  la  série  tout  entière  approche  indéfiniment  d'une 
certaine  quantité  finie  qu'elle  ne  peut  pas  dépasser,  et  dont 
elle  peut  différer  autant  que  l'on  voudra. 

Supposons  en  effet  que  x  croisse  d'une  manière  conti- 
nue dans  l'intervalle  de  x^  k  x,  et  appelons  |,  (^  et  t  les 
plus  grandes  valeurs  absolues  de  X,  z  et  f  dans  cet  inter- 
valle, ou  des  valeurs  plus  grandes,  de  sorte  que  l'on  ait 
toujours  X  <  ?,  ^  <  C»  ^  <  T.  Si  l'on  trouve  pour  ^  une 
valeur  finie ,  il  sera  démontré  par  là  même  que  z  ne 
peut  devenir  infini  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
les  limites  x^,  x.  Or,  puisque  entre  ces  limites  on  a 

Xr  <  ?r, 

on  aura 

flLtdx  </ itdx  ==  |r(  j:  —  x^). 
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OU  sîsaplem^it 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  inégalité  par 
dx  etqu^on  intègre  entre  les  limites  Xq^  X  :  pour  multi- 
plier de  nouveau  par  X</r  et  intégrer,  pour  multiplier 
encore  p^r  dx  et  intégrer  une  troisième  fois ,  et  ainsi 
de  suite,  on  trouvera 

fdxflUxfdxSl^d*  <  «V  (^^, 

SdxS^LixjdxSy^dxSdxSjjtdx  <  |3r  -S^z^L-, 

et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  x^  et  x.  On  a  aussi,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x, 

X*  <  ÇÇ, 
et,  par  suite,  t 

/Xafr  <  SiTjix  =  JÇ  («  —  *.), 

et,  en  général, 

En  substituant ,  pour  chacune  des  intégrales  dont  se  com- 
pose la  valeur  de  -»,  sa  limite  supérieure ,  on  arrivera  né- 
cessairement à  Tinégalité 


a- 
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Cette  inégalité  sera  vraie ,  à  plus  forte  raison ,  si  Vcfik  pro- 
longe indéfiniment  la  série  qui  forme  la  première  partie 
du  second  membre,  mais  cette  série  ainsi  prolongée  a 
pour  somme 

2 

et  cette  somme  conserve  évidennment  une  vaîleur  finie 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x^  et  X]  on 
peut  dès  lors  assigner  une  limite  L  qui  lui  soit  constam- 
ment supérieure.  D'ailleurs,  l'expression 

î  .2.3.  .  .2/2  I  .2.3.  .  .2/Z 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(x~Xo)V/g       (x^Xo)l/ï      {^-Xo)\/i  ix-^Xo))A 

——————  ,  •  .  .  .  , 

12  3  2/? 

décr<9it  indéfiniment  à  mesure  que  n  augmente,  et  peut 
devenir  plus  petite  cjue  toute  quantité  donnée  e ,  quel- 
que petite  qu'elle  soit*,  on  aura  donc,  en  prenant  n  sufii- 
samment  grand, 

et  comme  cette  inégalité  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs 
de  ^  comprises  entre  x^,  or,  on  pourra ,  à  la  place  de  z , 
mettre  sa  valeur  maximum  ^;  on  aura  donc 


OU,  parce  que  e  peut  devenir  aussi  petit  que  ]'on  voudra, 

Donc,  d'une  part,  le  dernier  terme  de  la  série,  qui  est  plus 

.  petit  que  ^e,  décroît  indéfiniment  à  mesure  que  le  nombre 

de  ses  termes  augmente,  et,  de  l'autre,  z  reste  toujours 

inférieur  à  une  limite  fixe  et  finie  L.  Donc  la  série  qui 
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forme  le  «econd  membre  de  Téquation 

z  =  t  -JhfdxjyMx  -^fdxfUdxfdxflMx 

prolongée  à  Tinfini,  «st  convergente  et  a  prëcisement 
pour  somme  Timiégrale  cherchée  z. 

275.  On  peut  aussi  développer  en  série  Tintégrale  gé- 
nérale de  Téquation  Dl  z  =  Xz  de  la  manière  suivante  : 
on  pose 

«  =  «o  -h  a,  -+-  «a  4- .  . .  H-  a«, 

"oj  "ij  "f  5  •  •  •  >  "n  étant  n+  i  fonctions  de  x  qu'il  s'agit 
de  déterminer ,  et  qui  sont  liées  entre  elles  par  Téquation 

=  Xtfo  -H  X«,  -f-  Xa,  H- . . .  -+-  Xa„ , 
ou 

ïDiB  =  2;XM. 

Admettons  encore  que  pour  ar=:  x^^  zetz^  doivent  pren*-  £ 
drè  des  valeurs  arbitraires  z^^  z\ ,  et  que  les  inconnues  Uq, 
Ui, . .  .  vérifient  d'abord  les  équations 

Di«o  =  o,     Diw,  =  XKo,     Diw,  cr:  X«„ . . . ,     DX  =  Xa,K-i . 

Ptiis  intégrons  ces  équations  à  partir  de  Xq,  en  admet* 
tant  que  u^  et  u^  prennent  les  mêmes  valeurs  que  zeXz\ 
ei  que ,  par  conséquent ,  les  équations 

sç  réduisent,  pour  jc  =  j:©  ,  à  i/q  =  Zoi  "'«  =  -^'t  » 

»!  -♦-  «a  -4- . . .  H-  ««  =  o,     a,  -h  «,  4- . .  ■  4-  tt«  =  G, 
supposons  enfin  que  Ton  ait,  pour  x=  Xq, 
«,  =  o,    a,  =l:0,...,    «„  =  o,   «,  =0,    «,  =  o,...,   tt„=ro, 

45.. 
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il  viendra 

«o  =  «o  "4-  «i  (x  —  Xo)  =  tf     tt,  =  fdxfXtda:, 

II,  ^fdxflLdjcJdxfUtdx, 

Ui=JdxflLdxfdxflLdxfdxJlLtdXy,.,y  «4=...,  «„  =..., 

les  intégrales  étant  toutes  prises  à  partir  de  Xq» 

La  valeur  aînsî  obtenue  pour  z  ne  satisfait  pas  propre- 
ment à  Téquation  proposée 

Di«  =  Xz, 
ou 

Dîiio  -+-  D;a,  -h. .  .-f-  DX  =  Xwo  +  Xa.  -h . .    -4-  Xa„, 

«lie  vérifie  seulement  celle-ci 

Di  «o  4- 1>>.  4-'* .  •  -4-  I>X  =  Xtto  -I-  Xff,  -f-, .  •  4-  X«^,  j 

mais  on  fait  voir,  à  Taide  de  raisonnements  tout  à  fait 
semblables  à  ceux  que  nous  avons  employés  ci-dessus, 
1**  que  la  somme  Wq  +  "1  +  **«+•••+  "»  l^^à.  toujours 
vers  une  limite  finie  à  mesure  que  n  augmente  \  %^  que  si 
Ton  prend  un  nombre  suffisant  de  foactions  u^,  t/i, 
z'i»  •  •  •  9  2/„9 . . . ,  déduites  successivement  Tune  de  Fautre, 
Gonmie  nous  Tavons  indiqué ,  le  terme  Xu„  pourra  deve- 
nir aussi  petit  que  Ton  voudra,  et  que,  par  conséquent, 
la  valeur  ^  =  Uq  •+•  «i  +  Ut  + . .  •  +  i4„  vérifiera  alors 
Téquation  Di«  =  X«. 

276.  Pour  suppléer  à  quelques  omissions,  reprenons 
encore  Téquation  du  second  ordre  sans  second  membre 

Dir -hX,D,r +X,^=:o; 

en  faisant  y  =  e^'***,  on  la  ramène  à  Téquation  du  pre- 
mier ordre 

D,2-+-s»4-«X,  4-X,  =0, 

que  Ton  intégrera  par  les  moyens  connus-,  y^  dès  lors, 
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sera  donné  par  la  série 

"^  ^  1,2  1.2.3 

Nous  avons  tu  que  lorsqu^on  connaît  une  intégrale  par- 
ticulière y  i  de  cette  équation,  on  peut  aisément  déter- 
miner la  seconde  intégrale  particulière,  et,  par  suite, 
Tint^ale  générale.  Il  suffit,  pour  cela,  de  poser  y  =  ityx'^ 
on  trouve ,  de  cette  manière , 

Si,  par  exemple,  on  connaît  Tintégrale  particulière 
Y  =  CfX  de  Féquation 

»-^  -'x(lx'-.)°'^+x«(lx-.)  =  "' 
la  seconde  intégrale  sera  donnée  par  l'expression 


^  =  ;,J  ___(&  =  xj  -_^  rfr 


xlx. 

X  ^ 

et  Tintégrale  générale  sera. 

Cette  méthode  s'applique,  ainsi  que  nous  l'avons  dit, 
à  une  équation  linéaire  quelconque.  Il  existe  un  moyen 
plus  facile  de  passer  de  la  première  intégrale  particulière 
a  la  seconde,  et  qui  n'appartient  qu'à  Téqualion  du  se- 
cond ordre. 

Considérons  tes  deux  équations 

Dix  -H  X,  T>^x  -hX,  =  o,  Dîj.  -h  X.D,^,  +  X,  =  oj 
multiplions  la  première  par  /,,  la  seconde  par  j,  puis  ' 
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retranchons-les  Tune  de  Tautre ,  il  yiendra  ainsi 

x^Dix  —  rDir .  -h  x,  (r  .d.  /  —  rD,j^.)  =  a. 

Comme  en  faisant 
on  aura 

Téquation  qui  précède  prend  la  forme  très-simple 

DgU  -+-  X,«  =:  o, 
d'où 

On  saurait  intégrer  cette  dernière  équation,  qui  est  du 
premier  ordre  et  linéaire,  par  la  méthode  ordinaire  ;  mais 
on  arrive  plus  rapidement  au  résultat  en  remarquant  que^ 

le  premier  membre  étant  égal  à  j^J  D^  — ,  on  a 

Xi 

D,^  =  C. i— , 

fi  r, 

et,  par  conséquent, 

Scolie.  L'équation 

met  en  évidence  plusieurs  propriétés  de  Téquation  li- 
néaire du  second  ordre  sans  second  membre.  On  voit 
d'abord  que ,  pour  une  certaine  valeur  de  a;,  j^  et  sa  dé- 
rivée ^xj  ne  peuvent  être  nuls  en  m^e  temps.  ¥în 
ef&t,  s'il  en  était  ainsi,  la  constante  arbitraire  C^  de- 
vrait être  nulle,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  gé- 
néral . 
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On  voit  ensuite  que ,  entre  deux  valeurs  âuocesaives  de 
x^  Xq  et  Xx  y  qui  rendent  yi  nul ,  il  se  trouve  une  valeur 
de  X  qui  fait  évanouir  jr.  En  eflet ,  si  Von  suppose  la 
constante  Ci  positive ,  on  conclut  de  réquation 

que,  pourx  =  x©,  x  =  a:,,jDjpj|  <  O7  «l»  V^  suite, 
que  j-  et  D,j^i  sont  de  signes  contraires^  mais  très-peu 
après  jCq  et  très-peu  avantXi,  D,^,  a  des  »gnes  contraires-, 
donc  il  en  est  de  même  de  jTj  et,  par  suite ,  jr  doit  s'éva- 
nouir an  moins  une  fois  dans  TiptervaUe.  Réciproque* 
nient,  entre  deux  valeurs  successives  de  x  qui  annulent 
jr^  se  trouve  au  moins  une  valeur  de  x  qui  fait  évanouir 
Yf  On  en  conclut  que  si  Ton  fait  croître  x  d*une  manière 
continue ,  depuis  -—  00  jusqu'à  +  00 ,  les  deux  fonctions 
y  et^i  deviendront  nulles  toujours  alternativement.  Par 
exemple,  Téquation 

Di  j  -h  ^  =  o 

a  pour  intégrale  générale 

y  =:  Cl  sinx  4-  C,  cosx, 

et  l'on  vérifie  aisément  que  les  courbes  j  rssiiix  et 
jr  =  cosjc  rencontrent  altéra aâvement  la  ligne  des  ab- 
scisses. 

377.  Terminons  cette  analyse  complète  de  tous  les 
travaux  qui  ont  eu  pour  objet  Tintégration  des  équa- 
tions différentielles,  par  quelques  considérations  sur  les 
solutions  singidières. 

Supposons  que  Téquatien  différentielle 

ait  pour  intégrale  générale 

^{^y  Xy  c,,  c^,  Cs,.     .,   C,)=0. 
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Si ,  entre  les  équations 

F=:o,  D,F=  o,  DîF=  o,  ...,  DÎF  =  o, 

on  élimine  les  n  constantes  C| ,    Ct ,    c, , . . . . ,    c^  y    on 
retrouvera  nécessairement  Técpiation  proposée. 
Ainsi ,  par  exemple ,  Féquation 

I>î  r  -f^  «r  —  ï  =  o 
a  pour  intégrale  générale 

F  =  ^i^  —  I  -f-cos.*V^— (c,  sîn.j?  V^  -h  c»  cos.arl/fl)|/a=o, 
et  Ton  en  tire 

D,F=:tfD,^ — \/a%\n^\/a — (c,  cosjr\/a — c^sin.  j?\/fl)a  =  o, 
DÎF=«D*7--flcoi.arV^4-(r,sinjci/«-4-c,co».xl/tf)iil/«==o; 

or,  de  cette  dernière  équation  ,  jointe  k  la  première^  on 
déduit  immédiatement  Téquation  proposée 

D^j -ha  jr— .  I  =0u 

Cela  posé,  concevons  que  Ton  diiférentîe,  par  rapport 
aux  oonsuntes  c^  ,  Cn  y^»  -  f  c^  ,  lesn  équations 

F=:o,   D.F  =  o,  DîF  =  o,  ...,  D^-^F  =  o, 

et  représentons,  pour  abréger,  par 

Sfl?^F,    2rf   DxF,...,       irf^Dr'F 

les  difTérentielles  obtenues,  on  arrivera  toujours  à  l'é- 
quation proposée  :  sî ,  pour  éliminer  les  consumes ,  on 
emploie,  au  lieu  des  équations 

F=  o,   D,F=ro,...,   D;F=ro, 
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les  équations  nouvellea 

F  =  o,  D,F-+-2U/eF=o,    DîF-f-2:rfcI>*F=  0,..., 

D;F-4-  2d;D;~'F  =  o, 
pourvu  ({ue  Ton  ait 

2rf,F=o,  Zi/cD.F=:o,...,        2:€/cD;-»F=o; 

et  il  réstiltera  de  ce  qui  précède  que  si ,  après  avoir  ëR- 
miné  entre  les  n  équations 

2rf,F  =  o,         2rfeD,F  =0,...,  SJoD;;"'F=o, 

les  » — I  rapports 


de,'     dc^'-'       dc^    ' 

de  manière  à   arriver  à  une  équation  différentielle  de 
l'ordre  n —  i , 

%>  y»  Cx ,  <?,,...,  c„  D,  j,  D*/,. . .  ,  D""»  =  o,, 

on  élimine  de  nouveau  les  n  constantes  Ci,  c,,. . .,  c„ 
entre  ]es  n  équations 

f=o,     F=:o,     D,F  =  o,...,     D^'F  =  o, 

pour  arriver  à  une  équation  dîfférentieDe  de  Tordre  n — i 
indépendante  des  constantes 

X{x,y,  D,j^,...,  D^>)  ==  o; 

cette  dernière  équation  sera  en  général  une  solution  sin- 
gulière de  Téquation  proposée. 

Supposons  ,  pour  fixer  les  idées  ^  que  Ton  ait 

F  =7 ^-  X»  —  CjX  —  ffî—  cjrr  O  ; 

2 
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en  élimiiiantlea  constantes  Ci ,  c,  entre  les  tnns  éqnadoBs . 

F  =  o,     D,ï=:o,     DiF  =  o, 
on  trouvera  ponr  réquation  différentielle 


^  ^  I>ir  —  Dir*—  (Df/-  xDir)*  =  o; 


OQ  a  d'ailleurs 

—  2e/    DxF=— or— —1. 

de 
et  en  éliminant  le  rapport  ^  entre  les  deux  équations 


dc, 
2C,  =  o,       —  *:^ l  =  O, 


on  aura 


enfin ,  si  Ton  élimine  les  constantes  Cu  c, ,  entre  les  trois . 
équations 

f  =  o,     F  =  o,     D,F  =  o, 

on  arrivera  i  l'équation 

qui  sera  une  solution  singulière  de  Téquation 

r—  *»./-+-  -  K  r  —  D*  j^  —  (D,r  —  xDlxY  =  a . 
U  est  facile  de  voir  que  non-seulement  Téquation 


TRENTB-KBVVIÈME   LEÇON.  71S 

sera  une  iul^^rale  aingnlière  de  Féquatioii  différentielle 
mais  que  les  intégrales  successives 


>;<•-•[*»  r>  ^y  ^\  —  >  c(— o]  =  o, 

de  cette  même  équation  x  ==  ^^  seront  encore  des  sdiutions 
singulières  de  Féquationy  =  o.  H  en  résulte  que  la  solu- 
tion singulière  la  plus  générale  contient  au  plus  n  —  i 
constantes  arbitraires  ,  ce  que  nous  savions  déjà. 

n  arrive  quelquefois  que  Téquation  f  =  o  ne  renferme 
aucune  des  constantes  arbitraires  Ci ,  Ci , . . . ,  c„  ;  alors 
la  solution  singulière  ^ = o  se  confond  avec  f = o.  Suppo^* 
sons,  par  ezemide ,  que  Téquation  différentielle  donnée 
soit 

son  intégrale  générale  sera 

F  =  dpy  -h  tfix^  -f-  <?ar  =  o, 
et  Ton  aura 


on  trouvera 


f=5'»'^-i  =  *>' 


Tîntégrale  singulière  sera  ^  « 

I  dr       dx 

en  rint^rant  on  trouvera  une  seconde  solution  singulière 

y  =  c'ir». 
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Si  l'équation  f  =  o  ne  renfermait  que  n-^m  conslanles 

arbitraires  Ct,  c„. . .,  c^^,  pour  arriver  à  la  soluûon 
singulière  il  suffirait  des  équations 

f=o,  DPF  =  o,     D7^*F  =  o,...,  d7*F  =  o. 

Supposons  maintenant  que  Téquation  différentielle 

soit  vérifiée  non-seulemeht  par  Texpression 

X  =  F,  (*,  c,,  c,,. .  .  ,  c«)  =  o, 
mais  encore  par  une  seconde  valeur  de  la  forme 

^-t.|^=:F^(x,c„c^,...,c«)4-f^{^,c,,c„...,c«), 

m  éunt  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  /» ,  et  e  désignant; 
une  quantité  très-petite.  L'équation 

sera  vérifiée  non-s€;ulement  par  les  valeurs 
mais  encore  par 

et  Ton  aura  par  conséquent 

«(«désignant  une  nouvelle  quantité  infiniment  petite  qui 
s'évanouira  avec  e.  Mais  y  =  o  \  donc  ,  en  divisant  par  e  y 
puis  faisant  e  =  o,  on  trouvera 
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Cela  pose ,  ou  le  coefficient  -^-r^  a  une  valeur  finie ,  ou  il 

est  nul.  Dans  le  premier  cas,  Féquation  qui  précède  sera 
de  l'ordre  n  et  donnera  par  suite  pour  tp  une  valeur  ren- 
fermant/i  constantes  arbitraires^  m  sera  alors  égal  à  /i ,  et 
la  valeur  j-  =  F,  ne  sera  pas  une  intégrak  particulière , 
mais  rintégrale  complète  de  Téquation  proposée.  Dans  le 
second  cas,  Téquation  qui  donne  f  sera  d'un  ordre  infé- 
rieur à  n,  m  sera  plus  petit  que  n^  Fi  sera  une  intégrale 
particulière  ou  singuUère,  On  en  conclut  que  dans  le  cas 
où  l'équation  f[x^jr\y^^. .  . , j"^"^]  =s o  admet  des  solu- 
tions singulières,  on  a 

^  =  D,C»,/=o: 

et  comme 

df  =  J^Jda:  -4-  l>jf.x'  ^-r  -h  D//  /'  dlr.  -f- . . . 

on  aura  aussi ,  dans  l'hypothèse  d'une  solution  singulière , 

i)*/^-i>7/r'H-Dr/.r''+...-4-Dj<.-o/.r^"^-+-i>^<--')//»==o, 

et  par  conséquent 
Les  deux  équations 

fourniront,  dams  certains  cas ,  des  solutions  singulières, 
alors  même  que  l'on  ne  connaîtra  pas  Tintégrale  générale. 
Exemples  : 

i°*  Di^  -haar— aV/x»  -4-D,7  =  o, 
ou 

j"  -f-  2ar  —  2V/x»  -f-j'  =  o  ; 
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on  peut  iiiottre/=:  o  sous  la  forme 

de  sorte  que 

en  égalant  cette  valeur  à  o,  on  trouvera 

dy  = —  JP^dlr,  /  =  C,  —  r-î 

cette  valeur  de  y  satisfait  a  l'équation  proposée  et  en  est 
une  solution  singulière. 

d'où  j:»  —  a*  =  o  -,  mai*  si  l'on  mettait  l'équation  donnée 
sous  la  forme 

on  aurait 

et  l'on  tirerait  de  cette  équation  non-settlement 

X*  —  û»  =  o, 
mais  encore 

X»    -f-  ^*    —   fl»    =   o. 

30,    ^'2  _  ^yf  -I-  X  =  o  ; 
on  en  tire 

en  exprimant  que  cette  dérivée  prend  la  forme-,  on  aura 


/"»  —  i 


o,     xy"  -  r'  =  »» 
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d'où  Ton  tire,  en  éliminant  j^", 

y»  — x*=:o,     dy=zxdxy     j- =  C»  H . 

4**.  Enfin 
on  aura 


et  par  conséquent 

*  V^i  -h 7"  —  ay'  =:Of 
d'où 

et  en  éliminant  y  entre  cette  équation  et  la  proposée ,  on 
obtiendra  les  deux  solutions  singulières 

/»  (û'  —  ar»)  —  (a?«  -+.  a*)*  :=r  o,     /»  H-  x»  — *  a»  =  o. 

Dans  tous  les  cas ,  pour  savoir  si  les  intégrales  trouvées 
par  la  méthode  que  nous  venons  de  développer  sont  réel- 
lement des  intégrales  singulières ,  cequ'ily  aura  de  mieux, 
comme  nous  Tavons  déjà  dit ,  ce  sera  de  chercher  si  on 
peut  les  déduire  des  intégrales  générales  en  donnant  aux 
constantes  des  valeurs  particulières* 

Nous  avons  emprunté  cette  méthode  au  Traité  élémen- 
laire  de  CalciJ  intégral  duR.  P.  Carafia,  professeur  de 
Mathématiques  transcendantes  au  collège  romain.  Voici 
comment  le  géomètre  italien  procède  dans  le  cas  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre.  Soit 

/(*%  y>  r')  =  o 

Téquation  différentielle  donnée  que  nous  mettrons  sous 
la  forme 

y'-h(pixy  y)=z'D,y  ^(f>{x,  y)^Oy 
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et  soit 

son  intégrale  générale  ^  en  diiTérentiant  cette  dernière 
équation ,  ou  trouvera 

D,F-f.D^F.7'=:o, 

et,  en  résolvant  par  rapport  à  la  constante  c, 

cette  valeur  de  c,  substituée  dans  F(x,  y^  c)  =  o, 
donnera 

ou,  en  mettant  pour  y  sa  valeur  ^-  y  (a:,  y\ 

F[«,  r,;K(j?.  ri  —  ^)3  =  o5 

cette  dernière  équation  doit  être  évidemment  une  équa- 
tion identique  0  =  0,  et,  par  conséquent ,  Ton  aura ,  en 
différentialLt  tour  à  tour,  par  rapport  à  jr  et  à  j^, 

D,F  +  (D,;t--  D^A:D,^)D;tF  =  o, 
D^F  -I-  (D,A:—  ^i^Xl^j^)lix^  =  ®> 
d'où  Ton  tire 

Mais  toute  solution  singulière  entraine  Téquation 

D^  F  =  o, 

et,  par  suite, 

D^F  =  o; 

donc  elle  entraînera  aussi  les  deux  équations 

et  ces deu^ équations,  ainsi  établies  à  priori,  serviront  à 


TRENTE-NEUVIEME    LEÇON.  ^21 

dëtenniner  les  solutions  singulières  d'une  équation  dif- 
férentielle dont  on  ne  connaîtrait  pas  l'intégrale  géné- 
rale. 

Exemples  : 

xdx  -t-  ydjr  =  djr\/^x^  "^  X*  —  ''% 
ou 

—  r  -F  i/x*  -h  r»  —  «" 

on  a 


-+ 


(*•  •+-  r"  —  «•)•■  (—  r  -^  \/x»+  7»  —«•)* 

Dj.^  = - — ; 

V^x»  H-  j»  —  «-«(—  y  -h  \/x"  -I-  r*  —  fl») 

ces  deux  valeurs  deviendront  infinies,  si  Ton  a 

x*  -h  ,r*  —  <»'  =  o>     •'^*  —  rt*  =  o. 

La  première  de  ces  équations  donne 

xdx  -4-  ydf  =  o  ; 
la  seconde 

xdx:=r.  O  : 

toutes  deux  sont  des  solutions  singulières  de  Téquation 
proposée. 


T.  II.  4« 
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Le  premier  et  le  dernier  de  ces  quatre  systèmes  d'ëq[ua-^ 
lions  sont  également  propres  à  représenter  les  intégrales 
générales  des  équations  données ,  et  admettre  Texistence 
de  l'un  de  ces  deux  systèmes ,  c'est  admettre  que  Tinté- 
gration  des  équations  proposées  est  possible  et  réalisée. 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  système  d'inté- 
grales cherchées  est  représenté  par  les  équations 


('a){ 


C  =  <P3(^.    r/z,...,f,  r), 


que  nous  écrirons  sous  la  forme  plus  simple 

Désignons  par 

u=/{x,    J,   z,..  ) 

une  fonction  déterminée  des  seules  variables  x,  y^  ^y^j 
et  par 

ce  c[ue  devient  la  fonction  ii  quand  on  y  remplace  les  va- 
riables JC,  y,  ^)»  •  «9  1^  p2ir  les  valeurs  arbitraires  Ç,  17, 
J;*, . . .  ;  a°  par  les  fonctions  ft,  fj,  fj, . .  .  -,  U,  ainsi  que  fj, 
ft,  fs^  dépendra  uniquement  des  quantités  Xy  jr^  ^9  •  •  •  9 
f,  T,  et  se  réduira  identiquement,  pour  t  =  r,  à  la  nou- 
velle constante  arbitraire  désignée  par  u.  De  plus,  en 
vertu  des  équations  (ij) ,  on  aura  nécessairement 

/(l,  ,,Ç,...)=/(f.,  f.,f3,...)>     OU     U  =  v. 
Cela  posé,  il  est  facile  d'établir  les  trois  propositions  sui- 
vantes, qui  servent  de  base  h  la  nouvelle  méthode  d'inté- 
gration. 

280.  i*""  Théorème.  L'expression  U=  C,  C  étant  une 
constante  arbitraire,  etU  une  fonction  des  seules  varia- 
bles Xy  y^  z^. ,  .^  t  et  T,  ne  pourra  être  une  intégrale  des 
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équations  données  (D) ,  qu'autant  que  la  valeur  5  =  U 
sera  une  intégrale  particulière  de  Téquation  aux  dérivées 
partielles 

(C)      D/X-hF,D,j-i-FaD,j  -hF3D,J4-...=  o. 

En  effet,  U  =  C  ne  pourra  être  une  intégrale  des  équa- 
tions données ,  qu'autant  que  les  valeurs  de  x,  j^,  z, .  • . , 
tirées  des  équations 

{=fi,      9  =  fa,     Ç=f3,..., 
ou 

X=^.  ({,  »,  Ç,  T,  /),        «ï=^a(  )..., 

réduiront  U,  non  à  une  fonction  de  ty  mais  à  une  con- 
stante arbitraire;  et  U,  d'ailleurs,  ne  pourra  être  réduite  à 
une  constante  arbitraire  qu'autant  que  sa  différentielle 
totale,  par  rapport  à  f,  étant  nulle,  on  aura 

D/U-h  D,UD/XH-D^UD,^H-D,UD,«  -h...=  o; 

ou,  en  substituant  à  Dj  j:,  Dij^  Dj  z, , . . ,  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (D) , 

D,Uh-FxD,U-|-  F,D^Uh-F3D,U+...=  o. 

Cette  dernière  équation  doit  d'ailleurs  être  une  équation 
identique  0  =  0,  car,  sans  cela,  elle  établirait  entre  les 
seules  quantités  x,  y,  ^, . . . ,  «  et  r  une  certaine  relation , 
et  cette  relation  serait  une  conséquence  nécessaire  des 
équations 

g  =  f  ,  ,       V   =  f  a  ,        Ç  =   f3  , 

OV,  cela  ne  peut  être  ,  car,  par  hypothèse,  ces  dernières 
équations  sont  vérifiées  par  des  valeurs  entièrement  arbi- 
traires de  X,  y,  is,...,  ^  T,  et  par  les  valeurs  de  f ,  >?,  ^,... 
déduites  à  l'aide  des  mêmes  équations  des  valeurs  attri- 
buées à  X,  y  y  z, .  . . ,  «  et  T.  De  sorte  qu'il  est  absurde  de 
supposer  que  l'on  puisse  éliminer,  entre  ces  équations. 
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les  variables  g,  >?,  Ç,.  "  P<>"r  arriver  à  une  relation  entre 
les  seules  quantités  JC,  j^,  xr, . . . ,  ?  et  t.  L'équation 

(A)       D,U  -hF,D,U-+-F,D^U-hF3D,UH =  o 

ne  peut  donc  être  en  réalité  qu'une  équation  identique 
exprimant  que  5  =  U  satisfait  à  Péquation  (C)  5  donc 
réellement ,  pour  que  U  =  C  puisse  être  une  intégrale 
des  équations  proposées ,  il  faut  absolument  que  s  =  lJ 
satisfasse  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (C). 

Scolie*   Si   l'on  nomme  u  la  valeur  particulière  que 
prend  la  fonction  f  quand  on  y  pose 

celle  des  intégrales  générales  des  équations  proposées  qui 
seront  de  la  forme  U  =  C  se  réduiront  nécessairement, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit,  à  U  =  v,  et  alors  aussi  la 
valeur  5  =  U  —  u  sera ,  en  même  temps  que  la  valeur 
5  =  U,  une  intégrale  particulière  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles.  Donc,  i^  pour  savoir  si  les  équations  pro- 
posées peuvent  admettre  une  intégrale  générale  de  la 
forme  U  =  C,  il  suffit  d'examiner  si  la  valeur  5  ==  U  ou 
j  =  U  —  V  fournit  ou  non  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  (C)  -,  2°  v  désignant  une  constante  arbitraire  et 
U  une  fonction  des  variables  a:,  j^,  i?,.  •  •>  ^  î^î  ^^^  '* 
propriété  de  se  réduire  pour  une  valeur  particulière  r  de 
la  variable  t  à  une  fonction  donnée  de  .r,  j^,  z. ...,  sa- 
voir, à  u  =y  (x,  jTj  .2, . . .).  Pour  obtenir  celles  des  ex- 
pressions U  ==  u  qui  pourraient  satisfaire  aux  équations 
proposées,  il  faudra  égaler  à  o  la  valeur  de  ^  qui  a  la  dou-^ 
ble  propriété  de  vérifier  l'équation  (C),  et  de  se  réduire  à 
Il  —  V  pour  i  =  T,  ou  bien  encore  il  suffira  d'égaler  à  v 
celle  des  intégrales  de  l'équation  (C)  qui  a  la  propriété  de 
se  réduire  à  u  pour  ?  =  t. 

281 .  2*®  Théorème,  Pour  obtenir  celles  des  valeurs  de 
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la  forme 

{=f.,       ,=f.,       Ç=f3, 

qui  peuvent  former  un  système  d'intégrales  générales  des 
écpiations  proposées,  il  suffira  de  chercher  les  diverses  in- 
tégrales particulières  de  l'équation  (C),  qui  ont  la  pro- 
priété de  se  réduire,  pour  f  =  r,  à  Tune  des  variables 
T,  j,  z 

Ce  théorème  est  un  corollaire  du  précédent;  on  Ten 
déduit  immédiatement  en  remplaçant  tour  à  tour  la  fonc- 
tion y^(x,  j-,  :»,...)  par x,  y^  z,. .  . .  Dès  lors,  sî  Ton 
désigne  par  .y  =  A,  ^  =  ft,  5  =f8, . . .  les  diverses  inté- 
grales de  Téquation  (C)  qui ,  pour  ;  =  r ,  se  réduiront  à 
l'ime  des  variables  x,  y^  z ,  • . . .  On  vérifiera  encore 
cette  même  équation  (C),  en  attribuant  à  $  Tune  des  va- 
leurs 5  =  fj  —  J,  5  =  fj  —  y},  5  =  fa  —  Ç,, . .  et ,  en  éga- 
lant i  zéro  ces  dernières  valeurs  de^,  on  obtiendra,  sons 
la  forme  cherchée,  les  intégrales  des  équations  propo« 
sées  (D). 

282.  3"**  Théorhine,  Réciproquement,  l'intégration  gé- 
nérale de  l'équation  (C)  entraîne  Tintégration  générale 
des  équations  (D),  et  pour  obtenir  les  intégrales  généra- 
les de  ces  dernières  équations ,  il  suffit  d'égaler  à  des  eon-» 
stantes  arbitraires  ^,  17,  Ç,...  les  valeurs  fi ,  fi ,  fs ,  • .  •  de 5 
qui  ont  la  double  propriété  de  vérifier  l'équation  (C)  et 
de  se  réduire  k  Xj  y^  z^. , .  pour  f  =  t. 

Démonstration.  En  efiet,  on  obtiendra  de  cette  manière 
les  équations 

^=rf,=^,  (a:,  jr ,«,...,  r,r),    i,=:f,=^,(     ),    Çrrfa  =(p3(      ),.••, 

en  vertu  desquelles  x,  ^,  z, . . . ,  seront  des  fonctions  de  t 
qui  pour  r  =  t  se  réduiront  respectivement  à  |,  >?,  f,.... 
Cela  posé,  puisque  fi  est  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  (C),  on  aura 

D,f. -^^^Dxf,^-F,D^^-F3D,f,  -f-.  .  =  0. 
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D'aiUeurs ,  eu  faisant  varier  x,  j",  z , . . .  avec  I,  on  ti-> 
rera  de  Téquation  fi  =  | 

D,f,  H-  D,f,D,x  -h  D,f,D,j  -h  D,f,D,»  -+-*..=  o- 

En  éliminant  D^fi  entre  ces  deux  équations  et  opérant  de 
même  par  rapport  à  fs ,  £3 , . . . ,  on  trouvera 

D,f.(D,x— FO-f-D^f.(D,r— F,)H-D,f.(D,z— F3)H-. .  .=0, 
D,  f.  (D,  X  —F,)  -h  D^  f,  (D,r  — F.)  H-  D.  f .  (D,  *  — F3)  -h ...  =0 , 
D,f3(D,a?— F.)-f-P;.f3(D,r— F,)-hD.f3(D,a— F3)-h. .  .=0, 

Si  Ton  combine  entre  elles  par  voie  d'addition  ces  der- 
nières équations  après  les  avoir  multipliées  par  des  fac- 
teurs choisis ,  de  manière  que  toutes  les  différences 

D/x  — F.,     D/j^— F,,     D,a  — F3,... 

se  trouvent  éliminées,  i  Texception  d'une  seule,  etsiTon 
fait 

K  =  D,  f.  D^  f,  D,  f3. . .  —  T>yU  D.  f.D,  £3. ..-h. ... , 

il  viendra 

K(D,x-FO  =  o,   K(P,/-FO  =  o,   K(D,«-F3)=o; 

or  la  fonction  de  x,  j,  jk,...,  <,  représentée  parK,  ne  sau- 
rait être  généralement  nulle,  car  elle  se  réduit  à  Funité 
ainsi  que  D^fi ,  D^fi ,  D.fs ,  pour  f  =  r,  puisqu'alors 

f,  =  0?,     f,=:r,     f3  =  a,...; 

on  devra  donc  avoir  nécessairement 

D,j;  — F.  =  0,     D,/— F,  =ro,     Dr»— F3=0,..., 

ou  enGn, 

D,jc=F,,     D,/  =  F,,     D,2  =  F3»..    ; 

les  équations  f  =  fj,  yj  =  f,,  f  =  f,, . . .  vérifie- 
ront par  conséquent  les  équations  proposées ,  et  seront 
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leurs  intégrales  générales.  Ces  intégrales  d'ailleurs  sont 
telles ,  qu'étant  donné  un  système  de  valeurs  des  variaUes 
jr,  y,  ^9  •••9  ^9  elles  fournissent  immédiatement  les  nou- 
velles valeurs  (,  m^  (^9.-.  que  prennent  les  variables 
dépendantes  pour  une  nouvelle  valeur  r  de  la  variaUe 
indépendante. 

Scolie,  Les  intégrales  générales  des  équations  (D)  étant 
obtenues  comme  on  vient  de  le  dire,  et  représentées 
par  les  formules  (l't),  la  formule  U  =  u,  dans  laquelle 
\i=f{î\,  ft,  fa» .  • .)  désigne  une  fonction  quelconque 
de  f  1 ,  f  1 ,  f  s , . .  • ,  représentera  une  nouvelle  intégrale 
générale  des  équations  (D)  :  et,  pour  obtenir  cette  nou- 
velle intégrale ,  il  suffira,  comme  nous  Tavons  vu  ,  d'é- 
galer à  une  constante  arbitraire  v  celle  des  intégrales  par- 
ticulières de  l'équation  (C)  qui  a  la  propriété  de  se  réduire 
à  u  =f(x,  y,  z,, . .) pour  t  =  t. 

Exemple  :  Supposons  que  les  équations  données 
soient 

{ùc  =  xdt,     djr  =  jrtUy      dz  =:r  zdt^  • .  .  ^ 
on  aura 

F,  =:jr,     F,  =  ^,     F3==2,...; 

l'équation  (C)  deviendra 

|D,*4-a?D,*H- 7D^«-F«D.*H-  ...   =0. 


Les  valeurs  s  =  xe  ,  j  =ye  ,  s  =^  ze  ,  .  .  .  , 
jouissent  évidemment  de  la  double  propriété  de  vérifier 
l'équation  aux  dérivées  partielles ,  et  de  se  réduire  pour 
t  =  t,  à  X,  jr,  z, . . .  -,  les  intégrales  générales  des  équa- 
tions proposées  seront  dès  lors 

OU 

I— T 


x 


=  f  «        y     r  =  1^        7      s  =  ^e         ,      .  . 
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Daiis  ce9 dernières  formules,  Ç,  »,  Ç, . . .  peuvent  être 
considérés  comme  représentant  ks  consUntes  arbitraires 
introduites  par  Tintégration. 

Plus  généralement  :  comme  en  désignant  par  u  une 
fonction  homogène  quelconque  dea:,  j,  r, . . . ,  du  pre- 
mier degré ,  on  a 

le  produit  «e^C-r-O  aura  la  double  propriété  de  vérifier 
l'équation  (C),  et  de  se  réduire  à 

pour  f  =  r  ;  donc  Texpression 

cr=«/('f-0     ou     «  =  «<?*('-'') 

représentera  encore  une  intégrale  générale  des  équations 
données. 

283.  Posons ,  pour  abréger, 

et  servons-nous  du  signe  caractéristique  Sd  s  pour  indiquer 
l'intégrale  définie— J     Fd5  rf«,  de  sorte  que  Ton  ait 

S  étant  d'ailleurs  une  fonction  quelconque  de  a?,  j^,  2 , . . . ,  t. 
On  tirera  dès  lors  de  Téquation 

•"'    ©,U  -HF,D,UH-F,D;.U  -h  FsD.U-f-. . .  =0, 


[*]  Au  lieu  des  notations  Fdj,  Sd^,  qui  indiquent  tout  natureUement , 
il  me  semble,  une  fonction  de  dérivées  partielles ^  et  la  somme  ou  inté- 
{jrale  d'une  expression  composée  de  dérivées  partielles,  M.  Cauchy  a 
choisi  les  notations  Qi,  ^ s.  Il  m*a  été  impossible  de  les  admettre,  à 
cause  de  leur  étrangeté,  et  surtout  parce  qu'en  même  temps  qu'elles  ne 
disent  rien  à  Tesprit,  on  peut  à  peine  les  énoncer. 
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intégrée  par  rapport  à  t  et  à  partir  de  ^=  t, 

U— a-.SDU=  0,       U  =  a-|-SDU. 

Si  dans  le  second  membre  de  cette  dernière  é<piation 
on  substitue  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  à  la  fonction  U 
sa  valeur  tirée  de  cette  même  équation ,  alors,  en  écrivant, 
pour  abréger,  S^U,  SdU,...,  au  lieu  de  SdSdU, 
SdSdSdU,  etc.,  on  trouvera 

U  =  M  4- S  D  tf -+- S  D  U  =  a -*- So  a  4- Si  M -4- S  S  tt  =  • . . , 
et  généralement 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Si  dans  cette  der- 
nière équation  le  terme  Sg  u  décroit  indéfiniment  pour  des 
valeurs  croissantes  de  n ,  la  série  du  second  membre  sera 
convergente ,  on  aura  simplement 

U=  » -♦•  Sp« -h  S^a -h S*«  +  S^a -H. . .  ; 

par  suite,  la  formule  U  =  i;,  propre  à  représenter  une 
intégrale  quelconque  des  équations  proposées  ,  deviendra 

»-hSD«H-Sàa-h  Si«  4-  .  .  .   =»; 

et  comme ,  dans  le  cas  où  S^  désignerait  non  plus  un 
système  d'opérations  à  effectuer  sur  une  fonction  don- 
née ,  mais  une  quantité  véritable,  on  aurait 

I  -+-Sd  -f-S&-hSè  -h  ...  = 


I  —  Sd' 


rintégrale  générale  pourra  être  représentée  sous  la  forme 
symbolique 

u 
!  — Sd  "■  *'' 
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D'ailleurs,  comme  de  Féquation  qui  donue  en  série 
converçente  la  valeur  de  U,  on  tire 

SdU  =  Sd(i*H-Sd«  -hS&tt-hSJa-F  ...) 
=  80»  +  SôaH-SJtf-h  ...  =U  — «, 

il  est  clair  que  la  valeur  de  U,  fournie  par  cette  équatiou , 
vérifiera  la  formule  U  —  u  —  S^^U  =  o ,  et  par  suite  la 
formule  (C) ,  tant  que  la  série  sera  convergente.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant. 
4""  Théorème,  Tant  que  la  série 

a,     Sdu,     Sôa,     Sôa,.    . 
sera  convergente,  la  formule 
(If)  a-f-Soa-+-SàaH-S4a-F  ...  =u  ou  ^-  =  o 

I  —  OD 

est  propre  à  représenter  Tune  quelconque  des  intégrales 
générales  des  équations  (D), 

284.  Lorsque  F,,  Fj,  F,, .•■5  et,  par  suite,  Fj^^  ,  ne 
renferment  pas  explicitement  la  variable  indépendante 
t^  mais  seulement  les  variables  dépendantes  x^  jr,  £f»j 

alors9ensubstituantà5,dansréquationSo<f= —  /    F^^^b, 

la  fonction  u  qui  ne  renferme  pas  non  plus  la  variable  t  y 
on  tire  successivement  de  cette  équation 

SDtt  =  — /  Foa<5^^=  — Fdm  /  rff  =  (t  —  r)Fo», 

t/«r  t/«r 


(r-t) 


I  .9. 

et  généralement 
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En  vertu  de  cette  dernière  équation ,  l'intégrale  quel* 
conque  (I,)  des  équations  (D)  devient 


u 


Fd«*  -h  ^ ^FgjiH-;...  ==o; 


I  .2 

et  comme  dans  le  cas  où  F^  u  représenterait ,  non  plus  un 
système  d^opérations  à  effectuer  sur  une  fonction  donnée, 
mais  une  quantité  véritable ,  on  aurait 

Tintégrale  pourra  être  présentée  sous  la  forme  symbo- 
lique 

(10  ^(^-OFd„^,. 

On  arrive  de  cette  manière  au  théorème  suivant. 

5"*  Théorème.  Lorsque  les  fonctions  Fi,  F,, F,, ...  ne 
renferment  pas  explicitementla  variable  indépendante  f, 
Téquation 

(I.)         „  -f-  -^F^u  -^  ^-77^^- F>  ^. .  .  =  ., 

ou 

e('^"-OFD„_,„^ 

est  propre  à  représenter  une  quelconque  des  intégrales 
générales  des  équations  (D),  tant  que  la  série 

est  convergente. 
Scolie.  Si  des  formules 


'-s^ 


=  0,     <?('^-')Fd^=  ^, 


on  veut  déduire  les  intégrales  générales  des  écpiatîons  (D), 
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présentées  sous  k  forme  $=  fi,  w=f„  ^=£3, .  •  •  >  f ,  ï},  ^ 
étant  ce  que  deviennent  jc,  j^,  ^, . . .  considérées  comme 
fonctions  de  la  variable  indépendante  f ,  quand  cette  va- 
riable indépendante  reçoit  une  nouvelle  valeur  t,  il  suf- 
fira de  poser  successivement  dans  ces  formules 

les  intégrales  générales  des  équations  proposées  seront 
donc  représentées ,  dans  tous  les  cas ,  par  les  formules 


i  —  Sd  I  — Sd  I  — Sd  ' 

et ,  dans  le  cas  où  Ft,  Fj,  F,, ...  ne  renfermeraient  pas 
explicitement  la  variable  f,  par  les  formules 

(I(x))   ^  ou 

1=07  H FdJ?-+-^ ^Fèar-H.... 

1  1.2 

Prenons  encore  pour  premier  exemple  les  équations 

€lr  =  xdty      djr  =z  jrdty      dz  =  zdty 
on  aura 

F.D^-HFaD/*  -h  FaDstt  +...= j:D^  -h  jDj.a  -f-  aD,a  =  Fdic . 

Si  d'ailleurs  on  prend  pour  u  une  fonction  homogène  du 
premier  degré  en  Jtr,  ^ ,  z , . . . ,  on  aura  identiquement 

xDxU-h  jD^a  -4-  zBtU  4-.  ..=  a,      FDtt  =  «, 

et  Ton  pourra  poser  simplement  Fd  =  i;  et  comme  d'ail- 
leurs Fi,  F,,  Fs, ...  ne  renferment  pas  explicitement  t, 
les  intégrales  générales  cherchées  seront 
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285.  Lorsque  dans  l'équation 

F.  D,  5  -h  F,  P;.  j  -H  F3  D,  J  -h . . .  =  Fd  Sy 
on  remplace  5  par  m,  il  vient 

FiD,a  +F,D^a  +  FaD^w  -h. .  .=  Fd", 

et  si  Fi  j  F,,  Fs, . . .  ne  renferment  pas  explicitement  f, 
en  désignant  par  k  une  quantité  constante,  et  choisissant 
la  fonction  u  de  manière  à  vérifier  Téquation 

F,D,tt  H-F,P;rM-h  FaD.M-f-   ..=:^tt, 

on  aura  identiquement 

Fqu  =  Au, 

et  la  formule 

^(^-OFd^^,^ 

réduite  à 

»  =  Il  e^  (t  —  0 ,     ou     u  =:  tt  e^  ('  —  ▼) , 

sera  propre  à  représenter  une  intégrale  générale  des 
équations  proposées. 

Pour  donner  une  application  de  ces  formules,  considé- 
rons les  équations 

dy  =  [a^x  -H  b^y   -h  c^z  -h...)^> 
dz   =  (aix  H-  h^y  -H  C32  +.  ..)^r, 


^19  ^19  ^19*  •  M  ^t9  ^t>  ^19*  •  •   étant  des  quantités  con- 
stantes ,  on  devra  avoir 

et  Ton  vérifiera  cette  équation  en  posant 

u  =z  XX  -^fiy  -H  »«-f-. . .  , 
pourvu  que  X,  fx,  v, . . .  désignent  des  facteurs  constants 
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propres  à  remplir  les  conditions 

6,A  -f-   ^,/*  -h   63F   -h..    =   A^, 
C,A    -h   C^u    H-    ^3»    -1-...=   X-r, 

OU 

(a,  —  *)a  -h  a^fê  -f-  <i3r  -h...=  o^ 
^.A-4-  (*.   —  -*)iu  -h  bjf  -f-...=  o, 

C^X    -h   C^fê    -h    (C3    —    ^)>    -h...=    O, 

r 

desquelles  on  déduit ,  par  Télimination  de  X,  jx,  v, . . . , 
Téquation 

qui  renferme  la  seule  încozhiue  fc,  et  dont  le  degrë  est 
égal  au  nombre  n  des  variables  or,  j^,  z, . . . .  Les  n  ra- 
cines de  cette  équation  fourniront  n  systèmes  de  valeurs 
pour  les  coefficients  X,  jx,  v, .,. . ,  et  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  données  se  trouveront  toutes  comprises 
dans  la  formule 

ou 

Si  aux  équations  que  nous  venons  d'intégrer  on  substitue 
les  suivantes 

dlr  =  [éig« H-  ^,  j  -h  c,«  -f-  .  . .  -h/,  W]  dt,      ^ 


/t(0  »  y«  W'  y»  (Oî  •  •  •  «^^ïït  des  fonctions  ^quelconques 
de  la  variable  t-^  alors,  en  supposant  toujours  la  fonction  u 
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déterminée  par  la  formule  u:=:X:r+/x^4-vz-f-. . .,  choi- 
sissant les  quantités  ^ ,  fx ,  v , . . .  de  manière  à  vérifier  les 
mêmes  conditions  que  ci-dessus  ;  et  faisant  pour  abréger 

j  A/.  (/)-+.^/,(^)-f.,/3(r)4-  . .  .  =/W, 

on  trouvera 

FDa=  Xtt4-/(0,    SDtt=—  r  ^fDudtz=  ^(r— r)»—  T/W  ^^ 
S6  «  =  ^^4^*  «  -  r%  (r-  t)f(t)  dt, 


et  Féquation 

£1 


I  —  Sd 
donnera 


=  a-+-SD«-HS&tf-|-S&aH-...  =» 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


on 

ou  enfin 


T.  II.  -  47 
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propres  à  remplir  les  conditions 


o^X  -h  n./»  -h  «3»  -h.. 

.=    ^A, 

6,A   -h    6,1»   -h    ^3»    -h.. 

=    ^/i», 

C,A    +    c,«e   -1-    C3»   -I-.  . 

.=   k.. 

OU 

(fl,  — -  *)a  -h  a,/*  H-  as»  +..  .=  o» 
6, A -h  (*»  —  ^)^  -H  ^3»  -h...=  o, 
<:iA  -h  c,^  -h   (C3   --   ^)>  +...=  o, 

V 

desquelles  on  déduit,  par  Télimination  de  X,  jx,  v,.  .  ., 
Téquation 

(a,  —  k){h^-'k)  {ci  —  X-)...—  iiA(c3— ^)-.+  ...=  p, 

qui  renferme  la  seule  încorinue  fc,  et  dont  le  degrë  est 
égal  au  nombre  n  des  variables  x^  j^  z, . . . .  Les  n  ra- 
cines de  cette  équation  fourniront  n  systèmes  de  yaleors 
pour  les  coefficients  X,  jx,  v,  .^. . ,  et  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  données  se  trouveront  toutes  comprises 
dans  la  formule 

OU 

Xr -h  MJ  -h  r»  H-. .  .=  (Al-f-^i,  H- .Ç +.  .  O^^''" '^• 

Si  aux  équations  que  nous  venons  d'intégrer  on  substitue 
les  suivantes 

dx  =  [fl,« H-  6, j  -4-  c,«  -f-  . . .  -h/,  [t)]  dt.      ^ 
rfr  =  [«.X  H-  6,/  -h  r,z  -4-  . . .  -h/. (/)]  rfr, 
^  =[a3X  4-  ^37  -+-^32-+-  . .  .  4-/3(0]  ^^ 


/i(0  '  y«  (0'  y»  (0^  •  •  •  ^tant  des  fonctions  ^quelconques 
de  la  variable  t\  alors,  en  supposant  toujours  la  fonction  u 
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dëterminéepar  la  formule  u=X:r + /x^4- vz  -f-. . . ,  choi- 
sissant les  quantités  ^ ,  fx ,  v , . . .  de  manière  à  vérifier  les 
mêmes  conditions  que  ci-dessus  ^  et  faisant  pour  abréger 

on  trouvera 

J  r  Jt 

SJ  u  =        \  '    u-f      A{r-  t)f{t)  dt, 

I  •  2  ut 

«*"  =-77573  «-j.  ■~r^m'^> 


et  Téquation 


=:a-|-SDtt-HSua-l-SDtt4-...  =» 


I  —  Sd 
donnera 

.=.[,+*(,-,)-Ki±=iï-....] 

ou,  ce  qui  revient  au  même , 

on 

OU  enfin 

T.  H.  -  47 
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Les  diverses  équations  que  comprend  cette  dernière  fer^ 
mule ,  eu  égard  aux  n  valeurs  qu'où  peut  attribuer  k  la 
constante  i,  et  par  suite  k  A,  |ijt,  v,. . .,  présentent  le 
système  des  intégrales  générales  des  équations  proposées. 
Si  deux,  trois,. .  •  racines  de  Téquation  en  k  deviennent 
égales  entre  elles,  les  deux,  trois,. . .  équations  corres- 
pondantes à  ces  racines  coïncideront  et  devront  être  rem- 
placées ,  comme  il  est  facile  de  le  prouver  par  Tune  d'entre 
elles,  jointe  à  l'équation  dérivée  du  premier  ordre,  ou 
aux  deux  équations  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre  qu'on  obtiendra  en  diiTérentiant  une  ou  plusieurs 
fois  de  suite  les  deux  membres  de  l'équation  conservée  par 
rapport  à  la  seule  quantité  k. 

Pour  montrer  une  dernière  application  de  la  formule 

=  V ,  supposons  les  équations  (D)  réduites  à  une 


u 


■-Sd 

seule  qui  soit  du  premier  degré  par  rapport  à  jet  et  de  la 

forme 

dX'=:{f{t)  +  xF{t)]di, 

f{t)y  F(i)  éunt  deux  fonctions  quelconques  de  <  :  on 
aura  dans  ce  cas 

F.  =  /W  +  xF(t},     Fd «  =  [/(/)  +  *  F{t)]  ±, 
S D«  =  -£  [/(/)  -4-  X  F(t)]  ^  dt, 
et ,  par  suite ,  en  faisant  u  =  x, 
l=xïi—   r  F{t)dt  +    r  F(t)  j"  F{t)dt.dt~. .  .1 
-/l  /W  ['-/)  F{t)dt+j^F[t)j\t)dt.dt-..^dt. 

F(i)dt,    on 
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et,  parsmle, 

I  —  r  F(t)ét  -h  /'^(f.  r F.t:ik,dt^ 

donc  Tmlégrale  généiale  sera  donnée  par  Téquâtion 

J  T 

Dans  les  divers  exemples  <{«e-noQS  venons  de  passer  en 
rerne ,  la  formule  (I,)  fournit  pour  les  équations  différen- 
tielles proposées  les  intégrales  connues,  celles  auxqueDes 
avait  été  conduit  par  les  diverses  méthodes  précédemment 
on  développées. 

286.  n  est  facile  de  prouver  que  la  formule  e  11 = u 

continuera  de  représenter  une  int^rale  générale  des  équa- 
tions (D),  si  u  devenant  une  fonction  explicite  de  toutes 
les  variables  x^  y^  ^  v  »  '>  o*^  détermine  FdI'>  non  plus 
à  Taide  de  l*équation 

Fd «  =  F, D,«  -*-  F. D^tt  H-  Fj  D,  «  H-..., 

mais  à  Faide  de  la  suivante 

Fott  =  D,tt -»-F,D,tf -f- F,D^M-hF3D,Ji-+- •.    , 

pourvu  toutefois  que  la  série 


I  1.2 


47- 


y^O  CALCUL    INTÉGHAL. 

reste  convergente ,  et  que  l'on  désigne  par  v  la  valeur  de  u 
correspondante  aux  valeurs  ^,  m,  Ç, . . . ,  t  des  variables 
Xf  jy  z, . . . ,  t.  En  effet,  si,  dans  cette  dernière  hypo- 
thèse ,.  on  pose 

I  1.2 

comme  on  aura  généralement 

1.2.3.../I  I.2.3.../I  I.2.i...(/Ï  — l) 

on  en  conclura  FdU  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même  , 

D|U+  F.D^U  H-  F.D^U  +  FsD.U-l-. .   =0. 

Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  5  =  U  sera  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  (C),  et  la  formule 

U  =  »,     ou     «H FdkH-^ ^F5«  H-. .  .  =  !/, 

'  I  1.2 

ou 

sera  une  intégrale  générale  des  équations  (D). 

Au  reste,  on  peut,  dans  la  même  hypothèse,  déduire 
directement  des  équations  (D)  la  formule  e^*^  "~  '^  ^u  =  p, 
à  l'aide  de  la  formule  de  Taylor.  En  effet,  u  étant  une 
fonction  quelconque  de  la  variable  indépendante  t,  et 
des  variables  dépendantes  x,  y  y  ^9  •  •  •  9  liées  à  t  par  les 
équations  (D),  on  aura,  en  vertu  de  ces  équations,  jointes 
à  la  formule  qui  définit  la  fonction  F^ti, 

et ,  par  suite ,  ^ 

w 

du  r=  ¥j)U.dt,     d^u  =  ¥ha.dt\     d^n  =  Fîik.dt^j .... 
D'ailleurs  si  l'on  nomme  v  une  nouvelle  valeur  de  m,  cor- 
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respondantd  à  une  nouvelle  valeur  r  de  la  variable  indé- 
pendante^, la  formule  deTaylor  donnera  pour  les  valeurs 
de  la  différence  r  —  f ,  qui  permettront  de  développer  v 
en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
et  entières  de  cette  différence, 

dt  ^i.idt^  1.2.3  dr  ' 

et,  en  substituant  pour  du^  d^u, ...  les  valeurs  qui  pré- 
cèdent, 

I  1.2  I    2.3 

Pour  vérilier  cette  formule  sur  un  exemple  très-simple , 
concevons  que  les  équations  (  D)  se  réduisent  à 

en  aura 

Fou  =  -{tj)tu  -h  xDgU  -f-  ^D^«  4-«D,i*), 

et,  par  conséquent , 

¥iyU  =   j, 

lorsque  u  deviendra  une  fonction  homogène  du  premier 
degré  ena:,  j,  z, . . . ,  t.  Mais  alors  Fou  éunt  une  fonc- 
tion homogène  d'un  degré  nul ,  on  aura 

FDtt  =  o,     F&a  =  o,     F6««=o, 

et  rintégralc  sera  donnée  dès  lors  par  Téquation  très- 
simple 

T  —  i  u       T  ut 

î  t  t       *  UT 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  réduit  successivement 
la  fonction  //  aux  variables  .r,  y,  ^»»  •  •>  il  faudra  en 
même  temps  attribuer  à  la  constante  arbitraire  u  Tune 
des  valeurs  ^,  w,  ^,...,  et  Ton  obtiendra  ainsi  les  inté- 
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grales  générales  des  écpiations  proposées,  soufe  Iftfprme 

(—  —  - j     —  -—  -,     -  —  -, ...  ^ 
T        V         r        Ç        T 

on  arriverait  directement  à  ces  mêmes  valeurs  en  inté-^ 
grant  les  deux  membres  de  chacune  des  équations 

dm  __dt       df  _dt       dz  ^di 
lc~~7'     ~y~'T^      7  —  7* 

287.  On  pourrait  encore  généraliser  la  formule 

(I,)  »=  ttH FDtt-h^^ ^Ffca-h..., 

i  1.2 

en  j  remplaçant  la  variable  indépendante  £,  et  la  qoan-. 
tité  T,  par  une  fonction  donnée  r  des  variables  x,  y, 
z,...,  f,  et  par  la  valeur  particulière  p  de  r,  correspon- 
dante à  t  =  T.  Effectivement,  r  et  ia  étant  deux  fonctions 
quelconques  de  x,  y,  z,...,  f,  les  équations  différentielles 
(D)  obligent  x,  y^  z,...,  ^,  et  par  conséquent  aussi  les 
fonctions  r  et  ii ,  à  varier  simultanément  \  et  si  Ton 
nomni^  /9  et  u  deux  valeurs  correspondantes  de  ces  fonc- 
tion», \  sera  ce  que  devient  la  fonction  u  quand  la  varia- 
ble r  reçoit  Taccroissement  p  —  r\  or,  en  admettant  que 
V  soit  développable ,  par  la  fornnile  de  Taylop,  en  une  sé- 
rie ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  cet  ac- 
croissement, on  aura,  en  représentant  par 

du 
du  dr 

les  rapports  entre  les  différentielles  toiles  des  fonctions  r, 
du 

d± 

^  P—  y  du       (p  —  r)»      dr  _^ 


I       dr  i.%        dr 
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on  a  d'ailleurs  identiquement 

du  =  Dtudt-i-  Dgtidx-hDjUdx  H-  D^udz-h..  .  , 
et ,  en  vertu  des  ëcfuations  (D), 
^__^___^     _      _  dr 


F.      F,       Fa"  Drr-f-F.D,r-+-F,P;.r4-F3D,rH-  . 

^  du 


D,w-|-F,D,u+F,D^tf  +  F3D,a+...  ' 

donc,  si  l^oû  fait ,  pour  abréger, 

F   ^^P/"+  F,P;,tt-f-  F.D^u  •+>  F3D,tf  4-  ... 
'^  D,r4-F.  D,r  -f- F,  Dj.r -f-FjO^r  -h  . . .  * 

OU  aura  simplement 
on  en  conclura 


dr  dr 

et,  pftr  stûte, 

p  ^^  r               rp  —  r)* 
t=:  «  -h?^ Fou-i-'-!- ^  Fjtf  -f-.  .., 

I  I  .2 

OU 

Ajoutons  que  ces  dernières  formules  représenteront 
une  intégrale  générale  des  équAtions  proposées ,  ttint  que 
la  série 

1  1.2 
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sera  convergente  ^  en  effet ,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 


i.a 


comme,  en  vertu  de  Féquation  qui  définit  Fdu  au  moyen 
de  ret  de  m,  on  a  For  =  i,  et,  par  suite, 

Fp.    ^'        ^     r^u  =  ^^  ^ —  FT'a — S— r — -^  ^0 «» 

I.a.d.../!  ■•2.0.../Z  i.a.o...(/2  ^ij 

on  trouvera  FdU  =  o,  et,  par  conséquent, 

D,U  -h  F,D,U  4-  F,D;.U  4-  F3D.U  -H.  . .  =  o; 

donc  5  =  U  sera  une  intégrale  particulière  de   Féqua- 
tion (C),  et  la  formule 

Cl  =p  u  +  ^-^^  Foa  -h  (^ZLl*Fè«  -h. .  . , 
I  i.a 

sera  une  intégrale  générale  des  équations  (D). 

288.  Si ,  en  supposant  u  fonction  des  seules  variables 
jc,  j^,  ^v>  <^ï^  nomme  Fd M,  Fdw,  Fdm,.--  ce  que  de- 
vient FqW  lorsque  dans  les  quantités  Fi,  Fg,  Fj,...,  con- 
sidérée» comme  fonctions  de  j:,  ^,  ^,...,  f,  on  remplace 
la  seule  "variable  «par  de  nouvelles  variables  t\  f",  ï*,... , 
on  aura  évidemment 

SJ«=   r'F'o/"'F>*"A'=  f  r'F'oFîjAW, 
Sè«  =  —  r  F'n  Tf'i,  r'rludt'dt'dt' 
/     f  F'oFÎ,FS«*VrVr'. 

et  par  suite  Fintégrale  générale  des  équations  (D)  de- 
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viendra 

S.  =  »  —f' F'n ttdt'  +  r  r f; f;^ » dt"dt' 
—  f'f^  rV^roF  jBdf'A"*'  H-  . . . . 
J  *r  J  V  J  V 

Lorsque  les  fonctions  F^ ,  Fj ,  F» , ne  renferment 

pas  explicitement  la  variable  r,  on  a 

Fo«  =  F^  =  F>  =    ...,   F;dF>  =  Fèa,..., 
et  de  plus  y 

-X*  =  -r-' 

Jt  J  T  1.2  J*tJ^J*r  l.a.O 

La  formule  (!)  devient,  comme  cela  devait  être,  la  for- 
mule (I^). 

n  est  bon  d'observer  que,  dans  le  cas  où  l'on  considère 
seulement  deux  variables  a:  et  f ,  et  où  l'équation 
T>iS  -h  F,  D,^  +  FtIV*  -f-  FjD.j  -H  . . .  =  o 
se  réduit,  quand  on  y  fait  5  ==:U,  à 

D,U-4-F,D,U  =  o, 
la  différentielle  totale  de  la  fonction  tJ , 
c/D  =  D,U  A  -f-  D^Udlr, 

se  réduit ,  quand  on  y  substitue  pour  D^XJ  sa  valeur 
—  Ft D,U,  i un  produit  de  la  forme  V  (dx —  Vxdt)^  la 
valeur  de  V  étant  V  =  Dj^U^  donc  la  fonction  U  étant 
déterminée  par  une  des  équations 

U=:a  +  SDK-HSDa  H-Sèa  -h  . .  . , 
U=«-h^-^FDi«-h^^^=^FÔa-h  ,.., 

I  I  .2 

le  facteur  V  =  Dj.U  sera  propre  à  rendre  intégrable  le 
premier  membre  d'une  équation  différentielle  entre  x 
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et  ty  présentée  sous  la  forme  dx  —  F,  A=o  ;  effectî- 
vemcnt ,  Téquation  D,  U  +  Fi  D,  U=  o ,  différentiée  par 
rapport  à  a:,  donne 

D,V  =  D,(-F.V), 

équation  qui  exprime  bien  Pintégrabilité  du  produit 
y(dx  —  Fi  dt) ,  et  qu'on  peut  regarder  comme  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  propre  à  déterminer  le  fac- 
teur V  en  fonction  des  variables  a:  et  f.    *• 

Si ,  à  la  place  des  équations  données  (  D),  qui  sont  du 
premier  ordre,  on  considérait  une  ou  plusieurs  équations 
différentielles  d'ordre  supérieur ,  pour  réduire  celles-ci  à 
n'être  plus  que  des  équations  différentielles  du  premier  or- 
dre, il  suffirait  de  leur  adjoindre  quelques-unes  des  formules 

c'est-à-dire  de  nouvelles  équations  différentielles  qui  se- 
raient elles-mêmes  du  premier  ordre  dans  le  cas  où  Ton 
prendrait  pour  inconnues  non-seulement  x^  y,  z, .  . . , 
mais  encore  quelques-unes  des  fonctions  dérivéeso/,  x", . . . , 

Â  l'aide  de  cet  artifice ,  on  déduira  sans  peine  de  la 
formule 

}iX'\-féy  H-  »z  -h  ... 

kit—t)         ht    r  t    — *!      ^ , 

l'intégrale  générale  sous  forme  finie  d'une  équation  li- 
néaire à  coefficients  constants  avec  un  second  membre 
variable,  c'est-à-dire  d'une  équation  de  la  forme 

D';x  -h  A.DPa:-|-A,D;-*-f-...-hA„_-,D,j:-hA„j:=:T. 
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quakante-uniême:  leçon. 


JOétermiDation  des  limites  entre  lesquelles  les  séries  qai  représentent  Kw 
intégrales  générales  d^an  système  d^équations  différentielles  restent 
eonvergentes,  et  des  erreurs  que  Ton  commet  en  conservant  seulement, 
dans  chaque  série  ^  les  n  premiers  termes. 


289.  D  nous  reste  à  faire  voir  comment  on  peut  s'assu- 
rer généralement  cpie  les  séries  de  la  leçon  précédente 
sont  convergentes,  du  ihoins  pour  des  valeurs  delà  diffé- 
rence t—  T,  ou  T  —  f  suffisammentrappro<^ées  de  zéro, 
et  Goftiment  on  peut  alors  fixer  des  limites  supérieures 
aux  erreurs  que  Ton  conmiet  en  conservant  seulement, 
dans  chaque  série,  les  n  premiers  termes.  Nous  y  par- 
viendrons facilement  à  Taide  de  quelques  procédés  nou- 
veaux dont  Fensemble  a  paru  assez  important  à  M.  Gau- 
chy  poiir  qu'il  ait  essayé  d'en  faire  un  calcul  nouveau^ 
qu'il  a  appelé  calcul  des  limites* 

Soient  r  une  quantité  positive,  6  un  arc  réel,  et  f(x) 
uue  fonction  quelconque  de  la  variable  réelle  ou  imagi^ 
noire  x^  on  aura  évidemment 

D,f(x  H-  A?e  \/^)  z=        ' Dof(j-f-A?g>^^> 

Or,  si  Ton  intègre  les  deux  membres  de  cette  équation  f 
i^  par  rapport  à  r,  et  à  partir  de  r  =*o  5  'à^  par  rapport  à 
9  entre  les  limites  9  =  —  tt,  9  =  4-  tt,  et  si  l'on  suppose 
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que  la  fonction  de  x,  r  et  0,  représentée  par  f  (j:+ne®V^— »  \ 
reste  finie  et  continue,  quel  que  soit  0,  pour  la  valeur  at^ 
tribuée  à  r,  et  pour  une  valeur  plus  petite ,  on  trouvera 

f'^  rDrf(*  4-  re9\/^^)drdB  =  o, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

r^^'f U  -h  re6W''^)rfô  =  f  '^'({a:)dd  =  asr f  («), 
et  Ton  en  conclura 

Si  Ton  diiTérentie  cette  équation  n  fois  de  suite ,  par  rap- 
port i  a:,  on  en  tirera 

piib,  en  intégrant  par  parties  le  second  membre  de  cette 
dernière  n  fois  de  suite ,  on  aura 

L'expression  re^i^"-"  peut  être  considérée  comme  un  ac- 
croissement imaginair^ttribué  à  la  variable  .r  :  désignons- 
le  par  /i,-,  en  sorte  que  Pou  ait  re°  ^-^^  =  A,-,  et  représentons 
par  L  f  (jc  +  A;)  ou  L{  la  plus  grande  valeur  que  puisse 
acquérir  le  module  de  la  fonction  imaginaire  f (j:  +  A,), 
lorsquf!  dans  la  valeur  de  A,  =  re^V^^--^  on  fait  varier  l'an- 
gle Q  sans  changer  le  module  r.  Le  module  de  l'expression 
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sera  inférieur,  ou  tout  au  plus  égal  au  produit  r^'*  Lt^  et 
la  valeur  numérique  de  Tintégrale 

ne  dépassera  pas  l'expression  27r  r'^Lt,  de  sorte  qu'en 
représentant  par  Fînitiale  Mie  module  ou  la  valeur  numé- 
rique d'une  expression  quelconque  imaginaire  ou  réelle, 
on  aura 

;if.f(«)(x)<i.a.3.../tr— Zf, 

comme  on  a  d'ailleurs  généralement 

i.a.3..  .  «r-*s=(—  iyrj>r  .r-«; 
on  aura  aussi 

Jlf  .f(«)  (x)<(— i)"7-D;!  .r-'Zf . 

Cette  équation  subsistera  encore  pour  n  =  o  et  Ton  aura 
M.((x)<iLsj  comme  on  aurait  pu  le  conclure  directement 
de  l'équation 

Les  équations  qui  précèdent  supposent ,  comme  nous  l'a- 
vons déjà  exprimé,  que  la  fonction 

reste  finie  et  continue  quel  que  soit  9  pour  la  valeur  attri- 
buée k  r. 

290.  Gela  posé ,  revenons  i  l'intégration  des  équations 
différentielles,  et  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'ex- 
primer en  série  l'intégrale  générale  d'une  seule  équation 
dx=Fi  dty  dans  laquelle  Fi  =  X  =  9(a:)  est  fonction  de 
la  seule  variable  x.  Si  Ton  désigne  par  u  =/(a:)  une  nou- 
velle fonction  de  x  seule,    l'intégrale  cherchée   sera, 
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comme  nous  Tav^ns  vu,  donnée  par  réquation 

(I.)     /(!)=  „=/(*)  +  {r_OFD/(x)+t^Fè/(;r) 

dans  laquelle  on  aura 

Fd/ W  ==  F,  D,/(^)  =  ^  (x) D,/(x), 

ou,  ce  qui  revient  au  même , 

Fd/(x)  =  ^(x)/'(x); 
on  aura  donc 

Fd/(x)=*(x)/'(*). 

Fè  r{x)  =  [,  (x)]'  /" (:r)  +  ^(x) ^'  (x)/'  (x). 

Fô /(*)  =  [?(*)] VW  +  3[^(x)]»*'(x)/"(x), 

'+  [f  (*)]•  9"  (*)  +  P  W  W  (*)?  /'  (*), 

De  ces  équations ,  joîates  aux  cousidéradons précédentes, 
on  déduira 

M.¥Bf(x)  <  K..  rL^  .  rly, 


Ri  9  Rt,  Rs  •  •  •  •  étant  des  fonctions  de  r  déterminées  par 
les  équations 

—  R,  =  r-»     Dr/-% 

R,  =  (r-')>  D  J  r-»4-  r-'(D,r-')D,r-« , 

—  Ra  =  (^-')3  D^'  r-'  4-  3(r-')>  D,  r-»  D^  r-^ 

4-  (r-')>  d;  r-«  -4-  r-^'  (D,  r-')>Dr  r- , 

et  la  valeur  de  r  devant  être  telle  que  chacune  des  fonc- 
tions/(j:  4- A,),  (f(x.^hi)  demeure  finie  et  continue 
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pour  cette  m^e  valeur  de  r  et  pour  une  valeur  plus  pe* 
tite.  D'ailleurs,  les  valeurs  de  — R, ,  R„  — R,, . . .  sont 
évidemment  ce  que  deviennent  les  valeurs  de  Fq  f  (jc) , 
Fèy  (x),  Fè/(x), . . . ,  quand,  après  avoir  fait 

on  remplace  la  variable  x  par  le  module  r,  et  il  ne  pou- 
vait en  être  autrement^  puisque  dans  le  second  membre 
de  la  formule 

il/.f(")(:c)<(-i)-D:r-.rZf, 

le  coefficient  du  produit rXf  est,  abstraction  faite  du  signe , 
ce  que  devient  f^"^  (x)  quand  ,  après  avoir  posé  f(x)=:jî"% 
on  substitue  r\x*  On  aura  généralement 

( —  i)"  R„  étant  ce  que  devient  la  valeur  de  Fôf  (x),  coi^ 
respondante  aux  valeurs  de  ^{jx:)^f{x)^  données  par  Té- 
quation  y  {x)  =f(x)  =  0:""*,  quand  on  y  remplace  x  par 
r.  Or  on  tire  de  Téquation 

Fd/(*)  ==^(x)D,/(x), 
jointe  à  la  condition  9  (x)  =/(a:)  =  x""*, 

Fè/(x)  =  x-'D.3jr-»  =—  3.5ar-7, 


F«/(x)  =  (—1)*  i.3,5...(!»/i— i)4r-(»«+«); 

on  aura  donc 

R»  =    1.3.5...   (2n   —  1)  r-(»*+0, 
et  par  conséquent 

^•n/W  <   '-3.5...    (2/1 -i)r-  (X^)-X^. 
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Enfin  )  comme  on  a  évidemment 

/         hi r ' 

on  aura  aussi 

3f.F-/(x)<  ..3.5...(2«_,)  [z  ?-Ë+M  Jz^. 

Cela  pose ,  le  terme  général  de  la  série  qui  donne  Tinté- 
grale  cherchée ,  savoir, 

i.a.3...«  'oJW' 
offrira  une  valeur  numérique  inférieure  à  celle  du  produit 

i.a.3.../i        L  *i        J     -^ 

par  conséquent  à  celle  du  produit 

puisque  Ton  a  évidemment 

1.3.5. .  .(2/1 —  1)        a>4«6»  «  -^^ « 

1.2.3.../!  1.2.3... /z 

Donc  les  différents  termes  de  la  série  en  question  offri- 
ront des  valeurs  numériques  inférieures  à  celles  des 
termes  correspondants  de  la  progression  géométrique  qui 
aurait  pour  terme  général  l'expression 

or  cette  progression  sera  convei^ente  si  Ton  a 


I 
1 
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ou 


et  alors,  si  Ton  remplace  Wsomme  de  la  série  pftp  la 
somme  de  ses  n  premiers  termAS,  le  reste  de  la  série  ou 
l^rreur  4K>nimise  sera  inférieure,  abstraction  faite  du 
signe,  à  '  ' 

ni 

Supposons  en  particulier  f  {x)  =  x^  l'intégrale  cher- 
chée deviendra  ^ 

et.le  reste  àfi  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de 
cette  équation  sera  inférieur,  abstraction  faite  du  signe,  à 

^^'^  '    ■^=— ^êrrr  ^('-^*'^- 

ai 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

..9M.   Théorème  i^'.  Supposoui  que  la  variable  t  et  la 

fonction  x  étant  liées  enire  elles  par  Féquation  différen- 

*  tialle^^r  =  f  (x)  dt^  Ton  nomme  ^  une  nouvelle  valeur 

de  la  fonction  x  correspondante  à  une  nouvdle  iKaleur  t 

de  la  variable  t\  ^  sera  développanle  par  la  formule 

I  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 

I  T^ii.  48 

\ 


i* 
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ascendantes  de  la  éiffërencc  r  —  f ,  si  j^  a 


5.(«) 


^        [EH  ^.(r-^,f)<l 


la  valeur  du  module  r  de  A,  =  rje^*^""'  étant  assnjej^  à 
lUfseule  conditiQS(i  que  la  fonction' 9  (x  +  hi)  reoleîinie  et 
continue,  quel  que  soit  Tangle  9,  pour  éette-takur  et 
une  valeur  plus  petite*  Alors  le  reste  de  la  sép^  réduite 
à  ses  n  premiers  termes  sera  inférieur^,  abstraction  dite 
du  signe,  au  produit  [E^'^]. 

Jilms  aussi  une  fonction  quelconque  ie  Ç,  /(f)  sera 
elle-même  dëveloppable  en  tme  série  convergente  ordon^ 
née  suivant  les  puissances  a^nd^ntesdeT — t,  et  la  reste 
de  cette  dernière  série  sera  infërieuir,  abstraction  faite  du 
signe ,  au.  produit  (Ei),  $î  la  valeur  du  module  r  est  as- 
sujettie à  la  double  condition  que  les  deux  fonctions 
/(^.  ■+-  Ai),  <p  {x  -j-  hi)  demeurent  finies  et  continues 
quel  que  soit  Tangle  0  pour  cette  valfpr  de  r  et  pour  une 
valeur  plus  petite.  Il  esfftvantagi^ux  de  cho4#r  le  m(^ulc 
r  de  hi  de  telle  sorte  que  la  limite  assignée  pour  tk  i^odule 
de  r  —  t  devienne  la  plus  grande  possible.  On  y  parviendra 

en  réduisant  la  quantité  L  -^-7 — ^  à  la  plus  pelAl^  valeur 

qu'elle  puisse  acquérir.         ^ 

Pour  montrer  sur  un  eicemple  très-simple  une  apîJk: 
cation  des  formules  qui  précèdent ,  concevons-que  Téqtla- 
tion  dxzszcf  (x)  clt  se  réduit  k  dx  =  x*'  dt^  a  désignant 
une  coi^tante  positive.  Si  Ton  suppose  x  posit^ ,  afin 
que  (f  (jç)  =  x"  soit  toujours  réel ,  l'expression 

ne  restera  continue  pour  des  valeurs  fractionnai ros  ou 
irrationnelles  de  l'exposant  a  qu'autant  que  l'on  aura 
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r  <J?  :  on  aura  alors 

La  pliâ  jj^lile  valeur  que  pwisse  acquérir  ^ette  dernière 
quantité)  «u  égard  à  là  cgudkîon  r^C  jr,  sera ,  i^  si  Ton 
suppose  a<^i^  la' valem*  qui  correspond  à  r=t=:rf,  savoir, 
r*  «:*"■*  'y  a°  si  l'on  suppose  a  >>  2,  la  vateur  qui  corres- 
pond À  la  for^l^e 

« 

D,.^^ =0,      ou     r=a , 

savoir^ 

a- 

X'-': 


(«--r- 


donc,  en  vertu  du  théorème  premier,  |  ^r  daignant 
deux  valeurs  corre^ondântes  des  variables  xe(  t  assujet- 
ties à  vérifier  Téquation  d'x=:3^dty^  sera  développable 
en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  diffiârence  r  —  t^  tant  que  la  valeur  nu- 
mérique de  cette  diU^ncé  restera  inféri^ur^  à  la  moidé 

du   rapport  -^— ;^,  si  Tona  a<;2^  et  àlamoitK  du  wip- 

port  ^ — : — ^—  si  Ton  a  a  ">  2.  Or,  eil  effets  on  lire  de 
l'équation  d^  =  3t:^  dty  intégrée  directement , 

et  la  puissance  [i  — (a-^  i)^*"*  (r  —  f))'  ~  ^  sera  déVe- 

loppàblë  en  une  série  convergence  ordonnée  suivant  ^es 

«  .  puissances  ascendantes  de  la  diflérence  r  —  I ,  si  la  val«iil* 

\  numérique  de  cette  difTt'rence  est  inférieure  à  celle  du 

48.. 
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rapport  .   .■>;. .D'ailleurs /il  eat  clair  tftie  ce  dernier 

rapport  surpassera  toujours,  abstraction  faite  du  signe > 
le  rapport  ~ — ^3:^ ,  et  à  phis  forl^  raî^u  sa  moitié,  si  roj* 

suppose  a  <  a-;  le  rapport  ^ — i  ^ j^  ,  et  à  plusferte  raison 
sa  moitié,  si  Von  st^pose  a^%.  En  eflct,  on  aura  dans  la 
preqnière  hypothèse^  M. *{>  i  >  ~  ^  et  dani^a  se- 
conde, a"  >  (i  — aV*  — ' —  >  ^''"^^    .  Donclethéo- 

rème  premier  se  vérifie  à  l'égafd  de  Féquatlon  ii^=zx^dl  : 
et  même  il  résulte  de  ce  qu^on  vi^nt  de  dire  que ,  pavrr 
une  équation  différentielle  de  cette  forme ,  on  obtiendra 
encore  une  limite  supérieure  à  la  valeur  numérique  que 
la  différences  —  i  peut  acquérirsi  à  la  formule 


on  substitue"  '■ 

:     .M.{T-t)  = 


^  0  (^  +  à,)  ' 


Ai 

Cette  remarque  s'applique^  pareillement  aUx  équations  dif- 
férentielles 

« 

dx  =  oT'dt^     dla?  =  <?«  <*,     dx  =:  er"  dt,.,.^ 

dont  il  est  facile'de  calculer  directement  les  intégrales. 

29S.  O>ncevon5  à  présent  que  dans -le  second  membre 
4e.réquatiou  dx  =  Fidty  Fi  soit  à  la  fois  fonction  de  x 
et  de  Jf,  en  sorte  qu'on  ait  Fi=f  (x,  t).  Alors  l'intégrale 
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$era  fommie  par  la  formule 

dans  laquelle  on  aura  '  « 

ro/w  =  f(*,  e)f(x),   r^  /(.r) = f(x,  f '')/'  (x), 

et,  par  suile, 

1WH=^  f(^,  0^(*,  ^")r'W-hf(.r,  /')l>xf(^,  ^'0  •/'(*), 

F'onFS/w^fc^»  ^')f('.  of(^,  o/n^) 

D^auire  'part ,  comme  dans  les  intégrales  définies  les  va- 
fiaUes  t\  t'\  <"',..•  devront  rester  comprises,  la  première 
entf^  les  limites  t  et  f,  la  seconde  entre  ks^mites  r  et  t\ 
la  troisième  entre  les  limites  t  et  ^ ",.••>  î^  ^^^  clair  que  ces 
variablies  reiteront  toutes  comprises  entre  les  limites  r  et 
t  ;  d'où  il  suit  que  chacune  d'elles  pourra  être  représentée 
par  une  expression  de  la  forme  «  -f-  s  (t  —  ^),  e  dési- 
gnant un  noi|ibr^  renAsmé  entre  les  limites  o,  i .  Cela 
pos^,  si  l'mi  r^résente  encore  parZf  la  pli^  grande  va- 
leur que  puisse  acquérir  le  modul*  de  la  fonction  ima§î- 
naîrei  f  [a:  +  A^,  f  +  e  (t  —  01>  lorsque  dans  A,  oa  fait 
varier  Fangle  Ô  sans  changer  la  valeur  de  r,  ni  celle  de  i\ 
si  d'aillemrs  on  nomme  e,„  celle  àm  valeurs  de  e  pour  la- 
qudi^le  mddule  £r  dcfvîent  le  plus  grand  pi^HiîMe,  et  n 
un  ilombrc  entier  €{uclœnque  *,  on  tirera  succcsrivomcnt 
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de  la  formule  M.  f  «^  (x^  <  (—  i)"  D:  (r"')  r  L, , 
il/.D;f(x,  r')  <  (—  i)»D;(r-')rA, 
iW.D- % ,  *")  <  (-  !)■  D»  (r-)'i'» 
Af.IÇf(*,  r)<  K  i)"D;(r-')rI^; 

puis  de  ces  dernières  formules  on  conclura,  en  dési- 
gnant par  Lf"  le  module  maxinuifn  maximorunij  et  par 
Ri,  R|,  Rs,...  les  mêmes  fonctions  de  r  que  ci-dessus^ 

*.F'oFÎ,/(x><R..rX;".r2,^, 


D  fallait  nécessairement  que  les  coefficients  Rj,  R^,  Rs).-. 
conservassent  les  mêmes  valeurs  que  précédemmany^  car 
lorsqu'on  réduit  la  fonction  f  (jp,  t)  à  f(x),  les  dernières 
j^rmules  doivent  coïncider  avec  celles  que  nous  avons 
déjà  obtenues ,  ^  cela  arrive  effectivement,  mais  89usia 
•pndition  que  les  talêurs  de  Ri,  R»,  Ra,. . .  restent  les 
mêmes  dans  Ies.d^ux  systèmes  de  formules.  La  valeur  gé- 
nérale de  R„  restant  la  mèiAe,  on  aiira,  pour  une  valeur 
quelconque  ^  m^  '   - 

ilf.F;FÎ,F-...Fl;y(4:}  <  1.3.5. .  .(2ii--i)r-(£«-iJ^, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Donc  le  terme  général  de  la  séijie  qui  doniie  Tintégrale     * 
■■  cherchée  ofirira  une  valeur  numérique  infériteure  à  celle 

du  produit 
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et,  à  plus  fortà'raisQii ,  a  celle  du  produit 

donc  enûn  la  séde  en  question  sera  coi|vergcnte  si  Ton  a 

et  Alors,  le  reste  de  la  série  réduite  à  ses  n  premiers  tCL- 
mes  offrira  imp  valeur  numérique  inférieure  au  produit 

Il  e$l  important  d'observer  que  le  module  r  de  Vi,  doit 
être  tel  que  diacune  des  fonctions 

demeure  ânie  et  continue  quel  que  soit  Tangle  0,  pour 
la  valeur  attribuée  à  ce  naodule,  et  pour  une  valeur  plus 
petite.  Il  sera  d'ailleurs  avantageux  de  choi^r  ceinème 
module  de  tAe  sorte  que  la  limite  assignée  par  la  for-^ 
mule  (Ç[  )  à  la  valeur  numérique  de  r  —  t  soit  la  plus 
grande  possiUe.  Si  Fou 'pose  en  particulier /(x)  =  x, 
rintégrale  deviendra 

(    '         ~J  J    J     Vd^S ***'*"'*  +.•••' 

.«t  Le  reste  de  la  série  comprise  dans  le  second   meniLir 
de  cotte  formule    sera    inférieur,   abstraction   faite    du  ^ 
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signe,  à  '      n        *'      . 

On*peut  donc  énoncer  U  proposition  suivante* 

293.  2""  Théorème.  SupposQns  quelt  vàrîaUe  t  et  la 
fonction  ir  de  cette  variable  étant  liées  entre  elles  par'f  ^ 
quation  différentielle 

on  nomme  |  tme  nouvelle  valeur  de  la  fonction  jr,  ^^l|^ 
respondante  à  une  nouvelle  valeur  r  de  la  variable  'S^ 
sera  développable  par  la  formxde  [f^  <'^]  en  série  conver-' 
gente.  Si  Téquation  (ÇJ  est  vérifiée,  c'estrà-dire  si  la  var  *" 
leur  numérique  de  la  différence  T  —  f  est  inférieure  à 
celle  que  détermine  Téquation  ^ 

(r-  t]L r—  -  î, 

k  valeur  du  module  r  de  A,*  étant  assujettie  à  la  seule 
condition  que  la  fonction  ({x  +  /ï„  t  +  e(r  —  «)]  de- 
metu*e  finie  et  continue,  quel<pie  soit  Tangle  0,  pourcetle 
valeur  de  r  et  pour  une  valeur  plus  petite.  Alors  le  reste, 
de  la  série  réduite  à  ses  n  premiers  thermes  sera  infé- 
rieur ,  abs^action  faite  du  signe ,  au  produît*[Ei'^ .  Alors  * 
aussi  une  fonction  quelconque  de  f ,  dés^ée  par  y*(Ç), 
sera  elle-même  développaMe,  par  la  formule  (1',),  en  U3a^ 
série  convergente ,  et  le  reste  de  cette  série  sera  inférieur, 
abstraction  faite  du  signe,  tiu  produit  (E',),  si  le  module  r 
est  assujetti  à  la  double  condition  que  les  deux  fonctions 
/(x  +  A,),  f [or  +  hi,  t+  e(r  —  «)],  demeurent  fi- 
nies et  continues,  quel  que  soit  Tangle  6,  pour  la  valeur 
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attribuée  à  ce  module,  et  pour  une  valeur  plus  petite. 
Pour  montrer  une  application  des  formules  qu'on'vient 
d'établir  9  concevons  que  Féquation 

dx   =r    f{x,    t)dt 

«e  r^dui^  à  ' 

dx  =z  (x  -h  tydt^ 

a  désignant  une  quantité  positive  quelconque.   Si  Ton 
suppose  or  +  f  positif,  afin  que  î{x  +  £)  soit  réelle,  et^ 
T  <;  t,  la  fonction 

Be  restera  continue  pote  «  ^=  o ,  qu'autant  que  Ton  aura 

-   r  <  «  -h  X; 

alors  on  trouvera 

X[ar-|-  A,-4*r-|-i(r  —  /)]«  =  [x -f- r  H- ^+ i(t  —  r)]-, 

et,  en  nommant  e„  la  valeur  de  t  pour.laquelle  cette derr 
nière  expression  devient  la  plus  grande  possible,  on 
aiM'a  «1»=  I, 

-  \x^hi^  t-^-  %n,{r  -^  t)Y       (xH-r-i-r)- 
hi  r 

La  plus  petite  valeur  que  puisse  acquérir  cette  dernière 
quantité,  eu  égard  à  la  condition  r  <  j:+  f,  sera  celle  qui 
'correspond  à  r  =  ar  +  f ,  savoir, 

X  -ht  ' 

1,  .     •  ,    .  X    -h     T  ^ 

QU  celle  qui  correspopd  a  r  =  — — ; — ,  savoir , 


(«-■r 


jfiû  *  CALCUL    INTÉGRAL. 

X       f       f 

suivant  que  a?  •+•  i  sera  Itiférieur  ou  sup^^eur  à  — — — , 

c'ast-à-Ilirc  ,  en  d'antres  termes ,  suivant  que  le  uontbre  a 
sera  inférieur  ou  supérieur  à  Tetpresâon 

X    -^    T  *  T    t  »  .         . 

I  H =  2  H . 

X  -\-  t  X  4-  f 

Si,  pour  fixer  les.  idées,  on  suppose  le  nombr^a  inférieur 
à  2,  il  sera  inférieur,  à  plus  forte  raison,  à  Te^ression 

2  H ,  et,  en  remplsfçant  dans  la  formule  , 

V  —  V^ TT —  T» 

le  coefficient  de   t  —  t  par  Je  produit  ^ — ,  on 

réduira  cette  formule  à 

(r -- ^)(2x-4- r  +  r)- —  l(x  H-r).   ' 

Cettâ  oquajâo^  es|  ^évidemment  vérifiée  par  une  valeur 
positive  de  t,  comprise  entrp  Jcs  limites  r  =  /,  t  =  od, 
qui,  substituées  dans  le* premier  membre,  le  rendent 
successivement  nul  et  infini.  Il  y  a  pWs  ;  comme  on  a 
généralement 

(2x  +  r.  -h  t)"-*-'  —  (2x  -f.  ^tyt^ 
a  H-  1 

=  r  (2x4-r  +  r)»^r  <  (t— r)(2x4-r4-r)«;   •* 

il  est  clairqHe  la  valeur  de  t  ,  propre  à  v^;:ificr  la  formule 

(r  — r)  (2X-I- r -h»- =  |(x  4- 0, 

sera  inférieure  à  celle  qui  véri^  la  condition 

^2x  -h  ^  -4-  tY^'  —  (2x  -h  '>.iY^'  _  ,  ,    _^  ,x 
■ ■  ■ -ïK^  4-  fy, 
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c'est-à-dire  à  la  limîfe 
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doBC  elle  sera  comprise  entre  t  et  "cette  dernière  limite  « 
ee  qui  ii^rmettra  de  la  calculer  facilement  pour  chaque 
système  de  yafeurs  attribuées  aux  variaUes  x  et  t.  Or , 
pour  la  valeur  de  xj  ainsi  déterminée,  la  série  qui  donne 
la  valeur  de  Ç  ou  l'intégrale  ch^chée  deviendra  coWer-i. 
gente  et  offrira  \m  reste  inférieur,  abstraction  faite  du 
fligne ,  à  l'expression  [E  '^],  ou,  ce  'qui  revient  au  même,  â 


r^o- 


x-^  t 


x-h  t 


■(ax- 


•Oonc  cette  série  fournira  l'intégrale  générale  dé  Téqua- 
tioft  dir  =  (ar  +  tydtj  et  l'on  pourra  dire  combien  de 
teinnes  on  doit  conserva  dans  le  second  membre  de  cette 
formule ,  pour  obtenir  la  valeur  de  ^  avec  un  degré  donné 
d'a|ipr6f3diiiation.  Ces  conclusions  subsistent  quel  que-^oit 
le  nombre  désigné  par  a.  Toutefois,,  dsHis  le  cas  où  ce 
nombre  devient  considérable ,  il  est  avantageux  de  rem- 
place^ le  coefficient  de  t  —  f  dans  l'expression 

non^  par  ^^ — = ^,  mais  par  le  prodmt 

*Ka  opA'ant  ainsi ,  on  obtient  Téquatîon  * 

(a  —  iV»-» 
'{r-  r)  (.r  4-  r)-'  =i^       J       , 
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qui  fournit  pue  valeur  de  r  infitriem»  à  celle  qui  vérifie 
la  condition 

â =*" ?~' 

p«r  conséquent  une  valeur  de  r  inférieure  à  la  limite  ' 

â- 

i 

r  =  (x  4-  ^)[n-  i(i  -  ^  J"<x  ^-  tr-J^  X. 

La  valeur  de  r  en  question  surpassera  notablement,  si  - 
a  devient  considérable,  celle  qui  vérifierait  Téquation  . 

^  une  valeur  plus  petite ,  mai|  supérieure  à  f ,  rendra 
convei^nte  la  série  qui  donne  la  valeur  de  Ç.  Ajoutons 
que  le  reste  èe  h  même  série  sera  inférieur,  abstraction 
fi^te  du  signe ,  au.  produit 

294.  Cette  déternùnatioii  des  conditions  de  conver- 
gence et  des  limites  de  la  série  cgai  dcmne  Fihtégralc 
cRerchée,  peut  être  facilement  éiendue  i  un  système 
quelconque  d'équdtions  diâérentielles  entre  une  variable 
indépendante  t  et  d«s  fonctions  x^y^  z^.,.  ^  OOR  mêmes 
variables.  En  effet,  soit  £(T^y^  ^j---)  une"  fonction 
quelconque  des  variaUes  réelles  ou  imaginaires  a?,  jr, 
z, . . . .  Soient d^ailleurs  x,,  j^^,  Z/,..*  des  vartaMei  imagi- 
naire dont  les  modides  soient  rel|)ecti vement  r,  r\  r" ^ . .  «^^ 
en  sorte  qu'on  ait  *■ 
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ô', 'Ô",  Sry.,.séisLul  des  arcs  réds^  et  suppoaons  les  mo- 
dules r',  r",  r**,...  çhoism  de  manière  que  la  fonction 

reste  finie  et  continue  quels  que  soient  les  'arcs  ff^  ô", 
^,...,  pour  les  valeurs^attiûbuées  à  ces  modules ,  ou  pour 
des  valeurs  plus  petites;  on  tirera  successiyement  dp  la 
formule 

j,  r,  z,...)z={jej        f (x  +  Xi,  j,  2,  . .  .)û», 

1*+^.»  r-f-j^  Z, ...)  =  —  r'*^f(«4-Xf, 7-f-r.-,  ^-f-^Jw)^»      "    " 

et,  par  conséquent, 

p-Ht  r-^  /-4-T     ^^  ^  d6'  dû''  dO^ 

En.  désignant  par  m\  rn\  m*,...  des  nombres  entiers 
qiiQleonques,  on  tirera  pareillement  de  la  formule 

f («) (^\ -  i^'^^'-n  p-'-^a»^. ^^/zr,  f (^  +  nK>V''=T) d©* 

I  1.2...Wï'  I.2...ot"     1.2..-^*'  TT 

I  en  posant  -_j^.— j^;-.     ^^     =  K, 

puis,  en  indiquant  par  la  notation  Zr  la  plus  grande  w- 
leur  que  puisse  2|cquérir  le  module  de  la  fonqcion  imagi- 
naire f,  lorsque  dans   x/,  y^,   'Si>>..  on  fait  varier  les 
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angles  6',  9",  0  "',.••  9  ^i^  changer  les  modules^',  r^,  r^?  -  •  •  9 
on  aura 

ou,  ce  qui  revient  au  même  ,  ^ 

* 
Cette  dernière  formule  subsiste  lors  même  que  les  noBi- 
bresm',  m\  m**,...,  ou  quelques-uns  d'entre  eux,  se  ré- 
duisent a  zëro.  Il  est  d'ailleurs  une  remarque  importante 
à  faire,  c'est  que,  pour  obtenir,  au  signe  pi^èK  1^  second 
mèm]^re  de  la  dernière  in^alité,  il  suffit  de  preadre 

puis  d'efTectuer  les  dilTérentiations  indiquées  par  la  nota- 
tion D^j+;"''+'"''+-f(x,j,  -s,...)?  c'est4-dire  de  difiërentier 
f(jc,  y,  -Zj-O»  '^'  ^"^*^  P^''  rapport  à  x,  m"  fois  par  rap- 
port à^,  mT  fois  par  rapport  à  z,...,  coi|f3iie  si  R  dési- 
gnait «me  constante  ou  une  quantité  indépendante  de  pea 
-variables,  sauf  à  po^er  aprèi  les  différentiations  eilect^iaes 
B.  êij  Zf ,  et  hors  de  la  fonction  R,  x  =  r'  ,  j^  ==:  r*  , 
z  =  r   , ^         . 

29S.  Considérons  maintenant  un  système  4[||^uations 
différentielles  de  la  forme 

*dx  z=F,dt,     dy  =  ¥^dt,     d^=z¥zdi, 

«       • 
Si  Fi,  Ff,  Fs,...,  sont  des  fonctions  des  souks  variables 

j*,  y^  ^, . . . ,  en  sorte  qucTon  ait 


.^ 
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et  qu'on  désigne  par  u=/(ir,  ji^  ^5».-)  une  nomreHe 
fonction  de  ces  mêmes  variables,  une  intégrale  des  équa- 
tions proposées  sera  fiwirnîepar  Téqviation 

/(l, ,,  ç,:..)=/(x,y,i,...)  -h  (r-:  OfD/(4|,r,  ^...)- 

dans  laquelle  on  aura 

Ceitt'posé,  il  est,:clair  quo^am  le  polynôme  représenté 
par  Fp y*(:c,  j^,  -e, . . .),  un  t^rme  (fiielconqueserale  pro- 
duit dé  plusieurs  facteurs  égaux  ou  ^<gaux,  dont  cha- 
cun coïncidera,  soit  avec  Fune  des  fonctions  f^  fii  (ff^ 
y„  • ." . ,  soit  ave©  Tune  de  leurs  dérivées  des  divers  ordres, 
prises  par*  rapport  à  une  ou  à  plusieurs  des  variables  x, 
y  y  ^,  • . .  ^  et  pour  obtenir  une  limite  supérieura  au  no-  • 
dufe  de  Fj  f(x^  y,  -s,...)?  U  suffira  évidemment  de  rem- 
placer chacun  des  facteur»  en  question  par  une  limite 
supérietU^'e  à  son  module ,  limite  que  nous  avoiis  appris  à 
déterminer.  En  opérant  ainsi,  od  obtimdra  pour  limite 
supérieure  au  module  du  polynôme  représenté  par 
Fo^y^C^j  J'y  -2,...),  un  ^eDCMid  polynôme  que  noua  dési- 
gnerons par  A,  et  qui,  en  vertu  de^la  remarque  précé- 
demment faite ,  se  déduira  facilement  du  premier.  En 
effet,  pour  avoir,  au  Sgne  près,  la  valeur.de  A ,  îî  suffira 
de  chercher  ce  que  devient, F{j'^^(j:,  j^,  ^,...)  quand  on  y 
pMe,  avant  les  diflKrentiations  relatives  àx,  j-,  z,.... 


_  r    f     t      ,^^  I     w     I      ,. . 

J= A,  px=i  A,, 

^a=  A,,  ^3=« •As, 

xjz.,.  xjrz.,. 
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puis,  après  les  $fféren|iations^ 

A  5=  Zy,     A,  =  Xy^ ,    •  A,  =  Ipy,^     A3  =  £^,.. 
D'autre  part,  commcron  trouv^a  le  polynôme 

composé  de  termes  tous  positifs ,  on  tous  négatifs,  suivant 
que  n  sera  pair  ou  impair ,  il^est  clair  qu'il  suffira  de  mul- 
tiplier par  ( —  i)"  la  valeur  trouvée  de  Fd/(ji$  J^>  ^  v  0> 
pour  en  déduire  celle  de  A.  Si?  pour  abréger,  on  pose  ' 


P  = 


on  aura 

/(a:,/,  z,...)  =:A^, 
Fd/(«,/,  «,.  .)=P(A,Dfc/M-  A^j./-f.  AaD,/^-. .  .), 

par  suite,  on  «ura 

pourvu  que  Ton  désigne  par  P„  ce  que  devient  l'expres- 
sion ( — i)"F^  p  quand  on  a  égard  aux  remarques  que 
nous  avons  faites.  Il  reste  à  déterminer  f„.  Or,  si  Ton  re» 
présente  par  u,  i^,  î«,..*.  des  fomctions quelconques  de  x, 
j,  ^,...,0D  aura  évideiament,  en  vertu des^équations'qui 
définissent  la  fonction  F^/(x,  ^,  ^, . . .),  et  de  Téquatilon 

Fd/(^,  r,  *,.-.)  =  P  (AxB,/H-  A,p^/H-  A3  D,/H-. . ,), 

Fd  •  ac  =  aï\)  i»  •+- j'Fd  a , 
Fop.=  -„f-(AE  +  ^  +  ^  +  ...), 

„  /A?    A?    a;       \  /Ar+'  ■a;+'    a"+'       \ 
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et,  par  conséquent, 

'»'=  p-(^+^+^+...), 

,  /a;     a;     aï       \ 

puis  (m  en  conclura ,  en  posant  hors  des  fonctions  Aj, 
At,  A»,.">  X  =  r',  y  =  r'y  z  =s  r",,..,  et  par  suite 
P  =  I, 

/A.     A.    Aj      V    Ml    Aj    a:       \ 

./A.      A,     A3         V      Z-^.  .  A.     Aj  \/A;       A'       Aï  \ 

les  valeurs  de  Âi.,  As,  As,.-*  étant  déterminées  comme 
nous  Pavons  dit.  D'autre  part ,  comme  on  aura  évidem- 
ment 

on  en  déduira 

A,  ^  A,      A3  ,    ^  ■»  /'A,      A,      A3  ,      \» 

„     ^     e/A.        A,        A3  V 

T.  II.  4g 
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et,  généralement, 

N  désignant  le  /i'*"*  dernier  terme  de  la  suite 

I,  2  4-  t  =3,     6-h  7  +  2  =  i5,..., 

c'est-à-dire  la  somme  des  coefficients  numériques  compris 
dans  le  second  membre  de  Téquation  qui  donnerait  F^/o- 
Or,  ces  coefficients  conservant  les  mêmes  valeurs ,  cpiel 
que  soit  le  nombre  des  variables  jet,  y^  i^v9  ^  suffira, 
pour  obtenir  le  nombre  N,  de  coBEsidérer  le  cas  très- 
simple  où  Ton  aurait 

p=l,     Fo/(*)=A,pD,/(x)î 
on  trouverait  alors 

et,  comme  on  tire  directement  des  équations 

p=-,       Fd/W  =  A.pD,/(x), 

X 

{-  i)-F5p  t=  1 .3.5. . .  (a/i  -  Op-^-*-'  {^, 

on  aura 

N  =  1 .3.5. . .  (2>i  —  i), 
et,  par  suite, 

p.<..3.5...(2«-.)(p'H-^'  +  ^+...J. 

A<,.3.5...(t»«-0(^'  +  ^:+^^+...)V 

Ainsi  A,  qui  représente  une  limite  supérieure  au  mo- 
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dule  de  Fd  f{x^  /,  ^v)>  ^®  pourra  surpasser  lesecond 
membre  de  Tinégalitë  précédente  ;  il  en  résulte  que  le 

terme  général    ^         ^     Flf(Xy  j,  z,...)de  la  série  qui 

donne  Fintégrale  cherchée,  offrira  une  valeur  numé- 
rique inférieure  à  celle  du  produit 

par  conséquent  a  celle  du  produit 

donc  les  différents  termes  de  la  série  en  question  offri- 
ront des  valeurs  numériques  inférieures  à  celles  des  ter- 
mes correspondants  de  la  progression  géométrique  qui 
aurait  ce  dernier  produit  pour  terme  général:  or,  cette 
progression  sera  convergente  si  Ton  a 

ilf.[2(r- r)(^^'  -4.^:  -h  ^i  -+-...)]<  I  , 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  en  substituant  pour  A,,  A,j 
A,,...  leurs  valeurs, 


•T.  Xi  Zi 

et  alors  si  Ton  remplace  la  somme  de  la  série  par  la 
somme  de  ses  n  premiers  termes,  le  reste  de  la  série,  ou 
Terreur  commise,  sera  inférieur,  abstraction  faite  du 
signe,  au  reste  de  la  progression  géométrique  ;  c'est-à- 

49" 
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dire  à 

^^        ZT'r /A.       A.       A3 VÎ  ^* 

Si  Toii  suppose  en  particulier  f  (jc,  j^,  z, . . .)  =  a:,  la 
série  qui  donne  Tintégrale  devient 

''  I  1.2  1.2.3 

le  reste,  quand  on  s'arrêtera  au  /i'*"*'  terme,  offrira  un 
module  inférieur  à 

.-i»/.[.(r-r)(^'+^Î4-^i+...)] 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

296.  3"**  Théorème,  Supposons  que  la  variable  f,  et 
des  fonctions  x,  j^  2,...  de  cette  variable,  .étant  liées 
entre  eUes  par  les  équations  différentielles 

dz  =  (pi{x,  jr^  z,...)di, 

on  nomme  |,  w,  (^5  • .  •  de  nouvelles  valeurs  de  x^y,  -z?».--? 
correspondantes  à  une  nouvelle  valeur  t  de  f  ;  |,  >7,  f,... 
seront  développables  par  la  formule  [F^^]  en  séries  con- 
vergentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
la  différence  r —  r,  si  la  valeur  numérique  de  cette  diffé- 
rence est  inférieure  à  celle  que  détermine  l'équation 


^~r  =  f 


^i  Xi  Zi 
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Ifes  modules  /,  /•",  r*,...  des eicpressions  imaginaires 

étant  choisis  de  manière  que  lés  fonctions 

demeurent  finies  et  continues ,  quels  que  soient  les  an- 
gles 9^,  d",  9*9 ... ,  pour  les  valeurs  attribuées  à  ces  mo- 
dules, et  pour  des  valeurs  plus  petites.  Alors  le  reste  de 
chaque  série  réduite  à  ses  n  premiers  termes,  sera  infé- 
rieur, abstraction  faite  du  signe,  au  produit  [Ef,^^]  ou  à 
celui  qu'on  en  déduirait  en  remplaçant  lf{x  +  xi)  par 
Tune  des  quantités  -£(j^+J^,),  L(z  +z,  )v'  Alors  aussi 
une  fonction  quelconque  de  |,  y?,  ('v**?  désignée  par 
f(^y  >î,  (^, . . .),  sera  elle-même  développable  en  une  sé- 
rie convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascenr 
dantes  de  r  —r  f,  et  le  reste  de  cette  série  sera  inférieur, 
abstraction  faite  du  signe,  au  produit  (£„),  si ,  ppur  les 
valeurs  attribuées  aux  n^odules  r',  r",  r **,...,  ou  pour  des 
valeurs  pluâ  petites,  la  fonction 

demeure  finie  et  continue  aussi  bien  que  les  fonctions 
fil  9t9  fsi***)  quels  que  soient  d'ailleurs  les  angles  6',  0", 

e-,.... 

297.  Si,  dans  les  équations  proposées  (D),  Fi,  Fj, 
Fs,...  renferment  explicitement  la  variable  ^  des  rai- 
sonnements pareils  à  ceux  par  lesquels  nous  avons  établi 
le  2"*  théorème  fourniraient,  au  lieu  du  3°*®  théo- 
rème ,  celui  que  nous  allons  énoncer. 

4""  Théorème,  «Supposons  que  la  variable  ?,  et  des 
fonctions  X,  y,  «,...  de  cette  variable,  étant  liées  par 
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les  équations  différentielles 

dx  =  ^r(xy   x,z^.,,,  t)dt,     dy=:^^di^     dz:=  Çidt, 

on  nomme  g,  y?,  (^,."  de  nouvelles  valeurs  àex^y^  ^ï-^j 
correspondantes  à  une  nouvelle  valeur  r  de  t.  Concevons 
d'ailleurs  que  m  =  /  (x,  j,  z, . . .)  éunt  une  fonction 
quelconque  de  x,  j^,  -s, . . . ,  on  pose ,  pour  abréger, 

Fd  tf  =  ^iD;r<^  -H  ^aDj-a  -h  ^sDgK  H- . . . , 
et  que  l'on  désigne  par  F'^u,  P^u,  F^«,.--  ce  que  de- 
vient Fdu  quand  à  la  variable  t  on  substitue  d'autres 

variables  t\  t'\  t*, Soient  encore  e',  c",  c",.-*  des 

nombres  inférieurs  à  l'unité,  et  supposons  les  modules 
r,  r",  r*,...  des  expressions  imaginaires 

X|  —  r  ^  ,      jTi  —  r  e  ,       z,-  —  r    ^  >  •  •  •  » 

choisis  de  manière  que  chacune  des  fonctions 

^,[x-h*,-,  y-^Xi,  «-+-«/,..-,  ^H-«'(»-— ')],  ^a(.-.)>  ^3(...)» 
demeure  finie  et  continue ,  quels  que  soient  les  angles 
ffj  0\  5*,...,  pour  les  valeurs  attribuées  à  ces  modules  et 
pour  des  valeurs  plus  petites.  Enfin,  posons 

A  — L  **      'A»  —  X*"» 

Z  indiquant  le  plus  grand  module  que  puisse  acquérir 
chaque  fonction  quand  on  fait  varier  les  angles  0\  6",  6*, 
sanschanger  r',  r",  r*,...,  ete'^,  e^^  Cv  rcprésenuntles 
valeurs  qu'il  faut  attribuer  à  e\  e",  e**,  pour  que  chaque 
module  devienne  le  plus  grand  possible,  g,  y;,  (^,...  se- 
ront développables  en  séries  convergentes  par  la  formule 

-  f  r  /"'F'„F;F;j^^r 'vrv/'. ..+..., 


Alors  le  reste  de  diaqne  série  réduite  à  ses  n  premiers 
termes  sera  inférieur,  dhstractian    faite  dn  signe,  ao 

produit  [Cl"]?  <^  ^  celui  qa'<Mi  (J>tieiidrait  en  rempla- 
çant L{x  +  X.)  par  Tanc  des  ipiaiitîlés  i(j+J'.), 
X(2  +  ^<^ — 9  les  Taleors  de  A|<»  At,  Aj,...  étant  tou- 
jours déterminées  par  les  mAmes  équations.  Alors  aussi 
la  fonction  y* (4,  n.  ^---)  sera  elle-mèine  dévelof^nUe 
par  la  formule 

et  le  restede  cette  série  sera  inférieur,  abstraction  faitedu 
signe,  an  prodoit  (£.),  si,  pour  les  vaJeurs^attrihuées  aux 
modules  r',  r%  r*,...,  ou  pour  des  valeurs  plus  petites,  la 
fonction  f  {x  +  x,,  j^  +Jh  ^  +  ^0  •  •  •)  demeure  finie 
et  continue  aussi  bien  que  les  fonctions  91,  fs,  ^s»---? 
quels  que  soient  d'ailleurs  les  angles  6  ',  G",  0^, . . . . 

Dans  rapplicatjon  des  3**  et  4*^  théorèmes,  il  est 
avantageux  de  choisir  les  modules  r',  r",  r'^....,  de  telle 
sorte  que  la  limite  assignée  au  module  de  t  —  /  soit  la 
plus  grande  possible. 

208.  Noie.  Ota  a  vu,  par  ce  qui  précède,  que  pour  déter- 
lûner  le  reste  des  séries  qm  expriment  les  intégrales  des 
éqnatbns  proposées ,  il  ftllait  chercher  la  valeur  c«  de  e, 
propre  à  donner  la  plus  grande  valeur  possible  à  une  ex- 
preuion  dépendante  de  0,  et  que  Ton  supposait  déjà  par- 
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venue  à  son  maximiiin,  par  rapport  à  9^  Celte  plus  grande 
valeur,  qui  conduit  à  Texpression  du  reste,  est  du  genre 
de  celles  qu'on  a  appelées  maxima  maximorum  et  que 
M.  Cauchy  apprend  à  déterminer  dans  une  petite  Note 
récenunent  publiée,  cpie  Ton  sera  bien  aise  de  retrou- 
ver ici. 

Soit  a:  une  variable  réelle  et  u  =/(x)  une  fonction^ 
réelle  de  a:,  qui  demeure  continue  avec  sa  dérivée  se- 
conde f"Qt)t  du  moins  entre  certaines  limites.  Les  va- 
leurs de  X  qui,  étant  comprises  entre  ces  limites,  corresr 
pondront  aux  valeurs  maxima  et  minima  de  la  fonction  ii». 
sqront,  comme  on  sait,  celles  qui  vérifieront  Téquatioi^ 

f{x)  =  o, 

Qu,  ce  qui  revient  au  même,  Téquation 

D,a  =  o. 

On  sait  encore  qu'une  racine  simple  de  cette  dernière 
équation  fournit  un  maximum  ou  un  minimum  de  u,  sui- 
vant que  la  valeur  correspondante  de  D\u  est  une  quan- 
tité négative  ou  positive. 

Dans  certaines  questions  il  importe  de  déterminer, 
non  pas  tous  les  maxima  ou  minima  d'une  fonction 
donnée,  mais  seulement,  le  plus  grand  de  tous  les  maxima, 
ou  1q  plus  petit  de  tous  les  minima,  c'estr-àrdire,  en  d'au- 
tres termes,  le  maximum  maximorum  ou  le  minimum 
minimorum;  on  peut  y  parvenir  dans  un  grand  nombre 
de  cas  à  l'aide  des  considérations  suivantes  : 

Concevons  que  la  fonction  u  renferme ,  avec  la  varia- 
ble a:,  un  ceruin  paramètre  a  :  il  arrivera  souvent  que 
pour  une  vdiror  particulière  de  ce  paramètre,  il  sera  fa- 
cile de  reconnaître  quelle  est  celle  des  racines  de  l'équa- 
tion D^i£  =  o  qui  fournit  le  maximum  maximonmi  de 
u.  Soient  X  cette  racine,  et  U  la  valeur  correspondant^ 
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de  M  OU  le  maximum  maximorum;  on  aura 

U  =/(X), 
X  étant  racine  de  l'équation 

D,«  =  /'{x)  =  o. 

Concevons  maintenant  que  le  paramètre  a.  vienne  à  va- 
rier par  degrés  insensibles  :  la  racine  X,  qui  correspond 
au  maximum  maximorum  de  la  fonction  u,  variera  elle- 
même  en  général  par  degrés  insensibles ,  jusqu^à  l'instant 
où  l'on  aura  u  =  z/|,  ii|  désignant  un  autre  maximum 
correspondant  à  ime  autre  racine  X|  de  l'équation 

par  conséquent  jusqu'à  l'instant  où  l'équation  ei^  u,  pro- 
duite par  l'élimination  de  x  entre  les  formules 

tt  =  o,     DgU  =  o, 

acquerra  des  racines  égales.  Soit  {7=0  cette  équation  en 
u  ;  parmi  les  valeurs  de  u  qui  représenteront  des  racines 
égales,  se  trouveront  comprises  celles  qui  correspondront 
à  des  racines  égales  de  l'équation 

D,«  =  o, 

c'est-à-dire  à  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  se  vérifie- 
ront simultanément  l'équation 

D,«i  =  o, 
et  la  suivante 

Di«  =  o. 

Des  raisonnements  semblables  a  ceux  dont  nous  avons 
fait  usage,  nous  auraient  conduit  aux  mêmes  équations 

U  =  o,     Dîa  =  o, 

s'il  eût  été  question  de  fixer,   non  fius  le  maximum 
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maximorum^  mais  le  minimum  minùnonan  de  la  fonc*- 
don  !/•  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

I*'  Théorème.  Soient  x  une  variable  réelle  et 
"  =  fip^)  tine  fonction  de  x  q«i  demeure  continue, 
du  moins  pour  des  valeurs  de  a:,  renfermées  entre  cer- 
taines limites  ;  soit,  de  plus,  X  une  racine  de  Téquation 

Dxtt    =    G, 

qui,  étant  comprise  entre  ces  limites,  fournisse  le  maxi-- 
mum  maximorum  ou  le  minimum  minimorum  de  la 
fonction  u.  Si  ce  paramètre  vient  à  varier,  la  racine  X 
continuera  de  correspondre  au  maximum  maximorum 
ou  au  minimum  minimorum  de  la  fonction  u,  jusqu^au 
moment  où  le  paramètre  a  deviendra  tel  que  Téquation 
£/* = o,  produite  par  Télimination  de  x  entre  les  formules 
a  =  f{x),     D^u  =r  o, 

acquière  des  racines  égales,  par  conséquent  des  racines 
pour  lesquelles  se  véritie  la  condition  D^t/"  =  o.  D'ail- 
leurs cette  condition  sera  remplie  pour  les  valeurs  de  u, 
correspondantes  à  des  valeurs  de  x ,  qui  vérifieront  non- 
seulement  Téquation 

Djctt  =  o, 

mais  encore  la  suivante 

Dl«  =  o. 

En  raisonnant  de  la  même  manière ,  on  étaUira  géné- 
ralement la  proposition  suivante  : 

jjme  Théorème,  Soient  x^y^z^...  des  variables  réelles, 
eiu=^  f  (.r,  j,  ^,...)  une  fonction  réelle  de  x,  y^  z,... 
qui  demeure  continue,  du  moins  pour  des  valeurs  de  x, 
y,  ^V9  renfermées  entre  certaines  limites.  Soit  de  plus 
X,  y,  z,...  un  système  de  valeurs  de  x,  ^,  2,...  qui,  étant 
comprises  entre  ces  limites ,  vérifient  les  équations 

D,ll:=:0,      DyWrro,      D,«  =  o,..., 
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et  qui  fournissent  le  maximum  maximorum,  ou  le  mùu- 
mum  mînimorum  de  u,  pour  certaines  valeurs  particu- 
lières d'un  ou  de  plusieurs  paramètres  a,  6,  y,...,  conte* 
nus  dans  la  fonction  u.  Si  ces  paramètres  viennent  i 
varier,  le  système  des  valeurs  jr  =  x,  j^  =  y,  je  =  z,..., 
.  continuera  de  correspondre  au  maximum  maximorum  ou 
au  minimum  minimorum  de  la  fonction  zi,  jusqu'au  mo- 
ment où  les  paramètres  deviendront  tels  que  Téquation 
17=  o,  produite  par  rélimination  de  a:, y,  z^,,,,  entre 
la  formule 

et  les  suivantes 

D*K=o,     D^u=o,     D«a  =  o,..., 

acquière  des  racines  égales ,  par  conséquent  des  racines 
pour  lesquelles  se  vérifie  la  condition  D„£/==o.  D'ailleurs 
cette  condition  sera  remplie  par  les  valeurs  de  ii,  corres- 
pondantes à  des  valeurs  de  x,  y,  -z,...,  qui  vérifieront 
non-seulement  les  formules 

D,tt  =  o,     D^a  =  o,     D,a=o,..., 

mais  encore  la  suivante,  (^=o,  i^  désignant  la  fonction  al- 
ternée que  Ton  forme  avec  les  termes  renfermés  dans  le 
tableau 


Di  «, 

D^«, 

Di.«, 

Di,«, 

d;  u, 

d;.  «, 

Di.«, 

d;.«. 

D.'  u, 

En  sorte  que  Ton  ait ,  par  exemple ,  quand  les  variable^ 
x^  jTy  Zy, , .  se  réduisent  à  deux, 

P=:  DittD^ii  — (D,«D^i*)î. 
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Note  additionnelle, 

M.  Jacobi  a  appelé ,  dans  ces  derniers  temps ,  Tatteu^- 
tion  des  géomètres  sur  un  théorème  irès-remanjuable  de 
Poisson,  lequel,  pour  certains  systèmes  d'équations  dif- 
férentielles ,  permet  de  déduire  les  intégrales  les  unes  des 
autres  d'une  manière  directe ,  et  sans  employer  des  qua- 
dratures; de  sorte  que,  dans  certains  cas,  il  suffît  de 
connaître  deux  intégrales  pour  arrivera  toutes  les  autres. 
Il  nous  serait  impossible  d'exposer  ici  complètement  cette 
belle  théorie  de  Poisson ,  rendue  plus  générale  par  M.  Ja- 
cobi ;  mais  nous  pouvons,  en  terminant  ce  que  nous  avons 
k  dire  de  l'intégration  des  équations  différentielles  ordi- 
naires ,  profiter  d'une  Note  de  M.  Liouville ,  pour  donner 
au  moins  une  idée  de  ce  genre  de  recherches. 

Supposons  qu'pn  nous  donne  à  intégrer  les  quatre 
écpiations 

i  D^x  =  F,  =  (pp„F,     D,a  =  F,  =  —  ^D,F, 
^    ^       (D,7  =  F3  =  ^D,F,     D,«'  =  F4  =  — ^D;.F, 

dans  lesquelles  f  désigne  une  fonction  donnée  des  cinq 
variables  x,  m,  y  y  i',  f,  et  F  une  fonction  des  seules  va- 
riables dépendantes  a:,  u,  y  y  u. 

L'expression  F=C,  C  étant  une  constante,  sera  évidem- 
ment une  des  intégrales  des  équations  données  9  car  cette 
équation  vérifie  évidemment  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles   • 

D,F-f-  F,D,F  4-F,D.F-hF3p^F-hF4D,F  =0. 

Supposons  que  f  ==  c,  y  étant  une  fonction  des  seules 
variables  x,  w,  j',  u^  soit  une  seconde  intégrale  de  ces 
mêmes  équations ,  ou  que  Ton  ait  identiquement 

(C)    D,FD,/-D,FD„/-+.D.FD,/~D,FD./=o; 

et  proposons-nous  de  trouver  les  deux  autres  intégrales. 
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qu'il  faut  joindre  aux  précédentes  F  =  C,  /  =  c,  pour 
déterminer  complètement  x,  u,  y^  v  en  fonction  de  la 
variable  indépendante  U 

Pour  cela ,  observons  d'abord  que  des  deux  équations 
F  =  C,  y*  =  c,  on  peut  tirer  les  valeurs  de  deux  des  in- 
connues IX  et  f'  par  exemple ,  en  fonction  des  deux  au- 
tres, et  des  constantes  arbitraires  C,  c.  En  portant  ces 
valeurs  dans  les  équations 

on  arrivera  à  deux  équations  à  deux  variables ,  et  pour 
que  f  =  c  soit  une  de  leurs  intégrales,  il  suffira  que  Ton 
ait 

D,  f-h^(D„FD,f-HD,FD^f)  =  o, 

ou  même  plus  simplement 

D«FD,f-|-D,FD^f  =  o, 

si  f  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  t. 

Admettons  maintenant,  ce  que  nous  démontrerons 
tout  à  Fbeure ,  que  le  binôme  udx  -f-  ifdy  soit  la  diffé- 
rentielle d*une  certaine  fonction  f^  des  seules  variables 
a:,  jr  :  on  aura 

Mais  en  différentiant,  par  rapport  à  c,  dont  u€iv  dépen- 
dent, Téquation  F  =  C,  on  trouve 

D.FDc»  -f-D,FDeP  =  o, 
ou 

D«F  D,.Dc  z  +  D,F  D,.De  a;  =  o  \ 

donc  Téquation 

DmFD.F  H-D,FDj.f=o 

sera  vérifiée,  et  f  =  c  sera  l'intégrale  cherchée,  si  l'on 
fait  f  =DcX,  et,  par  conséquent,  l'équation  Dc;^  =  c 
sera  une  troisième  intégrale  des  équaty>ns  (D). 


78a  CALCUL    IHTÉGRÂL. 

Si  (f  est  une  fonction  de  t  seulement,  on  trouvera  ai* 
sèment  une  quatrième  intégrale.  Différenûons  en  efiet, 
par  rapport  àC,  Téquation  F=C9  puis  multiplions  par^, 
il  viendra 

—  ^-|-^(D«FDca-f-D,FDc«')=o 
ou 

—  (?  -f-  f  (D„FD,.Dc>;  -f-  D,FD^.Dc;i;)  =  0; 

d'où  il  suit  que  Téquation 

D,f+ç>(D„FD,f-hDpFDyf)=o 

sera  satisfaite  par  f  =  De  x  —  /  9^^?  ^^  V^^  ?  P^  consé- 
quent ,  c  étant  une  constante  arbitraire ,  la  dernière  in- 
tégrale cherchée  des  équations  (D)  sera 

Mais  lorsque  f  ne  se  réduit  pas  à  une  simple  fonction  de 
/,  on  doit  se  borner  à  tirer  des  trois  intégrales  connues 
les  valeurs  de  trois  des  variables  dépendantes ,  u^y^  ^\ 
par  exemple,  pour  les  reporter  dans  la  première  des 
équations  données ,  qui  ne  sera  plus  qu'à  deux  variables , 
et  dont  il  restera  à  trouver  l'intégrale  complète. 

Il  reste  à  démontrer  que  udx  +  ^^dy  est  une  différen- 
tielle exacte  ,  ou  que  D^u  =  D,(^.  Or,  des  deux  équations 
F  =  C,  f  z=LC^  différentiées  tour  à  tour  par  rapport  à  x 
et  j^,  en  y  regardant  u,  (^  comme  fonctions  des  deux  pre* 
mières  variables ,  on  tire 

D,F+D«F  D,a-hDr  FD,  p=o,  D^+D„/D,  a+D,/  D,«'=o, 
D^F+D«  FDj.a-hD,FDj.P=o,  D^/-+-D„/D^a-hD,/p^i»=o, 
p  ^._P>/D»F-D,/D,F  D./p,F~D^/D,F 

'  ~"D^aF-D,/D«F'     ^        D^/D,F— D,/D.F' 

et  ces  deux  valeurs  sont  évidemment  égales,  en  vertu  de 
réquation(C)  : 

.  D«FD,/—  D,f  D„/H-  D,FD,/—  D^FD,/=  o. 
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On  prouverait  aussi  de  la  même  manière  que  le  binôme 
xdu  +jdv  est  une  différentille  exacte  d^^  et  la  fonction 
^  servirait,  comme  la  fonction  ;(,  à  déterminer  les  deux 
dernières  intégrales  des  équations  données. 

M*  Jacobi  remarque  que  cette  méthode  d'intégration 
s'applique  d^elle^même  aux  deux  équations  du  second 
ordre 

qu'on  peut  remplacer  par  les  quatre  suivantes 

D,ar=a,     D,tt  =  — Dx(R-h/J), 
D,7=P,      D,P  =  — D^(R  +  il), 

et  qui  déterminent  le  mouvement  d'un  mobile  qui  se  meut 
dans  un  plan  soumis  à  des  actions  DrR,  D^/^,  fonctions 
des  distances  r,  r  de  ce  point  à  deux  centres  fixes  situés 
dans  ce  plan.  Pour  faire  coïncider  ces  équations  avec  les 
équations  (D),  il  suffit  de  poser 

<?  =  I ,     F  =  ^(a»  -h  p>)  -h  R  -h  il. 


FIN    DU    DEUXIEME    VOLUME. 
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